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Prefazione all’edizione italiana 


La teoria quantistica relativistica attualmente è ancora lontana dal- 
l’essere compiuta anche in rapporto ai princìpi fisici, che ne sono alla 
base. Questo si riferisce in particolare alla teoria delle interazioni forti 
e deboli. 

Già secondo la prima intenzione di L. D. Landau, in questo corso 
dovevano venir esposti solo quei risultati teorici che, con un ragionevole 
grado di sicurezza, sono fissati in modo certo e si collocano in un deter- 
minato sistema. In altre parole, l esposizione non deve avvicinarsi troppo 
alla « prima linea » della fisica teorica. Avendo presente lo stato attuale 
della teoria, con questa impostazione ci si è dovuti in sostanza limitare 
all’elettrodinamica quantistica. 

Nell esaminare le applicazioni concrete della teoria non ci siamo 
, proposti di abbracciare tutta l'enorme quantità degli effetti relativi al 
tema trattato, ma ci siamo limitati solo ai fenomeni principali, riman- 
dando ad alcuni lavori originali, contenenti uno studio più dettagliato. 
Nei calcoli lunghi e complessi spesso abbiamo tralasciato alcune formule 
intermedie, cercando sempre però di indicare tutti i punti rilevanti. 
Contemporaneamente occorre tener presente che, in confronto agli altri 
volumi di questo corso, il presente presuppone un più alto livello di 
preparazione da parte del lettore. 

Questo volume è stato scritto senza la partecipazione diretta del 
nostro maestro L. D. Landau, ma abbiamo cercato di attenerci a quello 
spirito ed a quel rapporto verso la fisica teorica, che egli ci ha sempre 
insegnato e che sono stati alla base degli altri volumi di questo corso. 
Spesso ci siamo domandati come si sarebbe comportato Landau davanti 
a questo o quel problema e abbiamo cercato di rispondere cosi, come ci 
suggeriva il pluriennale contatto con lui. 
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L'edizione russa di questo volume ha visto la luce in due parti negli 
anni 1968-1971. Non ci è stato possibile apportare aggiunte per ledi- 
zione italiana e ci siamo dovuti limitare solo ad alcune riduzioni ed a 
correggere piccoli errori. 


Mosca, luglio 1975 
V. B. Berestetskij, 


E. M. Lifšits, 
L. P. Pitaevskij 


Alcune notazioni 


Notazioni quadridimensionali 


Gli indici dei tensori quadridimensionali sono designati con lettere 


dell'alfabeto greco À, u, v, . . ., suscettibili dei valori 0, 1, 2, 3 
La metrica adottata ha la segnatura (+T———). Tensore metrico: 
Euv (Zoo = 1, gu = 822 = B33 = —1) 


Componenti di un 4-vettore: at = (a°, a) 

Per semplificare la scrittura delle formule l’indice delle componenti 
di un 4-vettore viene spesso omesso!). In tal modo, i prodotti scalari 
di 4-vettori vengono scritti semplicemente come (ab) oppure ab: 
ab = a,b! = ab, — ab 

Raggio quadrivettore: x! = (t, r). Elemento di quadrivolume: dêz 
Operatore di derivazione rispetto alle coordinate quadridimensionali: 


0, = 9/0 

i ; ER p si o Adina 
4-tensore antisimmetrico unità: e*MY., definito come segue: e0123 = 
= — 0123 = +1 


Funzione delta quadridimensionale: 6 (a) = ô (ao) ô (a) 


Notazioni tridimensionali 
Gli indici dei tensori tridimensionali sono designati con lettere del- 


l’alfabeto latino i, k, l, ..., suscettibili dei valori x, y, z 
I vettori tridimensionali sono designati con lettere corsive in gras- 
setto i 


Elemento di volume tridimensionale: d3x 


Operatori 


Gli operatori sono designati con lettere in carattere diritto 
Gli operatori p sono designati con la relativa lettera in grassetto p 


1) Questa forma di notazione è largamente usata nella letteratura scientifica 
contemporanea. Questo « compromesso » tra le risorse dell'alfabeto e le necessità 
della fisica richiede, naturalmente, un’attenzione particolare da parte del let- 
tore. 
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Commutatori o anticommutatori di due operatori: {f, g}+ = fg + gf 


Operatore trasposto: f 

Operatore aggiunto: f* 

Operatore di coniugazione di carica: C!) 
Operatore di inversione spaziale: Pt) 
Operatore di inversione temporale: T?) 


Elementi di matrice 


Elemento di matrice di un operatore F relativo alla transizione da 
uno stato iniziale i allo stato finale f: Fj; oppure (f| F | è) 

Il simbolo | i) viene usato per indicare uno stato a prescindere dalla 
rappresentazione concreta in cui può essere espressa la funzione d’on- 
da. Con il simbolo (f | viene indicato lo stato finale (« coniugato com- 
plesso »)) 

Corrispondentemente, con (s | r) vengono indicati i coefficienti dello 
sviluppo di un sistema di stati a numero quantico r in una sovrappo- 


sizione di stati a numeri quantici s: |r) = Ñ |s) 6 |r?) 
s 


Elementi di matrice ridotti di tensori sferici: (f || || i? 


Equazione di Dirac 


Matrici di Dirac: y¥#, per le quali valgono le uguaglianze MP = 1, 
(y1 = (79)? = (95)? = —1. Matrici a = yy, B = y°. Espressioni 
in rappresentazione spinoriale e in rappresentazione standard: 
(21,3), (21,16), (21,20) (pagg. 99, 102) 

y? = — iyyiy?y?, (y5) = 1 (formula (22,18) a pag. 107) 

o» = 1/2 (yy — yy) (formula (28,2) a pag. 127) 

Prodotto di un quadrivettore con le matrici di Dirac: a = (ay) = 
= ay" i 

Coniugazione di Dirac: = w#y° 

Matrici di Pauli: 0 = (Ox, Oy, Oz); definizione a pag. 98 


Indici degli spinori quadridimensionali: a, B, .. . e a, f,... suscet- 
tibili dei valori 1, 2 e 1, 2 
Indici bispinoriali: i, k, l... suscettibili dei valori 1, 2, 3, 4 


1) Dalle parole carica e parità. 

2) La lettera T viene usata anche come simbolo di cronologizzazione di 
prodotti di operatori. 

3) Simboli di Dirac. 
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Trasformata di Fourier 


Trasformata tridimensionale 


f (r) = | F0) eier Zi, 


f(k) = È f(r) e-+ dz 


e analogamente per il caso quadridimensionale 


Unità 


Ovunque, se non è specificato il contrario, sono usate unità relati- 
vistiche nelle quali = 1, c = 1. In queste unità per la carica ele- 
mentare si ha: e? = 1/137 

Unità atomiche: e = 1, å = 1, m = 1. In queste unità c = 137. 
Unità atomiche di lunghezza, di tempo e di energia: Ā?/me?, A3/me? 
e me*/ħ? (la quantità Ry = me4/2%? è chiamata rydberg) 

Unità ordinarie: sistema assoluto di unità (sistema di Gauss) 


Costanti 


Velocità della luce: c = 2,998-10!° cm/s 

Carica elementare: e = 4,803-10-10 CGSE 

Massa dell'elettrone: m = 9,11-10-28 g 

. Costante di Planck: è = 1,055-10-27 erg-s 

Costante della struttura fina: a = e/hc; A/a = 137,04 

Raggio di Bohr: &?/me? = 5,292-10-9 cm 

Raggio classico dell’elettrone: r, = e2/me? = 2,818-10-13 cm 
Lunghezza d'onda Compton dell’elettrone: f/mc = 3,86-10-1! cm 
Massa di quiete dell’elettrone mc? = 0,5110-108 eV 

Unità atomica d'energia: me*/h? = 4,36-10-11 erg = 27,21 eV 
Magnetone di Bohr: ef/2mc = 9,27-10-21 erg- Gs! 

Massa del protone: mp = 1,673-10-% g 

Lunghezza d'onda Compton del protone: h/mpe = 2,10-10-14 cm 
Magnetone nucleare: ek/2mpc = 5,05-10-24 erg. Gs! 


I rimandi agli altri volumi di questo corso sono indicati mediante 
i numeri relativi ai volumi stessi: I (« Meccanica », 1975), II (« Teoria 
dei Campi », 1975), III (« Meccanica Quantistica », 1976) 


Introduzione 


§ 1. Principio di indeterminazione nel campo relativistico 


Tutta la teoria quantistica esposta nel terzo volume di questo 
corso ha un carattere essenzialmente non relativistico, ed è applica- 
bile a fenomeni correlati con moti a velocità piccole rispetto alla 
velocità della luce. A prima vista si potrebbe pensare di realizzare 
il passaggio alla teoria relativistica mediante una più o meno diretta 
generalizzazione del formalismo della meccanica quantistica non 
relativistica. Considerando il problema più attentamente, ci si accor- 
ge però, che per la costruzione di una teoria relativistica logicamente 
chiusa è necessario ricorrere a principi fisici del tutto nuovi. 

Ricordiamo qui alcune idee fisiche che sono alla base della mec- 
canica quantistica non relativistica (III, $ 1). Abbiamo visto che un 
ruolo fondamentale è svolto dal concetto di misura, e cioè il processo 
di interazione di un sistema quantistico con un « oggetto classico » 
(« strumento »), a seguito del quale certe variabili dinamiche del 
sistema quantistico (coordinate, velocità, ecc.) assumono valori 
determinati. Abbiamo visto inoltre le restrizioni che la meccanica 
quantistica impone alla possibilità di determinazione simultanea 
delle diverse variabili dinamiche di un elettrone!). Ad esempio, gli 
intervalli di indeterminazione Ag e Ap, nei quali possono esistere 
simultaneamente la coordinata e l'impulso, sono legati dalla 
relazione Ag Ap ~ Ā?); quanto maggiore è la precisione con cui 
è misurata una di queste due quantità, tanto minore è la 
precisione con cui può essere simultaneamente misurata l’altra. 

È essenziale, tuttavia, che ciascuna delle variabili dinamiche 
dell'elettrone possa venire misurata separatamente con una preci- 
sione arbitrariamente grande e in un intervallo di tempo arbitraria- 
mente piccolo. Questo fatto ha un’importanza fondamentale in 
tutta la meccanica quantistica non relativistica. Soltanto grazie 
ad esso, infatti, è possibile introdurre il concetto di funzione d’onda, 


7 1) Come nel vol. III, per brevità, si parla qui dell’elettrone, intendendo 
riferirsi ad un qualsiasi sistema quantistico. 

ij 2) In questo paragrafo usiamo le stesse unità di misura dei volumi pre- 
cedenti. 
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concetto che è fondamentale nel formalismo di questa teoria. Il 
senso fisico della funzione d'onda + (g) è costituito dal fatto che il 
quadrato del suo modulo determina la probabilità che, in seguito ad 
una misura eseguita in, un dato istante di tempo, le coordinate del- 
l’elettrone assumano certi determinati valori. È chiaro che premessa 
indispensabile per l'introduzione del concetto di probabilità, inteso 
come è stato appena specificato, è che sia possibile, in linea di prin- 
cipio, fare misure arbitrariamente precise e rapide; in caso contrario 
questo concetto si svuoterebbe di contenuto e perderebbe il suo senso 
fisico. 

L'esistenza di una velocità limite (la velocità della luce c) com- 
porta nuove limitazioni fondamentali alla possibilità di misura delle 
diverse grandezze fisiche (L. D. Landau, R. Peierls, 1930). 

Nel vol. III, $ 44 è stata ottenuta la relazione 


(0 — v) Ap At ki (1,1) 


che lega l’indeterminazione Ap della misura dell’impulso dell’elet- 
trone con la durata del processo stesso di misura At; ve v' sono le 
velocità dell’elettrone rispettivamente prima e dopo la misura. Da 
questa relazione segue che per ottenere una misura sufficientemente 
precisa dell’impulso in un intervallo di tempo sufficientemente breve 
(cioè per ottenere un Ap sufficientemente piccolo in un At sufficien- 
temente breve) è necessaria una variazione sufficientemente grande 
della velocità dovuta allo stesso processo di misura. Nella teoria 
non relativistica questa circostanza porta all’impossibilità di ripetere 
le misure dell'impulso a piccoli intervalli di tempo, ma non intacca 
minimamente la possibilità di principio di eseguire un’unica misura 
dell'impulso con una precisione arbitrariamente grande, poiché la 
differenza v’ — v può essere resa grande a piacere. 

L'esistenza di una velocità limite cambia radicalmente la situa- 
zione. La differenza v’ — v, come le velocità stesse, non può ora 
essere maggiore di c (più esattamente di 2c). Sostituendo nella (1,1) 
v' — v con c, si ottiene la relazione 


Ap åt ~ a (1,2) 


che determina la massima precisione ottenibile nel processo di misura 
dell’impulso per una data durata del processo stesso (At). Nella teoria 
relativistica risulta quindi impossibile per principio una misura 
dell’impulso arbitrariamente precisa e rapida. Una misura precisa 
dell'impulso (Ap + 0) è possibile solo nel caso limite di una durata 
infinita del processo di misura. 

Cambiamenti non meno profondi subisce anche la possibilità di 
misura della coordinata: nella teoria relativistica essa risulta misu- 
rabile solo con una precisione che non supera un determinato limite 
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minimo. Con ciò il concetto di localizzazione dell'elettrone è soggetto 
ad ulteriori limitazioni del proprio senso fisico. 

Nel formalismo matematico della teoria questo fatto si manifesta 
nella incompatibilità di una misura esatta della coordinata con l'af- 
fermazione che l’energia di una particella libera è positiva. Come si 
vedrà in seguito, il sistema completo delle autofunzioni dell’equa- 
zione d'onda relativistica di una particella libera include (accanto 
alle soluzioni con una « giusta » dipendenza dal tempo) anche solu- 
zioni di « frequenza negativa ». Nel caso generale, queste funzioni 
entreranno nello sviluppo del pacchetto d'onde che descrive un elet- 
trone localizzato in una piccola regione dello spazio. 

Le funzioni d’onda di « frequenza negativa » sono legate, come 
verrà mostrato in seguito, all’esistenza di antiparticelle: i positroni. 
La comparsa di queste funzioni nello sviluppo del pacchetto d'onde 
significa, nel caso generale, l’inevitabile generazione della coppia 
elettrone-positrone nel processo di misura delle coordinate dell’elet- 
trone. La comparsa di nuove particelle, non controllabile mediante 
il processo stesso, in modo evidente priva di senso la misura delle 
coordinate dell'elettrone. 

Nel sistema di quiete dell’elettrone l’errore minimo nella misura 
delle sue coordinate è dato dalla relazione 

Ag ~ È. (1,3) 
A questo valore (l'unico ammissibile anche per considerazioni di- 
mensionali) corrisponde l’indeterminazione dell'impulso Ap ~ mc, 
che, a sua volta, corrisponde all'energia di soglia per la generazione 
di una coppia particella-antiparticella. 

Nel sistema di riferimento nel quale l’elettrone possiede l'energia 
£, in luogo della (1,3) si avrà 


Aq ~ r, (1,4) 


In particolare, nel caso limite ultrarelativistico, l'energia è legata 
all'impulso dalla relazione e æ% cp, e allora 


h 
Aq ae P ’ (1,5) 


cioè l’errore Ag coincide con la lunghezza d’onda di De Broglie 
della particella. 

Peri fotoni ha sempre luogo il caso ultrarelativistico; per essi 
vale sempre dunque la relazione (1,5). Questo significa che parlare 
di coordinate di un fotone ha senso solo in quei casi in cui le quantità 
che caratterizzano il problema sono grandi rispetto alla lunghezza 
d'onda. Questo non è altro che il caso limite « classico », corrispon- 
dente all’ottica geometrica, nella quale si può parlare di propagazione 
della luce lungo traiettorie raggio. Nel caso quantistico, dove la 
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lunghezza d’onda non può essere considerata piccola, il concetto di 
coordinate di un fotone non ha senso. Vedremo più avanti ($ 4) che 
nel formalismo matematico della teoria, la non misurabilità delle 
coordinate del fotone si manifesta già nell’impossibilità di formare, 
mediante la sua funzione d’onda, una quantità che possa venire in- 
terpretata come densità di probabilità che soddisfi la condizione di 
invarianza relativistica. 

Da quanto detto risulta chiaro che, in una meccanica quantistica 
relativistica coerente, le coordinate delle particelle non possono figu- 
rare in qualità di variabili dinamiche, che, per loro stessa natura, 
devono avere un significato preciso. Nemmeno il concetto di impulso 
può essere conservato senza cambiamenti. Poiché la misura esatta 
dell’impulso richiede un tempo sufficientemente lungo, risulta im- 
possibile seguire l’andamento delle sue variazioni durante il processo 
di misura. 

Ricordando quanto detto all’inizio di questo paragrafo, si arriva 
alla conclusione che tutto il formalismo della meccanica quantistica 
non relativistica diventa inadeguato nel passaggio al campo relati- 
vistico. Le funzioni d’onda w (g), intese nel loro senso primitivo, in 
quanto portatrici di una informazione non osservabile, non possono 
figurare nell’apparato di una teoria relativistica coerente. 

L’impulso può figurare in una teoria coerente solo nel caso di 
particelle libere, per le quali esso si conserva e può venire dunque 
misurato con una precisione arbitraria. Si può quindi pensare che la 
futura teoria dovrà rinunciare, in generale, a seguire l'evoluzione dei 
processi di interazione di particelle. Essa dimostrerà che in questi 
processi non esistono caratteristiche fisiche determinabili esatta- 
mente (neanche nei limiti di una precisione quantomeccanica « clas- 
sica »), e quindi una descrizione nel tempo di un processo risulterà 
altrettanto illusoria quanto si sono rivelate illusorie le traiettorie 
classiche nella meccanica quantistica non relativistica. Le uniche 
grandezze osservabili saranno le caratteristiche (impulsi, polarizza- 
zioni) delle particelle libere: le particelle iniziali che entrano in 
interazione e quelle che compaiono a risultato del processo (L.D. Lan- 
dau, R. Peierls, 1930). 

Il problema specifico della teoria quantistica relativistica con- 
siste nella determinazione delle ampiezze di probabilità delle transi- 
zioni che legano stati iniziali e stati finali dati (per t + #00) di un 
sistema di particelle. L'insieme di queste ampiezze di transizione tra 
tutti gli stati possibili forma la matrice di diffusione o matrice S. 
In questa matrice sarà tutta l’informazione circa i processi di intera- 
zione di particelle, informazione che ha un significato fisico osserva- 
-bile (W. Heisenberg, 1938). 

Notiamo inoltre che in questa teoria devono perdere il loro pri- 
mitivo significato anche i concetti di « elementarità » e di « comples- 
sità » delle particelle, cioè la questione della costituzione degli 
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oggetti. Questo problema non può essere formulato senza considerare 
i processi di interazione delle particelle; non prendere in considera- 
zione questi processi equivale, quindi, a svuotare di contenuto il 
problema posto. Tutte le particelle che figurano come iniziali o 
come finali in qualsiasi fenomeno fisico di collisione devono entrare 
nella teoria con « parità di diritti ». In questo senso, la differenza tra 
particelle che vengono di solito definite « composte » o « elementari » 
ha un carattere puramente quantitativo e si riduce alla grandezza 
relativa del difetto di massa rispetto alla disintegrazione nelle 
« parti componenti». Per esempio, l’affermazione che il deutone è 
una particella composta (l'energia di legame è relativamente piccola 
rispetto alla disintegrazione in protone e neutrone) differisce solo 
quantitativamente dall’affermazione che il neutrone è « composto » 
da un protone e da un mesone n. 

Fino ad oggi una teoria quantistica relativistica’completa, logi- 
camente chiusa, non è ancora stata costruita. Avremo modo di vedere 
che la teoria esistente introduce aspetti fisici nuovi nella descrizione 
dello stato delle particelle, che arriva ad assumere i tratti caratteri- 
stici della teoria dei campi (vedi $ 10). Tuttavia la teoria viene oggi 
costruita, in larga misura, per analogia e con l’aiuto delle nozioni 
della meccanica quantistica. Una tale costruzione della teoria ha 
dato risultati positivi nel campo dell’elettrodinamica quantistica. 
Il fatto che questa teoria non sia logicamente chiusa si manifesta 
nell’apparizione di espressioni divergenti quando si applica diretta- 
mente il suo formalismo matematico. Esistono, però, metodi assolu- 
tamente univoci che permettono di eliminare queste divergenze. 
Ciononostante questi metodi conservano per lo più un carattere di 
criteri semiempirici, e la sicurezza sull’esattezza dei risultati ottenuti 
in questo modo è fondata solo sulla loro concordanza con i risultati 
sperimentali, e non su una concordanza interna e su un’eleganza logica 
dei principi fondamentali della teoria. 

Una situazione completamente differente si ha nella teoria dei 
fenomeni connessi con le cosiddette interazioni forti delle particelle 
(forze nucleari). In questo campo, i tentativi di costruire una teoria, 
basata sugli stessi metodi, non hanno portato a risultati fisici di 
una qualche importanza. La costruzione di una teoria completa che 
includa anche le interazioni forti richiederà presumibilmente princf- 
pi fisici completamente nuovi. 
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$ 2. Quantizzazione del campo elettromagnetico libero: 


Per poter considerare il campo elettromagnetico come un oggetto 
quantistico, conviene partire dalla descrizione classica del campo, in 
cui esso è caratterizzato da un insieme discreto, anche se infinito, 
di variabili; questo metodo permette di usare direttamente il for- 
malismo solito della meccanica quantistica. Per quel che concerne 
la rappresentazione del campo mediante potenziali dati in ogni punto 
dello spazio essa è, in sostanza, una descrizione mediante un insieme 


continuo di variabili. 
Sia A (r, t) il potenziale vettore del campo elettromagnetico libero 
che soddisfa la « condizione di trasversalità » 


div A = 04 (2,1) 
Allora il potenziale scalare D = 0 e per i campi E e H si ha 
E=-A, H=rvot A. (2,2) 
Le equazioni di Maxwell si riducono ad un'equazione d’onda per A: 
dA 
AA- = 0. (2,3) 


Come è noto (vedi II, $ 52), in elettrodinamica classica il pas- 
saggio ad una descrizione mediante un insieme discreto di variabili 
si realizza considerando il campo in una regione grande ma finita 
dello spazio V!). Ricordiamo qui il procedimento senza entrare nel 


dettaglio dei calcoli. 
In un volume di spazio finito il campo può essere scomposto in 
onde piane progressive, cosî che il suo potenziale è rappresentato 


mediante una serie del tipo 
A= D (aret +ate-#7), (2,4) 
k 


dove i coefficienti ax dipendono dal tempo secondo la legge 
ar ~et, 0=|k|. (2,5) 


1) Per evitare di caricare le formule di indici, porremo V = 1. 
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Per la condizione (2,1) i vettori complessi @x sono ortogonali ai 
corrispondenti vettori d'onda: ark = 0. 

La sommatoria nella (2,4) viene fatta su un insieme infinito e di- 
secreto di valori del vettore d’onda (le cui tre componenti sono k,, ky 
k,). Il passaggio all'integrazione su una distribuzione continua può 
essere effettuato mediante l’espressione ` 

dBk 


(27)8 


che dà il numero dei possibili valori di X riferiti all'elemento di 
volume dello spazio kÆ, ossia d*%k = dk, dk, dk,. 

Nel volume considerato il campo è determinato completamente 
dai vettori @x. In tal modo, queste grandezze si possono considerare 
come un insieme discreto di « variabili classiche di campo ». Per 
realizzare il passaggio alla teoria quantistica è necessario, tuttavia, 
fare ancora una trasformazione di queste variabili, in conseguenza 
della quale le equazioni di campo assumano forma analoga a quella 
delle equazioni canoniche (equazioni di Hamilton) della meccanica 
classica. Le variabili canoniche del campo sono determinate dalle 
relazioni 

1 


Q =T 
Py = a aî)= Qr 


(ax + ai), 
(2,6) 


(queste variabili sono, evidentemente, reali). Il potenziale vettore si 
esprime attraverso le variabili canoniche secondo la relazione 


A=V 7n J (Qr cos kr— j$ Prsenkr). (2,7) 
k 
Per trovare la funzione di Hamilton H occorre calcolare l'energia 
totale del campo 


ca i (E°+ H?){d3z, 


esprimendola attraverso Qx, Px.Rappresentando A nella forma (2,7), 
calcolando Æ e H secondo la (2,2) e integrando, otteniamo 


H=} J (P} +003). 
k 


Ciascun vettore P, e Qx è perpendicolare al vettore d'onda k~, 
cioè ha due componenti indipendenti. La direzione di questi vettori 
determina la direzione della polarizzazione dell’onda corrispondente. 
Indicando le due componenti dei vettori Qx, Px (nel piano perpendi- 
colare a k) con Qka, Pra (a = 1, 2), trascriviamo la funzione di 
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Hamilton nella forma 


H= 4 (Pha+0%0%a). (2,8) 
jka 

In tal modo, la funzione di Hamilton si scinde nella somma di 
membri indipendenti, ognuno dei quali contiene una coppia delle 
quantità Qra, Pra.j Ogni membro di questo tipo corrisponde ad 
un'onda progressiva con un dato vettore d'onda e una data polariz- 
zazione ed ha la forma della funzione di Hamilton di un oscillatore 
armonico unidimensionale. Per questa ragione, si parla della scom- 
posizione ottenuta come di una scomposizione del campo in oscilla- 
tori. 

Passiamo ora alla quantizzazione del campo elettromagnetico 
libero. Il metodo classico di descrizione del campo, appena esposto, 
rende evidente il modo in cui si può realizzare il passaggio alla teoria 
quantistica. Le variabili canoniche, cioè le coordinate generalizzate 
Qka ® gli impulsi generalizzati Pxg, devono ora essere considerati 
come operatori con la seguente regola di commutazione 

PraQka — QraPia= —i (2,9) 
(gli operatori con ka differenti commutano tra di loro). Insieme ad 
essi diventano operatori anche il potenziale A e (in accordo con 
la (2,2)) i campi E e H. 

La determinazione dell’hamiltoniano del campo richiede il 

calcolo dell’integrale 

H= £ f (E? + H?) d8z, (2,10) 
in cui Ee H sono espressi mediante gli operatori Px, e Qra. In pra- 
tica, tuttavia, la non commutabilità di questi ultimi non si manife- 
sta in alcun modo, poiché i prodotti Qka Pra entrano con il fattore 
cos kr sen kr, che si annulla nell’integrazione su tutto il volume. Per 
l'hamiltoniano si ottiene quindi l’espressione 


H= E (P3a+ oQ), (2,11) 
ka 


che corrisponde esattamente alla funzione classica di Hamilton, 
come era naturale attendersi. 

La determinazione degli autovalori di questo hamiltoniano non 
richiede calcoli ‘particolari, poiché si riduce al noto problema della 
determinazione dei livelli energetici di oscillatori lineari (vedi III, 
$ 23). Quindi, per i livelli energetici del campo possiamo scrivere 


immediatamente ; 
E=S (Na+) o, (2,12) 
ka 


dove Nka sono numeri interi, 
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Esamineremo questa formula nel paragrafo seguente; ora scriviamo 
gli elementi di matrice delle quantità Qua, cosa che si può fare usando 
direttamente le note formule per gli elementi di matrice delle coor- 
dinate di un oscillatore (vedi III, $ 23). Gli elementi di matrice 
diversi da zero sono 

/ Nra 

(N ral Qral| Nra— 1)=(Nra—1|Qral Nrd =| Da * (2,13) 

Gli elementi di matrice delle quantità Pra = Qka differiscono dagli 
elementi di matrice di Q,, soltanto per il fattore ti. 

Nei calcoli che seguiranno risulterà più comodo, tuttavia, usare 
al posto delle quantità Qka, Pra le loro combinazioni lineari Oka È 
+ iPra, che hanno elementi di matrice diversi da zero solo per le 
transizioni Nra > Nka + 1. In relazione a questo introduciamo 
gli operatori 

Ora = 772 (OQra + iPro), Cha = 772 (Ora — Pra) (2,14) 
(le grandezze classiche cka, cka coincidono, a meno del fattore Vaio, 
con i coefficienti axg, ai, nello sviluppo (2,4)). Gli elementi di 
matrice di questi operatori sono 


(Nrka— 1 | Cka |N ka) = (Nra | Cka | Nra— 1) =V Nra (2,15) 


La regola di commutazione degli operatori Cka e Cka si ottiene me- 
diante le relazioni (2,14) e le regole (2,9): 


ChaCka — ChaCka = 1. (2,16) 


Per il potenziale vettore ritorniamo alla scomposizione (2,4), 
dove, però, i coefficienti sono ora degli operatori. Scriviamo la 
(2,4) nella forma 


A=D (CraAra + Cha Ata), (2,17) 
a 
dove 
zar ge ikr 
Ara =V 4n Tr (2,18) 


Abbiamo qui introdotto le notazioni e‘ per i versori, che indicano 
la direzione della polarizzazione degli oscillatori. I versori eœ sono 
perpendicolari al vettore d’onda Æ e per ogni k si hanno due polariz- 
zazioni indipendenti. 

In modo analogo per gli operatori E e H scriviamo 


E= Y (Cra Era + cia Ela), 
vo 
(2,19) 
H = X (CraH ra + Cha Hia), 
ko 
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dove 
Era=i0Aro, Hra=[MEkal (n = k/o). (2,20) 
I vettori Ax, sono mutuamente ortogonali nel senso che 
f AraAğrar d= ôaarôrr' (2,21) 


In effetti, se Ax, e Ak'a Si differenziano per i vettori d'onda, il 
loro prodotto conterrà allora il fattore ei*-£°", che si annulla nel- 
l'integrazione su tutto il volume; se invece essi si differenziano solo 
per le polarizzazioni, si ha allora e‘®e(@)* = 0, poiché le due dire- 
zioni indipendenti della polarizzazione sono tra loro perpendicolari. 
Relazioni analoghe sono valide per i vettori Eka, Hra. È comodo 
scrivere la condizione di normalizzazione di queste ultime quantità 
nella forma 


+ | EraEto+HraHiva)Br=08xxeda (2,22) 


Sostituendo gli operatori (2,19) nella (2,10) e integrando usando 
la (2,22), otteniamo l’hamiltoniano del campo espresso mediante 
gli operatori Cka, Cka: 


H = 5 + (Chatta + chatta) 17 f (Exa 2 +|H ral?) dz = 
ka 


= >i + (0) (CkaCka + ChaCka)» (2,23) 


ka 


Questo operatore, nella rappresentazione considerata (gli elementi 
di matrice degii operatori c, c* sono dati dalla (2,15)), è diagonale e 
i suoi autovalori coincidono, ovviamente, con la (2,12). 

Nella teoria classica l'impulso del campo è determinato dal- 
l'integrale 


4 
P=7-| [EH] dz. 


Nel passaggio alla teoria quantistica si opera la sostituzione di E 
e H con gli operatori (2,19) e si arriva facilmente all’espressione 


P= Jj 4 (Pla +0%0ta) n (2,24) 
ka 


in corrispondenza con la nota relazione classica tra energia e impulso 
di onde piane. Gli autovalori di questo operatore sono 


P=Yk(N++). (2,25) 
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La rappresentazione di operatori, realizzata mediante gli elementi 
di matrice (2,15), è la « rappresentazione dei numeri di occupazione »; 
essa risponde alla descrizione degli stati del sistema (del campo) 
mediante l'assegnazione dei numeri quantici Nra (numeri di occupa- 
zione). In questa rappresentazione gli operatori di campo (2,19) 
(e con essi anche l’hamiltoniano (2,11)) agiscono sulla funzione d’onda 
del sistema, espressa in funzione dei numeri di occupazione Na; 
indichiamo questa funzione con ® (Nxa, t). Gli operatori di campo 
(2,19) non dipendono esplicitamente dal tempo. Questo corrisponde 
alla rappresentazione di Schrödinger degli operatori, usata di solito. 
nella meccanica quantistica non relativistica. Dipendente dal tempo 
risulta lo stato del sistema © (Nra, t), e questa dipendenza è determi 
nata dall’equazione di Schrödinger 


, 00 
l di = HD. 

Questa descrizione del campo è relativisticamente invariante, 
poiché si basa sulle equazioni invarianti di Maxwell. Questa inva- 
rianza non è però esplicita, innanzitutto perché le coordinate spaziali 
e il tempo compaiono in questa descrizione in modo molto asimme- 
trico. 

Nella teoria relativistica è opportuno dare alla descrizione una 
forma più chiaramente invariante. A questo scopo occorre ricorrere 
alla cosiddetta rappresentazione di Heisenberg, nella quale la di- 
pendenza esplicita dal tempo passa agli operatori (vedi III, $ 13). 
In tal modo, il tempo e le coordinate compariranno in modo simmetri- 
co nelle espressioni degli operatori di campo, e lo stato del sistema D' 
sarà funzione soltanto dei numeri di occupazione. 

Per l'operatore A il passaggio alla rappresentazione di Heisenberg 
si riduce alla sostituzione in ogni membro della somma (2,17) del 
fattore ei*" con il fattore ei(*"-®, si riduce cioè al fatto che per Aka 
occorre intendere la seguente funzione dipendente dal tempo 

e0 


Ara =V 4n Ta e-iot-kr), (2,26) 


20 


Di questo è facile convincersi notando che l'elemento di matrice 
di un operatore di Heisenberg per la transizione i + f deve contenere 
il fattore exp {—i (E; — £;) t}, dove E; e E; sono, rispettivamente, 
l'energia dello stato iniziale e finale (vedi III, $ 13). Per transizioni 
con diminuzione o aumento di N, di 1 questo fattore si riduce a 
e-iot oppure a ei! rispettivamente. La sostituzione sopraindicata 
soddisfa questa richiesta. 

In seguito (sia se si considererà il campo elettromagnetico che i 
campi di particelle) si intenderà ovunque che si lavora nella rappre- 
sentazione di Heisenberg degli operatori. 


26 CAPITOLO I 


$ 3. Fotoni 


Esaminiamo ora le formule della quantizzazione del campo che 
abbiamo ottenuto. 

Notiamo innanzitutto che la formula (2,12) per l'energia del cam- 
po presenta la seguente difficoltà: il livello energetico più basso del 
‘campo si ha quando i numeri quantici Nka di tutti gli oscillatori 
sono uguali a zero (questo stato è chiamato stato di vuoto del campo 
elettromagnetico). Anche in questo stato però ogni oscillatore possiede 
un’« energia di punto zero» ©/2 diversa da zero. Sommando sul 
numero infinito di oscillatori otteniamo infinito. In tal modo incon- 
triamo una delle « divergenze » che conseguono dal fatto che la teoria 
‘esistente non è del tutto logicamente chiusa. 

Finché si tratta degli autovalori dell’energia del campo, questa 
difficoltà può essere eliminata semplicemente cancellando le energie 
delle oscillazioni di punto zero, ossia scrivendo l'energia e l'impulso 
«del campo come segue!); 


E=) Nro, P=) Nk. (3,1) 
ka ka 


Queste formule permettono di introdurre il concetto, fondamentale 
per tutta l’elettrodinamica quantistica, di quanti di luce o fotoni 2), 
Ossia, noi possiamo considerare il campo elettromagnetico libero 
come un insieme di particelle, ognuna delle quali possiede l'energia 
o (=o)e l'impulso k (=nho/c). La relazione fra energia e impulso 
di un fotone è la stessa che esiste in meccanica relativistica per le 
particelle di massa di quiete nulla che si muovono alla velocità della 
luce. I numeri di occupazione Nka prendono il significato del numero 
di fotoni con ifdati impulsi Æ e le date polarizzazioni el. La pro- 
prietà di polarizzazione del fotone è analoga al concetto di spin per 
le altre particelle (le proprietà specifiche del fotone a questo riguardo 
verranno esaminate più avanti nel $ 6). 

È facile vedere che tutto il formalismo matematico, sviluppato 
nel paragrafo precedente, risulta pienamente corrispondente alla 
rappresentazione del campo elettromagnetico come di un insieme di 
fotoni; questo non è altro che l'apparato del metodo della seconda 
quantizzazione applicato ad un sistema di fotoni*). In questo metodo 
(vedi III, $ 64) il ruolo di variabili indipendenti è svolto dai numeri 
di occupazione degli stati e gli operatori agiscono sulle funzioni di 


1) Questa cancellatura può essere fatta formalmente, in maniera non contrad- 
ditoria, convenendo di intendere i prodotti nella (2,10) come prodotti « norma- 
li », ossia tali che gli operatori c* si trovino sempre a sinistra degli operatori c. 


La formula (2,23) si scriverà allora nella forma H = > Chatka 
ka 
2) Il concetto di fotone fu introdotto da A. Einstein (1905). 


3) Il metodo della seconda quantizzazione nell’applicazione alla teoria 
«della radiazione fu sviluppato da P. A. M. Dirac (1927). 
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questi numeri. Il ruolo fondamentale è svolto dagli operatori di 
« annichilazione » e di « creazione » di particelle, operatori che dimi- 
nuiscono o aumentano di un'unità il numero di occupazione. Di 
questo tipo sono gli operatori Cka, Ca: l'operatore cx, distrugge un 
fotone nello stato Æa, e ci, crea un fotone in questo stesso stato. 

La regola di commutazione (2,16) corrisponde al caso di particelle 
che obbediscono alla statistica di Bose. Quindi i fotoni sono dei 
bosoni, come era da aspettarsi sin dall’inizio: il numero ammissibile 
di fotoni in qualsiasi stato deve essere arbitrario (ritorneremo ancora 
sull'importanza di questo fatto nel $ 5). 

Le onde piane Ax, (2,26), che figurano nell’operatore A (2,17) 
in qualità di coefficienti davanti agli operatori di annichilazione di 
fotoni, possono essere considerate come funzioni d'onda di fotoni 
che hanno determinati impulsi Æ e determinate polarizzazioni el®. 
Questa trattazione corrisponde allo sviluppo dell’operatore w in 
serie di funzioni d’onda degli stati stazionari di una particella nel 
formalismo non relativistico di seconda quantizzazione (a differenza 
di quest’ultimo, tuttavia, nello sviluppo (2,17) entrano sia gli ope- 
ratori di annichilazione che gli operatori di creazione di particelle; 
il significato di questa differenza verrà chiarito più avanti; vedi $ 12). 

La funzione d’onda (2,26) è normalizzata con la condizione 


+ (Era +| H ra P) r=0. (3,2) 


Questa è la normalizzazione su « un fotone per il volume V = 1». 
In effetti, l'integrale nella parte sinistra dell'uguaglianza rappre- 
senta il valore quantomeccanico medio dell'energia di un fotone 
nello stato con la data funzione d'onda (questa interpretazione risulta 
evidente dalla rappresentazione dell’hamiltoniano nella forma della 
(2,23) alla prima riga)!). Nel membro a destra dell’uguaglianza (3,2) 
c’è l'energia di un fotone. 

Il ruolo dell’« equazione di Schrödinger » per il fotone è svolto 
dalle equazioni di Maxwell. Nel caso considerato (per il potenziale 
A (r, t) che soddisfa la condizione (2,1)) l'equazione d'onda è 

dA 

e AA=0. 
Le « funzioni d'onda » del fotone nel caso generale di stati stazionari 
qualsiasi sono date dalle soluzioni complesse di questa equazione, la 
dipendenza dal tempo essendo data dal fattore e7i®'. 

Parlando di funzione d'onda del fotone, sottolineiamo ancora 
una volta che essa non può essere considerata come l'ampiezza di 


1) Richiamiamo l’attenzione sul fatto che il coefficiente 1/4x nell’integrale 
(3,2) è due volte maggiore del coefficiente 1/8 nella (2,10). Questa differenza è 
legata, in ultima analisi, con la complessità dei vettori Epa: H pa, a differenza 


degli operatori di campo E, H, che sono reali.. 
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probabilità della localizzazione spaziale del fotone, contrariamente 
al significato fondamentale della funzione d'onda nella meccanica 
quantistica non relativistica. Questo è legato al fatto che (come è 
stato detto nel $ 1) il concetto di coordinate di un fotone non ha senso 
fisico. Sull’aspetto matematico di questa situazione ritorneremo 
ancora alla fine del paragrafo seguente. 

Le componenti dello sviluppo di Fourier della funzione A (r, t) 
secondo le coordinate formano la funzione d'onda del fotone nella 
rappresentazione degli impulsi; la indicheremo con A(k, t) = 
= A (k) et. Cosí, per uno stato con un dato impulso Æ e una data 
polarizzazione e(%, la funzione d’onda nella rappresentazione degli 
impulsi è data semplicemente dal coefficiente davanti al fattore 


esponenziale nella (2,26): 
, , zo el® 
Ara (k', g’) = V n raz de ao (3,3) 


In relazione alla misurabilità dell'impulso di una particella libe- 
ra la funzione d’onda nella rappresentazione degli impulsi ha un 
senso fisico più profondo che non la funzione d’onda nella rappresen- 
tazione delle coordinate: essa dà la possibilità di calcolare le proba- 
bilità wxg dei diversi valori dell'impulso e della polarizzazione del 
fotone che si trova nello stato considerato. Secondo le regole generali 
della meccanica quantistica wx, è determinata dal quadrato dei 
moduli dei coefficienti dello sviluppo della funzione A (7°) secondo 
le funzioni d’onda di stati con determinati KÆ e e% : 


wa © | I Ata (k', a’) A (K') | 
1a" 


(il coefficiente di proporzionalità dipende dalla condizione di nor- 
malizzazione). Sostituendo con la (3,3) otteniamo 


Wra œ | eA (k) |P. (3,4) 

Sommando sulle due polarizzazioni troviamo la probabilità per il 
fotone di avere l'impulso k: 

ws co | A (K) È. (3,5) 


$ 4. Invarianza di gauge 


Come è noto, la scelta dei potenziali del campo nell’elettrodina- 
mica classica non è univoca: le componenti del 4-potenziale Au 
possono essere sottoposte a qualsiasi trasformazione di gauge (o gra- 
diente) del tipo 
An>Ant9du% (4,1) 
dove x è una funzione qualsiasi delle coordinate e del tempo (vedi II, 
$ 18). 
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Per un'onda piana, se ci si limita a trasformazioni che non cam- 
biano la forma del potenziale (la sua proporzionalità al fattore 
exp (—ik„z")), la non univocità si riduce! alla possibilità di ag- 
giungere all’ampiezza d'onda un quadrivettore qualsiasi, proporzionale 
al quadrivettore k}. 

La non univocità del potenziale si conserva, naturalmente, anche 
nella teoria quantistica relativamente agli operatori di campo o alle 
funzioni d’onda dei fotoni. Senza precisare il modo con cui si scelgono 
i potenziali, è necessario scrivere, al posto della (2,17), uno sviluppo 
analogo per il 4-potenziale operatore 

A" = DI (CraAha + cio Ala ' (4,2) 


ka 


A 
dove le funzioni d'onda Af, sono dei quadrivettori del tipo 
—| eb 
AL = In et x. egeB*=—1, 
y V žo v u 


oppure, in una forma piú breve, omettendo gli indici dei vettori 
quadridimensionali 
A, =V 4n — e-s, ee*=—1, 4,3 
k y V 2o ( , ) 
dove il 4-impulso k" = (@, k) (cosí che kz = ot — kr), ee è il quadri- 
vettore unità di polarizzazione!). 
Limitandosi alle trasformazioni di gauge, che non cambiano la 
dipendenza della funzione (4,3) dalle coordinate e dal tempo, queste 
trasformazioni si riducono alla sostituzione 


ep > eu + Xm (4,4) 
dove y = y (k) è una funzione qualsiasi. La trasversalità della 


polarizzazione significa che esiste sempre un « gauge » tale che in 
esso il quadrivettore e ha la forma 


e = (0, e), ek=0 (4,5) 


(questo gauge lo chiameremo trasversale tridimensionale). La formu- 
lazione invariante quadridimensionale di questa condizione si serive 


ek =Q. (4,6) 
Notiamo che questa condizione (come anche la condizione di 
normalizzazione eę* = —1) non viene violata dalla trasformazione 


(4,4) in conseguenza del fatto che k? = 0. D'altra parte, l’annullarsi 
del quadrato del 4-impulso di una particella comporta che quest’ulti- 


1) L'espressione (4,3) non ha una forma completamente covariante (quadri- 
vettoriale); questo è legato al carattere non invariante della normalizzazione da 
noi scelta sul volume finito V = 1. Questo fatto, tuttavia, non è fondamentale 
e si riscatta pienamente con i vantaggi offerti da questa condizione di normaliz- 
zazione. Vedremo più avanti che essa assicura un modo semplice e automatico 
per ottenere le quantità fisiche reali nella forma invariante necessaria. 
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ma ha massa zero. Si chiarisce cosî il legame tra l’invarianza di 
gauge e il fatto che il fotone abbia massa zero (altri aspetti di questo 
legame saranno considerati nel $ 14). 

Nessuna grandezza fisica misurabile deve cambiare in una tra- 
sformazione di gauge delle funzioni d'onda dei fotoni che intervengono 
nel processo. La condizione di invarianza di gauge svolge nell’elet- 
trodinamica quantistica un ruolo ancora più importante che non 
nella teoria classica. Vedremo sulla base di numerosi esempi come 
essa costituisca, insieme alla condizione di invarianza relativistica, 
un potente principio euristico. 

A sua volta l’invarianza di gauge della teoria è strettamente 
legata con la legge di conservazione della carica elettrica; su questo 
aspetto ci fermeremo nel $ 43. 

Abbiamo già accennato nel paragrafo precedente al fatto che la 
funzione d'onda del fotone, nella rappresentazione delle coordinate, 
non può essere interpretata come l'ampiezza di probabilità della 
sua localizzazione spaziale. Matematicamente questo fatto si mani- 
festa nell’impossibilità di comporre mediante la funzione d'onda 
una grandezza che possa, per le sue proprietà formali, svolgere il 
ruolo della densità di probabilità. Questa grandezza dovrebbe essere 
espressa mediante una combinazione bilineare essenzialmente positi- 
va della funzione d’onda A, e della sua coniugata complessa. Inoltre 
essa dovrebbe soddisfare determinate condizioni di covarianza rela- 
tivistica, rappresentare cioè la componente temporale di un quadri- 
vettore (in effetti, l'equazione di continuità, che esprime la con- 
servazione del numero di particelle, nella forma quadridimensionale 
si scrive ponendo uguale a zero la divergenza del quadrivettore cor- 
rente; la componente temporale di quest’ultima è, nel caso considera- 
to, la densità di probabilità della localizzazione della particella; 
vedi II, $ 29). D'altra parte, in forza della condizione di invarianza 
di gauge, il quadrivettore A „ potrebbe entrare nella corrente soltanto 
in forma del tensore antisimmetrico Fuy=0dyAy- dyAy = 
= —i(kyAy—-k,Ay). In questo modo il quadrivettore corrente 
dovrebbe essere una combinazione bilineare di Fay e Fiy (e delle 
componenti del quadrivettore k). Un quadrivettore del genere non 
si può formare: qualsiasi espressione, che soddisfi le condizioni poste 
(ad esempio KEFY), si annulla in forza della condizione di tra- 
sversalità (XAF, = 0) senza poi parlare del fatto che essa non sarebbe 
essenzialmente positiva (contenendo essa le potenze dispari delle 
componenti k). 


$ 5. Campo elettromagnetico nella teoria quantistica 


La descrizione -del campo come un insieme di fotoni è l’unica 
descrizione adeguata per quanto concerne il senso fisico del campo 
elettromagnetico nella teoria quantistica. Essa sostituisce la descri- 
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zione classica mediante le intensità del“campo. Queste, nel formali- 
smo matematico della descrizione fotonica, compaiono come operatori 
di seconda quantizzazione. 

Come è noto, le proprietà di un sistema quantistico diventano. 
simili alle proprietà classiche in quei casi in cui i numeri quantici, 
che determinano gli stati stazionari del sistema, sono grandi. 

Per il campo elettromagnetico libero (in un dato volume) questo- 
significa che devono essere grandi i numeri quantici degli oscillatori, 
cioè il numero di fotoni Nra. In questo senso, il fatto che i fotoni 
obbediscano alla statistica di Bose ha un significato profondo. Nel 
formalismo matematico della teoria )la connessione della statistica 
di Bose con le proprietà del campo Hai si manifesta nelle regole 
di commutazione degli operatori Cka, Cka. Per Nka grandi, quando 
sono grandi gli elementi di matrice di questi operatori, si può trascu- 
rare l’unità nella parte destra della relazione di commutazione (2,16) 
e si ottiene quindi 

CraCka  CkaCka» 


cioè questi operatori si trasformano nelle grandezze commutative 
classiche Cka, cha, che determinano le intensità classiche del campo. 

La condizione di quasi-classicità del campo richiede, tuttavia, 
un'ulteriore precisazione. Infatti, se sono grandi tutti i numeri Nra, 
sommando su tutti gli stati ka l'energia del campo risulterà, in ogni 
caso, infinita, cosî che la condizione si svuota di contenuto. 

Un’impostazione fisicamente sensata del problema delle condi- 
zioni di quasi-classicità comporta il considerare i valori del campo 
mediati rispetto ad un piccolo intervallo di tempo At. Se si rappre- 
senta il campo elettrico classico E (o il campo magnetico H) sotto 
forma di trasformata di Fourier rispetto al tempo, nell’eseguire la: 
media sull’intervallo di tempo Aż, un contributo significativo nel 
valore medio Æ è dato soltanto da quelle componenti di Fourier, le- 
cui frequenze soddisfano la condizione @A? < 1; in caso contrario, 
mediando il fattore oscillante e-i0* si annulla. Per questa ragione, 
nel definire le condizioni di quasi-classicità del campo medio occorre: 
considerare solo quegli oscillatori quantistici, le cui frequenze- 
o < 1/At. È sufficiente richiedere allora che siano grandi i numeri 
quantici di questi oscillatori. 

Il numero di oscillatori di frequenza compresa tra lo zero e 
© ~ 41/At (riferito al volume V = 1) è, per ordine di grandezza, 
uguale a’) 

o \8 4 
(È) X TAr * (5,1} 
L'energia totale del campo nell'unità di volume è~ E?. Dividendo 
questa quantità per il numero degli oscillatori e per l'energia media. 


1) In questo paragrafo usiamo le unità ordinarie. 
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di un singolo fotone (È) troviamo l'ordine di grandezza dei numeri 
dei fotoni 
E? 
Ne~ aT: 
Ponendo la condizione che questo numero sia grande, otteniamo la 
disuguaglianza 


IE > e. (5,2) 


Questa è la condizione cercata, che rende ammissibile una tratta- 
zione classica del campo medio (su intervalli di tempo At). Si vede 
che il campo deve essere sufficientemente intenso, tanto più intenso, 
quanto minore è l'intervallo Aż, sul quale è eseguita la media. Per 
campi variabili questo intervallo non deve, ovviamente, essere 
maggiore dei periodi di tempo, nel corso dei quali il campo cambia 
in maniera notevole. Per questa ragione, campi variabili sufficien- 
temente deboli non possono essere, in ogni caso, quasi-classici. Solo 
nel caso di campi statici (costanti nel tempo) si può porre Aż + oœ, 
in modo che il membro a destra della disuguaglianza (5,2) si annulli. 
Questo significa che il campo statico è sempre classico. 

Abbiamo già detto che le espressioni classiche del campo elettro- 
magnetico sotto forma di sovrapposizione di onde piane, nella teoria 
quantistica, si devono considerare come espressioni operatoriali. 
Il senso fisico di questi operatori, tuttavia, è molto limitato. Effetti- 
vamente, un operatore di campo fisicamente sensato dovrebbe portare 
a valori nulli del campo nello stato di vuoto fotonico. Invece, il 
valore medio dell’operatore di quadrato del campo E? nello stato 
fondamentale, che coincide, a meno di un fattore di fase, con l'energia 
di vuoto del campo, risulta infinita (per « valore medio » noi inten- 
diamo il valore medio quantomeccanico, cioè il corrispondente ele- 
mento di matrice diagonale dell’operatore). Evitare questo risulta 
impossibile anche mediante un'operazione formale di eliminazione 
(come si può fare per l’energia del campo), poiché in questo caso si 
dovrebbe fare questa operazione cambiando in maniera sensata la 
forma stessa degli operatori E e H (e non dei loro quadrati), cosa che 
risulta impossibile. In tal modo, contrariamente agli operatori quan- 
tomeccanici soliti, agli operatori di campo, in elettrodinamica quan- 
tistica, non sono associate grandezze aventi senso fisico. 


$ 6. Momento angolare e parità del fotone 


Come ogni particella, il fotone può avere un momento angolare 
determinato. Per chiarire le proprietà di questa grandezza del fotone, 
ricordiamo preventivamente come sono legati, nel formalismo della 
meccanica quantistica, le proprietà della funzione d'onda di una 
particella col suo momento angolare, 
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Il momento angolare j di una particella si compone del suo mo- 
mento orbitale Z e del suo momento intrinseco o spin s. La funzione 
d'onda di una particella con spin s è uno spinore simmetrico di rango 
2s, rappresenta cioè un insieme di 2s + 1 componenti, che nelle rota- 
zioni del sistema di coordinate si trasformano tra di loro secondo una 
determinata legge. Il momento angolare orbitale è legato con la 
dipendenza spaziale delle funzioni d’onda: a stati con momento 
angolare orbitale / corrispondono funzioni d’onda le cui componenti si 
esprimono (linearmente) mediante le funzioni sferiche di or- 
dine l. 

La possibilità di separare in modo coerente lo spin e il momento 
angolare orbitale richiede, di conseguenza, che le proprietà « di 
spin » e « di coordinate » della funzione d’onda siano indipendenti: 
la dipendenza dalle coordinate delle componenti di uno spinore (in un 
dato istante di tempo) non deve essere limitata da nessuna condizione 
addizionale. 

Nella rappresentazione dell'impulso delle funzioni d’onda, alla 
dipendenza spaziale corrisponde una dipendenza dall’impulso k. 
Funzione d’onda del fotone è (nel gauge trasversale tridimensionale) 
il vettore A (kÆ). Un vettore è equivalente ad uno spinore di rango 2 
e in questo senso si potrebbe assegnare al fotone spin 1. Questa fun- 
zione d'onda vettoriale, tuttavia, è sottoposta alla condizione di 
trasversalità ZA (K) = 0, che rappresenta una condizione addizionale 
imposta alla dipendenza dall’impulso del' vettore A (k). Di conse- 
guenza, questa dipendenza non può venire data per tutte le componen- 
ti del vettore simultaneamente in maniera arbitraria; questo fatto 
porta all’impossibilità di separare il momento angolare orbitale 
dallo spin. 

Notiamo che al fotone è inapplicabile anche la definizione di spin 
come momento angolare della particella in quiete, poiché per il fotone 
che si muove alla velocità della luce, non esiste un sistema di 
quiete. 

Per il fotone, pertanto, si può parlare solo del suo momento 
angolare totale. È evidente a priori che il momento angolare totale 
può prendere solo valori interi. Questo si vede già dal fatto che tra 
le grandezze, che caratterizzano il fotone, non ci sono spinori di 
rango dispari. 

Come per qualsiasi particella, lo stato del fotone è caratterizzato 
anche dalla sua parità, legata al comportamento della funzione d’onda 
nell’inversione del sistema di coordinate (vedi III, $ 30). Nella 
rappresentazione dell'impulso al cambiamento di segno delle coor- 
dinate corrisponde il cambiamento di segno di tutte le componenti 
di k. L'azione dell’operatore di inversione P su una funzione scalare 
@ (XK) consiste solo in questo cambiamento: Pg (X) = p(—X). Agendo 
con questo operatore sulla funzione vettoriale A (k) è necessario tener 
conto anche che il cambiamento di direzione degli assi cambia il 


34 CAPITOLO I 


segno di tutte le componenti del vettore; ossia si ha!) 
PA (k) = —A (—k). (6,1) 


Sebbene la suddivisione del momento angolare del fotone in 
momento angolare orbitale e spin non abbia senso fisico, risulta 
tuttavia comodo introdurre lo «spin» s e il « momento angolare 
orbitale » Z in modo formale come concetti ausiliari, che esprimono le 
proprietà della funzione d'onda rispetto alle rotazioni: il valore 
s = 1 risponde alla vettorialità della funzione d’onda mentre il 
valore di / dà l'ordine delle funzioni sferiche che compaiono in essa. 
Noi intendiamo qui le funzioni d’onda di stati con valori determinati 
del momento angolare del fotone, che per una particella libera sono 
onde sferiche. Il numero quantico } determina, in particolare, la 
parità di stato del fotone che è 


P=(—1)#!. (6,2) 


In questo stesso senso si può rappresentare l'operatore del momen- 
to angolare j come la somma s+1. L'operatore del momento angolare 
è legato, come è noto, con l’operatore di rotazione infinitesima del 
sistema di coordinate; nel nostro caso è legato con l’azione di questo 
operatore su un campo vettoriale. Nella somma s + I l'operatore s 
agisce sull’indice vettoriale trasformando tra di loro le diverse com- 
ponenti del vettore. L'operatore l agisce su queste componenti come 
su funzioni dell’impulso (o delle coordinate). 

Determiniamo il numero di stati (con una data energia) che sono 
possibili per un dato valore j del momento angolare del fotone (senza 
contare la degenerazione banale di ordine (2j + 1) rispetto alle 
direzioni del momento angolare). 

Per Ze s indipendenti questo calcolo si fa facilmente contando 
il numero dei modi in cui i momenti Z e s si possono comporre, secondo 
le regole della composizione di vettori, in maniera da ottenere il 
valore dato j. Per una particella a spin s = 4 si ottengono cosi (per 
un dato valore j diverso da zero) tre stati con i seguenti valori di Z 
e della parità: 


l=j, P=(—4)#!=(-1)!; 1=j+1, P=(-—1)Hi=(-4)}, 


Se invece j = 0 si ottiene in tutto un solo stato (con l = 1) e di 
parità P= +1. 


1) Noi conveniamo di determinare la parità di stato secondo l’azione del- 
l'operatore d’inversione su un vettore polare, quale è A (o il corrispondente 
vettore elettrico E = iwA). L'azione suun vettore assiale H = i [KA] si diffe- 
renzia per il segno poiché l'inversione non cambia la direzione del vettore: 


PH (k) = H (—k). \ 
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In questo calcolo, tuttavia, non si è tenuto conto della condizione 
di trasversalità del vettore A: le sue tre componenti si sono considera- 
te come indipendenti. Quindi, dal numero ottenuto di stati occorre 
sottrarre il numero di stati corrispondenti al vettore longitudinale, 
Un vettore di questo tipo si può scrivere nella forma kọ (X), da cui 
si vede che per le sue proprietà di trasformazione (nelle rotazioni) 
le sue tre componenti sono equivalenti ad un solo scalare gp). Di 
conseguenza, si può dire che lo stato superfluo, incompatibile con 
la condizione di trasversalità, corrisponderebbe ad uno stato della 
particella con funzione d'onda scalare (spinore di rango 0), ossia con 
« spin 0 »?). Il momento angolare j di questo stato coincide perciò 
con l'ordine delle funzioni sferiche che compaiono in ọ. La parità di 
questo stato come stato di un fotone è determinata dall'azione del- 
l'operatore di inversione sulla funzione vettoriale kọ: 


P(kp)= —(-—k)9(—K)=(—1)' kọ (k), 


cioè è uguale a (—1)i. Quindi, dal numero di stati di parità (1) 
ottenuto prima (due per j = 0 e uno per j = 0) occorre sottrarne uno. 

In definitiva siamo giunti al risultato che per un valore j del 
momento angolare diverso da zero esistono uno stato pari e uno stato 
dispari. Per j = 0 non si ha nessuno stato. Questo significa che il 
fotone non può, in generale, avere momento angolare zero e quindi 
questa grandezza assume solo i valori 1, 2, 3, . . . L'impossibilità del 
valore j = 0 è evidente, tra l’altro, anche perché la funzione d'onda 
di uno stato con momento angolare zero deve avere simmetria sferica, 
cosa evidentemente impossibile per un’onda trasversale. 

Per i differenti stati di un fotone esiste una terminologia con- 
venzionale. Un fotone in uno stato con momento angolare j e parità 
(—1y è detto fotone elettrico 2’-polare (o fotone Ej), mentre se la 
parità è (—1)°*! è detto fotone magnetico -polare (o fotone My). 
Cosí ad un fotone di dipolo elettrico corrisponde uno stato dispari 
con j = 1, ad un fotone di quadrupolo elettrico uno stato pari con 
j = 2, ad un fotone di dipolo magnetico uno stato pari con j = 13), 


1) In effetti, quando si parlafdel carattere della trasformazione di una gran» 
dezza in una rotazione, si intende una rotazione in un punto dato, cioè per un 
dato k. In una trasformazione del genere kọ (k), in generale, non cambia, ossia 
si comporta come uno scalare. 

2) Sottolineiamo ancora una volta che qui non si parla di uno stato di una 
qualsiasi particella reale. Il calcolo effettuato ha carattere formale e si riduce, 
da un punto di vista matematico, alla classificazione di tutto l’insieme di 
grandezze che si trasformano tra di loro secondo le rappresentazioni irriducibili 
del gruppo delle rotazioni. 

3) Queste denominazioni corrispondono alla terminologia della teoria clas- 
sica della radiazione: vedremo più avanti ($$ 46, 47) che la radiazione di fotoni 
di tipo elettrico e di tipo magnetico è determinata dai corrispondenti momenti 
elettrici e magnetici di un sistema di cariche. 
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$ 7. Onde sferiche di fotoni 


Dopo aver determinato i valori possibili del momento angolare 
del fotone, dobbiamo ora trovare le funzioni d'onda corrispondenti!). 

Consideriamo dapprima il problema formale seguente: trovare le 
funzioni vettoriali che siano le autofunzioni degli operatori j? e j,; 
nel fare questo noi non fissiamo a priori quali di queste funzioni com- 
paiono nelle funzioni d’onda del fotone che ci interessano e non 
terremo conto nemmeno della condizione di trasversalità. 

Cercheremo le funzioni nella rappresentazione dell'impulso. 
Operatore delle coordinate in questa rappresentazione è r = i0/0k 
(vedi III (15,12)). L'operatore del momento angolare orbitale 


l= [rk] = iii] 


cioè si differenzia dall’operatore del momento angolare nella rappre- 
sentazione delle coordinate soltanto per la sostituzione della lettera r 
con la lettera &. Per questo, la soluzione del problema posto è for- 
malmente uguale in ambedue le rappresentazioni. 

Indichiamo le autofunzioni cercate con Y;m, che chiameremo 
vettori sferici. Essi devono soddisfare le equazioni 


I Yim=j(j+t 1) Yim, jY jm =MY;m (7,1) 


(l’asse z è una direzione fissata nello spazio). Mostriamo che di 
questa proprietà gode qualsiasi funzione del tipo @Y;m; dove a è 
un qualsiasi vettore formato con il versore n = k/w, e Y;m sono 
funzioni sferiche ordinarie (scalari). La definizione di queste ultime 
è data nel vol. III, $ 28: 
mpe A EDTN 
. —|mi]} m im 
Yim(n)=(-1) ? i Sao '(cos 0) eme (7,2) 

(ð, p sono gli angoli sferici individuati dalla direzione del verso- 
re n)?). 

Ricordiamo a questo proposito la regola di commutazione III 
(29,4) 


{li, ap}- = iena. 


La parte a destra di questa uguaglianza si può scrivere nella forma 
(—s;0,x), dove s è l'operatore di spin 1 (l’azione di questo operatore 


1) Questo problema fu considerato per la prima volta da W. Heitler (1936). 
Il metodo di soluzione esposto nel testo è di V. B. Berestetskij (1947). 
2) Per eventuali riferimenti scriviamo il valore di queste funzioni per 
= 0 (n è diretto lungo l’asse 2): 


Yim (9) = y SE Bro (7,22) 
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su una funzione vettoriale è determinata dall’uguaglianza sja, = 
= —ie;x1:4;; vedi III, $ 57, problema 2). Abbiamo quindi 


la, — arl; = — Silk. 
Servendoci di questa uguaglianza troviamo 


Jia = (l; + S:) ak = apli. 
Quindi 
1 (AYjm)=@Y;m, je (AY jim) =4l:Y jm. 


La funzione sferica Y;m è l’autofunzione degli operatori 1? e 1,, cor- 
rispondente agli autovalori j(j-+1) e m di queste grandezze; si 
arriva quindi alle uguaglianze (7,1). 

Tre tipi essenzialmente differenti di vettori sferici si otterranno 
scegliendo nel ruolo di vettore æ uno dei vettori seguenti"): 


V., [nV] 
—'_ e, 7,3 
ViG+i)' ViG+tI (ao 
I vettori sferici sono quindi definiti come segue: 
Y = vm P=(—1); 
Yin = [nf], P=(—17*; (7,4) 
YL, =NY m, P=(—1). 


Accanto ad ogni vettore è indicata la sua parità P. I vettori sferici 
dei tre tipi sono mutuamente ortogonali: YÈ è longitudinale, mentre 
Yi e Yi sono trasversali rispetto a n. 

I vettori sferici possono essere espressi mediante le funzioni 
sferiche scalari. I vettori Y si esprimono mediante funzioni sferiche 
di un solo ordine / = j, i vettori YO e YO mediante le funzioni 
sferiche di ordine Z = 7 + 1. Questo fatto era già evidente: è suf- 
ficiente confrontare le parità dei vettori sferici indicate nella (7,4) 
con la parità (—4)"*! del campo vettoriale, espressa mediante l'ordine 
delle funzioni sferiche che vi compaiono. 


1) L'operatore V„ =| k| V, agisce sulle funzioni dipendenti solo dalla 
direzione di n. In coordinate sferiche questofoperatore ha in tutto due componenti 
d 1 2 
Va = (pì = 675) ; 
L'operatore, indicato sotto con A_, è la parte angolare del laplaciano: 


1 ô d 1 æ 
KOT) 0 a eno 
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I vettori sferici di ciascun tipo sono mutuamente ortogonali e 
normalizzati con la condizione 


f Y ym Y?n do = 8;;/Bmm- (7,5) 


` 


Per i vettori Y{} questo è evidente dalla condizione di normaliz- 
zazione delle funzioni sferiche Y;m. Per i vettori. Y$ l'integrale di 
normalizzazione è 


1 , žo do=——— lys AY. 
FT] Val'imVaYîm do = MESI |y m'AnY jm do, 


e, essendo AnY;m = —j (j + 1) Y;m, arriviamo alla (7,5). A questo 
stesso integrale si riduce la normalizzazione dei vettori YW, 

Notiamo che ai vettori sferici (7,4) si sarebbe potuto giungere 
anche senza la verifica diretta fatta sopra delle equazioni (7,1); 
sarebbero state sufficienti alcune considerazioni circa le proprietà 
di trasformazione delle funzioni. Queste considerazioni ci portarono, 
nel paragrafo precedente, alla conclusione che la funzione vettoriale 
del tipo ng corrisponde al valore j del momento angolare che coincide 
con l'ordine delle funzioni sferiche che compaiono in ; se si pone 
semplicemente @=Y;m, la funzione n corrisponderà cosí ad un 
valore determinato m della proiezione del momento angolare. In 
questo modo si arriva immediatamente ai vettori sferici VS). Le 
considerazioni esposte nel paragrafo 6 sulle proprietà di trasforma- 
zione non cambiano se nel prodotto n si sostituisce il fattore n 
con il vettore V, 0 [n V nl; in questo modo si ottengono i vettori sferici 
degli altri due tipi. 

Torniamo ora alle funzioni d’onda del fotone. Per un fotone di 
tipo elettrico (Zj) il vettore A (K) deve avere la parità (—1¥. Questa 
parità caratterizza i vettori Y® e Y®; di questi due, tuttavia, sol- 
tanto il primo soddisfa la condizione di trasversalità. Per un fotone 
di tipo magnetico (Mj) il vettore A (K) deve avere la parità (—1) +1; 
questa parità caratterizza solo il vettore sferico Yi. Quindi le 
funzioni d’onda di un fotone con momento angolare determinato j 
e con una data proiezione di esso m (e avente l'energia ©) sono 


4n2 
Avim (k) = ô (|k |—0) Y;m(n), (1,6) 
dove per Y;m si intende YO e Y nel caso di un fotone di tipo elet- 
trico e di tipo magnetico rispettivamente; del valore dato dell’energia 


si tiene conto mediante il fattore ô (| Xe | — o). 
Le funzioni (7,6) sono normalizzate con la condizione 


1 t jx , 
TEJE | 00° Abym (K) Anim (16) P= 08 (0-0) Sjðnm (1,7) 
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Per le funzioni d'onda nella rappresentazione delle coordinate la 
condizione (7,7) è equivalente alla condizione!) 


1 * Ai * 
Ta f {Ebim (r) Eojm (1) Hõim (r) H oim (r)} dx= 
= wô (0° — 0) 8}; Bmme» (7,8) 


In effetti, l'integrale a primo membro dell'uguaglianza, espressa 
mediante i potenziali, ha la forma 

1 , 

x | Abym (r) Aoim (r) 0 dz. 
Occorre qui sostituire 
Avim(1) = | Aojm (k) é” dk 
wjm \Y Ti ojm Cn ? 


ine, BE 
Aopm (r) = | Adi (Re 


(7,9) 


Quindi l’integrazione rispetto a d'z dà la funzione delta 
(2n)? 8 (k — k), che viene rimossa integrando rispetto a dk, e 
l'integrale assume la forma (7,7). 

Finora noi abbiamo sempre sottinteso di lavorare nel gauge dei 
potenziali, nel quale il potenziale scalare Ď = 0. In diverse applica- 
zioni, tuttavia, possono risultare più comodi altri tipi di gauge 
dell’onda sferica. 

Nella rappresentazione d’impulso la trasformazione ammissibile 
consiste nella sostituzione 

A+FA+tnf(k), D-P+/(k), 
dove f (Æ) è una funzione qualsiasi. Nel caso considerato scegliamo 
questa funzione in modo tale che i nuovi potenziali vengano espressi 
mediante le stesse funzioni d'onda e abbiano come prima una parità 
determinata. Per un fotone di tipo elettrico queste condizioni limi- 
tano la scelta dei potenziali alle seguenti funzioni: 

2 
Am (2) = #78 (l k| — 0) (Y+ CNY jm), 


03/2 


(7,10) 
(e) 472 

dove C è una costante qualsiasi. Per un fotone di tipo magnetico 

questa aggiunta a 4% (/) priverebbə il potenziale di una parità 

determinata, c quindi alle stesse condizioni la scelta (7,6) risulta 

non univoca. 


1) Questa condizione è dello stesso tipo della condizione (2,22). La comparsa 
del fattore è (0’ — œ) nel secondo membro dell’uguaglianza è legata al fatto che 
qui si considera il campo (onda sferica) in tutto lo spazio infinito e non il campo 
nel volume finito V = 1. 
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La probabilità che un fotone con dato momento angolare e di 
parità determinata sia registrato in moto nella direzione n, che giace 
nell’elemento di angolo solido do, è uguale, secondo la (3,5) e la 
(7,6), a 

w(m)do=| Y$, (n) È do. (7,11) 


Noi abbiamo scritto l’espressione per un fotone di tipo E. Essendo, 
però, | YR |? = | Y$ |, le distribuzioni di probabilità w (n) 
per fotoni dei due tipi sono uguali. 

Il quadrato del modulo | Y£? |? non dipende dall’angolo azimuta- 
le ọ (i fattori esponenziali e+im@ nelle funzioni sferiche si elidono), 
quindi la distribuzione delle probabilità w (n) è simmetrica rispetto 
all'asse z. Inoltre, poiché ogni vettore sferico ha una parità determi- 
nata, i quadrati dei loro moduli sono pari rispetto all’inversione, 
cioè rispetto alla sostituzione dell’angolo polare 0 > x — 6; questo 
significa che se si sviluppa la funzione w (8) in polinomi di Legendre, 
questo sviluppo conterrà polinomi soltanto di ordine pari. La deter- 
minazione dei coefficienti di tale sviluppo si riduce al calcolo degli 
integrali dei prodotti di tre funzioni sferiche e alla successiva somma 
rispetto alle componenti. Sia l’una che l’altra operazione si fanno 
secondo le formule ottenute nel vol. III, $$ 107-108, e portano al 
seguente risultato: 


_(_ 44 i+ jj 2n 
w(0)=(—1 2° S (4n+1) o0 0)” 


n=0 


xi ) lp (cos 8) (7,12) 
j j 2n 2n ° ’ 

Riportiamo qui, infine, le espressioni delle componenti dei vettori 
sferici in forma di sviluppi secondo funzioni sferiche. Nel fare questo 


useremo le « componenti sferiche » del vettore, definite come nel 
vol. III, $ 107; le componenti fa di un vettore f sono 


fo=tfso fu=—z(fet+ify), fami fih) (143) 
Introducendo i « versori circolari » 
eO = ie, edc i (e iew), eD = z (e0 iew) 
(7,14) 


(e 2 sono i versori degli assi z, y, z), abbiamo 


f=Z(-1)'*fae®, f=(-1)!"*fe-v*= fe, (7,15) 
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Le componenti sferiche dei vettori sferici si esprimono medianta 

i simboli 3j attraverso le funzioni sferiche secondo le formule seguenti: 
; _- [j+1 1 j 

Me AR 

(Ati ra= VI a a am * 


— /j—1 1 j 
x Yitma HVIHi aa A E Y j4, mtir 


Da MO RO DI 
(— 144 Yaa =V Lo Ls o Yamar (7,16) 


; tit 1 j 
itmi i Di 2-3; 
(1) (Lim) = Vi timba —X-m 


+V i de A Bo Y j1, mthe 


Queste formule si possono dedurre nel modo seguente. Ognuno 
dei tre vettori d'onda ha la forma Yjm = aY ;jm, dove a è uno dei 
tre vettori (7,3). Quindi 


Yim = > (lm' | a | jm) Y 


e il problema si riduce a trovare gli elementi di matrice dei vettori a. 
rispetto alle autofunzioni del momento angolare orbitale. Secondo: 
la III (107,6) abbiamo 


dim Jax ljm =i (— 1)" ( 


Y jti, mra + 


j 
—m'im 


) alal, 


dove jmax è il maggiore dei numeri / e j. È sufficiente, quindi, conosce- 
re gli elementi di matrice ridotti diversi da zero ( || a ||j). Per 
questi ultimi si hanno le formule 


C-A|[n||)= e] 1b*=iV1, 
Ulva li 1)=i((—1)V0, 
U— 1l Vald =i 0+1) VT, 
Ulin D =i VTC FDIN. 


(7,47) 


$ 8. Polarizzazione del fotone 


Il vettore polarizzazione e ha per il fotone il ruolo di « parte di 
spin » della funzione d’onda (con quelle precisazioni fatte al $ 6. 
a proposito del concetto di spin di un fotone). 

I diversi casi, che possono avere luogo per la polarizzazione di 
un fotone, non differiscono per niente dai possibili casi di polariz- 
zazione di un’onda elettromagnetica classica (vedi II, $ 48). 
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Una polarizzazione qualsiasi e può essere rappresentata sotto 
forma di sovrapposizione di due polarizzazioni ortogonali e» ed 
e® (eDe®* = 0), scelte in qualche determinato modo. Nella scom- 
posizione 

e = €e,60) + ee?) (8,1) 
i quadrati dei moduli dei coefficienti e, ed e, determinano la probabi- 
lità chefil fotone abbia la polarizzazione e» oppure e‘, 

Nel ruolo di queste due ultime grandezze si possono scegliere 
due polarizzazioni lineari reciprocamente perpendicolari. Una pola- 
rizzazione qualsiasi si può anche scomporre in due polarizzazioni cir- 
colari con direzioni rotazionali opposte. I vettori polarizzazione cir- 
colare destra e circolare sinistra verranno indicati con eD ed e‘-b 
rispettivamente. In un sistema di coordinate En¢ con l’asse $ diretto 
secondo la direzione di propagazione del fotone n = k/o 


eti) -7 (em+ieM), ecn =y” —ie). (8,2) 


Per una particella di massa nulla non esiste un sistema di rife- 
rimento in quiete: in qualsiasi sistema tale particella si muove alla 
velocità della luce. Per una particella di questo tipo esiste sempre 
una direzione privilegiata nello spazio e cioè la direzione del vettore 
quantità di moto Æ (l’asse %). È chiaro che in questo caso non esiste 


Nella simmetria assiale si conserva solo la « elicità » di una parti- 
cella e cioè la proiezione del momento angolare sull’asse %; indichiamo 
«questa grandezza con A). Se si richiede che esista anche la simmetria 


1) Per distinguerla dalla proiezione del momento angolare m su una dire- 
zione fissata (l'asse z), della quale si è parlato nel paragrafo precedente. 
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rispetto alle riflessioni nei piani passanti per l’asse ¢, allora gli stati, 
che differiscono per il segno di À, sono reciprocamente degeneri; per 
X:+0 si avrà quindi una doppia degenerazione!). Lo stato di un 
fotone con una data quantità di moto corrisponde proprio ad uno dei 
tipi di questi stati doppiamente degeneri. Esso è descritto da una 
funzione d'onda « spinoriale », costituita dal vettore e. nel piano Èn; 
le due componenti di questo vettore si trasformano tra loro in tutte 
le rotazioni attorno all'asse ¢ e in riflessioni nei piani passanti per 
questo asse. i 

Le diverse possibilità di polarizzazione di un fotone hanno una 
corrispondenza determinata con i valori possibili della sua elicità. 
Questa corrispondenza si può stabilire usando le formule III (57,9), 
che legano le componenti di una funzione d'onda vettoriale con le 
componenti di uno spinore equivalente di rango 2°). Alle proiezioni 
i = +10 à = —1 corrispondono vettori e, tali che solo la compo- 
nente e; — iey oppure er + ien è diversa da zero; si ha cioè e = e+” 
o e = e‘? rispettivamente. In altre parole, i valori à = +1 e 1 
corrispondono alla polarizzazione circolare destra e circolare sinistra 
del fotone (nel $ 16 questo stesso risultato verrà ottenuto mediante 
il calcolo diretto delle autofunzioni dell’operatore di proiezione 
dello spin). . as 

Siamo arrivati, quindi, alla conclusione che la proiezione del 
momento angolare del fotone sulla direzione del suo moto può avere 
solo due valori (+1); il valore 0 è impossibile. 

Lo stato di un fotone con data quantità di moto e polarizzazione 
è uno stato puro (nel senso spiegato nel III, $ 14); esso è descritto da 
una funzione d'onda e corrisponde alla descrizione quantomeccanica 
globale dello stato della particella (del fotone). Sono possibili anche 
stati « miscelati » di un fotone, che corrispondono ad una descrizione 
meno completa, realizzata non da una funzione d'onda, ma da una 
matrice densità. 

Consideriamo lo stato di un fotone, miscelato rispetto alla pola- 
rizzazione, ma corrispondente ad un valore assegnato della quantità 
di moto k. In questo stato (chiamato stato di polarizzazione parziale) 


‘esiste una funzione d'onda « orbitale »°). 


La matrice densità di polarizzazione di un fotone è un tensore di 
rango 2 pag nel piano perpendicolare al vettore n (piano En; gli 
indici æ e B assumono in tutto due valori). Questo tensore è hermi- 


1) Ricordiamo che in questo modo vengono classificati i termini elettronici 
di una molecola biatomica (III, $ 78). 


2) Ricordiamo che alle componenti di una funzione d'onda, come ampiezze 
di probabilità dei diversi valori della proiezione del momento angolare di una 
particella (delle quali si parla qui) corrispondono componenti controvarianti di 
uno spinore. ì 

3) La matrice analoga per l’elettrone nella teoria non relativistica è stata 


studiata nel III, $ 59. 
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tiano 
Pag = Pa: (8,3) 
e normalizzato con la condizione 
Paa = P11 + Pos = 1. (8,4) 


Dalla (8,3) discende che le componenti diagonali p, e P22 Sono reali 
e legate dalla (8,4). La componente P12 è complessa e vale la relazione. 
P21 = pf2. In totale, quindi, la matrice densità è caratterizzata da 
tre parametri reali. 

Se è nota la matrice densità di polarizzazione, si può allora trovare 
la probabilità per un fotone di avere una qualsiasi polarizzazione 
determinata e. Questa probabilità è determinata dalla « proiezione » 
del tensore Pag sulla direzione del vettore e, cioè dalla grandezza 


Papezers. (8,5) 


Quindi le componenti Pı e P, determinano la probabilità [delle 
polarizzazioni lineari lungo gli assi È e n. La proiezione sui vettori 
(8,2) dà la probabilità delle due polarizzazioni circolari: 


+ [1 + i (p12 — pa)]. (8,6) 


Le proprietà del tensore Pag coincidono, nella forma e nella 
sostanza, con le proprietà del tensore Jag che descrive la luce par- 
zialmente polarizzata nella teoria classica (vedi II, $ 50). Ricordiamo 
qui alcune di queste proprietà. : 

Nel caso di uno stato puro con una polarizzazione assegnata e il 
tensore pap si riduce a prodotti delle componenti del vettore e: 


Pa = eaeh. (8,7) 
Per il determinante si ha | Pag | = 0. Nel caso opposto di un fotone 
non polarizzato tutte le direzione di polarizzazione sono equiprobabili, 
cioè 
1 

Pab = > das, (8,8) 

e si ha | pag | = 1/4. 
Nel caso generale è comodo descrivere la polarizzazione parziale 


mediante i tre parametri reali di Stokes £,, È,, s1), attraverso i 
quali la matrice densità si scrive nella forma 


_1 f+% =n 
a PR 
Tutti e tre i parametri assumono i valori compresi fra —1 e +1. In 


uno stato non polarizzato si ha E, = $, = = 0; per un fotone 
totalmente polarizzato vale la relazione E+ELE=4 


1) Non confondere la notazione dei parametri con la notazione dell’asse È! 


(8,9) 
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Il parametro Ẹ; caratterizza la polarizzazione lineare lungo l’asse 
Ł o n; la probabilità che il fotone sia polarizzato lungo questi assi è 
uguale a (1 + E3)/2 o (1 — È3)/2, rispettivamente. I valori È, = +1 
o —1 corrispondono alla polarizzazione totale in queste direzioni. 

Il parametro È, caratterizza la polarizzazione lineare lungo le 
direzioni che formano con l’asse È l'angolo ọ = n/4 o p = —a/4. 
La probabilità che il fotone sia linearmente polarizzato lungo queste 
direzioni è uguale a (1 + &,)/2 e (1 — &)/2, rispettivamente; è 
facile convincersi di questo, proiettando il tensore pa g sulle direzioni 
e = (1, +1)/V2. 

Il parametro È,, infine, è il grado di polarizzazione circolare; 
secondo la (8,6) la probabilità che il fotone abbia la polarizzazione 
circolare destra o circolare sinistra è uguale a (1 + &,)/2 o 
(1 — E,)/2, rispettivamente. Poiché queste due polarizzazioni corri- 
spondono ai valori di elicità A = +1, è chiaro che, nel caso generale, 
E, è il valore medio dell’elicità del fotone. Notiamo, anche, che nel 
caso di uno stato puro con polarizzazione e si ha 


f,=ilee*]mn. (8,10) 


“Ricordiamo che per trasformazioni di Lorentz sono invarianti le 
grandezze È, e VE+E (vedi II, $ 50). 

In seguito ci imbatteremo nel problema del comportamento dei 
parametri di Stokes rispetto all’inversione del tempo. È facile vedere 
che queste grandezze sono invarianti rispetto a questa trasforma- 
zione. Questa proprietà non dipende, ovviamente, dal tipo dello 
stato di polarizzazione e per questo è sufficiente verificarla ahche 
solo per il caso di uno stato puro. In meccanica quantistica, all’in- 
versione del tempo corrisponde la sostituzione della funzione d'onda 
con la sua coniugata complessa (III, $ 18). Per un'onda polarizzata 
in un piano questo significa la sostituzione!) 


k —> —k, e > —e*. (8,11) 


Per questa trasformazione la parte simmetrica della matrice densità 
14 
3 (eaeh + egea)» 


e con essa i parametri È, e È3, non variano. L'invarianza del para- 
metro È, per questa stessa trasformazione è evidente dalla (8,40); 
essa è evidente anche dal senso stesso di E, come valore medio del- 
l'elicità. In effetti, l’elicità è la proiezione del momento angolare j 


1) Il cambiamento addizionale di segno di e è legato al fatto che l’ inversione 
del tempo cambia il segno del potenziale vettore del campo elettromagnetico. 
Il potenziale scalare, invece, non cambia segno; per questo, per il quadrivettore e 
l'inversione del tempo significa la trasformazione 


(e0, e) 2 (el, “= e*). (8,112) 
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sulla direzione n, cioè è il prodotto jn; l'inversione del tempo cambia 
il segno di ambedue questi vettori. 

In calcoli successivi ci sarà necessaria la matrice densità del 
fotone seritta sotto forma quadridimensionale, cioè sotto forma di 
un 4-tensore Puy. Per un fotone polarizzato, descritto dal quadrivet- 
tore ey, è naturale definire questo tensore come Segue: 

Puv= epek. (8,12) 
Nel gauge trasversale tridimensionale e = (0, e) e se uno degli assi 
è scelto lungo n, le componenti non nulle di questo quadritensore 


coincidono con la (8,7). 
` Per un fotone non polarizzato, nel gauge trasversale tridimensio- 


nale, si ha il tensore Puy con componenti 
1 
Pir =y (din — NiNa), Poi = Pio = Poo = 0 (8,13) 


(se uno degli assi coincide con la direzione n, si ritorna alla (8,8)). 
Usare il tensore Puy direttamente in forma tridimensionale sarebbe, 
tuttavia, scomodo. Noi possiamo, però, ricorrere alle trasformazioni 
di gauge; per la matrice densità questa trasformazione è del tipo 


Puy > Puy + Xyky + Xy uo (8, 14) 
dove x, sono funzioni qualsiasi. Ponendo 
1 
le= o = 


invece della (8,13) otteniamo una semplice espressione quadridi- ` 
mensionale 
(8,15) 


Puy = — > Euv. 


tridimensionale: 
1 2),(2 Ea oD 1 ar 
Pir c= 5 (ePelP + e; ef: )) tr (epep + ef ef) SEN 
iS 


i 3 
= FR (PP E (epep — epeh), 


dove e, ed sono i versori degli assi È e n. La generalizzazione voluta 
si ottiene sostituendo questi 3-vettori con i versori quadridimensionali 
reali di tipo spaziale eV, e, ortogonali fra loro e al 4-impulso del 


fotone È: 
eD2= e22 4, 


eed = 0, (8,16) 
edk = ek= 0. 
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In un particolare sistema di riferimento si ha e® = (0, e®), e» = 
=(0, e‘). Quindi, la matrice quadridimensionale densità del 


fotone è 


$1 
p= 4 (ee + ee) +E ERP + 


v| = 


€ it ) 2),€ 
I e De 2 (ell el e e P) 1 
} E3 (epe eVe®) (8 1 7) 


La comodità di questa o di quella scelta pratica dei quadrivettori 
e ©, et dipende dalle concrete condizioni del problema considerato. 

Occorre tenere presente che le condizioni (8,16) non fissano la 
scelta di e® ed «e? in modo univoco. Se un qualsiasi quadrivettore 
ey soddisfa queste condizioni, anche un quadrivettore qualsiasi del 
tipo en + XEn (per il fatto che k? = 0) soddisferà queste stesse con- 
dizioni. 

Questa non univocità è legata con la non univocità di gauge della. 
matrice densità. 

Il primo termine nella (8,17) corrisponde ad uno stato non pola- 
rizzato. Per questo, secondo la (8,15), lo si potrebbe sostituire 


i . . DI . di 
con — 5 Euv: Questa sostituzione è nuovamente equivalente ad 


una certa trasformazione di gauge. 

Operando con i quadritensori del tipo (8,17) decomposti su due 
quadrivettori indipendenti, risulta comodo ricorrere al metodo for- 
male seguente. Scriviamo il tensore (8,17) nella forma 


3 
(a) (db 
Luv = h È, pde eA dA 


e rappresentiamone i coefficienti di sviluppo p‘°’’ mediante una 


matrice a due righe 
pi!) p2 
p= (pan pen): 


Come ogni matrice hermitiana d’ordine due, può essere scomposta 
secondo quattro matrici indipendenti di ordine due: le matrici di 
Pauli Ox, Oy, Oz e la matrice unità 1. Questa scomposizione ha la 
forma 


p=1 (1480), $= Eo E È) (8,18) 


come è facile verificare confrontando direttamente con la (8,17) e 
usando le note espressioni delle matrici di Pauli (18,5) (l'unificazione 
delle tre grandezze È1, 2; E3 nel vettore € ha, naturalmente, un senso 

nte formale, che ha come scopo la comodità della scrittura). 
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PROBLEMA 


Scrivere la matrice densità del fotone nella quale « assi » delle coordinate 
siano i versori circolari (8,2). 

Soluzione. Le componenti del tensore pag nei nuovi assi (a, B = + 1) si 
ottengono proiettando il tensore (8,9) sugli assi (8,2): 


, (+k 0+1) 7 (+1)&,(1) 
Pii = Pagla ep A P1-1=PapEa eB 5 


p=3 (tE ua 


\—Sa_if, 1-8, 


$ 9. Sistema a due fotoni 


Ragionamenti analoghi a quelli fatti nel $ 6 permettono di 
determinare il numero degli stati possibili anche nel caso più com- 


Il reciproco scambio dei fotoni significa la permutazione degli 


indici del tensore A in simultaneamente al cambiamento di segno di n. 
Poiché i fotoni ubbidiscono alla statistica di Bose, si ha 


Ain (=n) = A; (n). (9,2) 


Il tensore A ir RON è, generalmente, simmetrico rispetto ai suoi 
indici. Scomponiamolo in una parte simmetrica (s:2) e in una parte 
antisimmetrica (Gin): Aip = Siht- Gin. Ciascuna di queste due parti 
deve, ovviamente, soddisfare separatamente la condizione (9,2) 
(e anche la condizione di ortogonalità (9,1)), da cui discende che 


Sn(—n)=sn (n), (9,3) 
din (-n)= — Gir (N). (9,4) 
L'inversione del sistema di coordinate non cambia, di per se stessa, 
il segno delle componenti di un tensore di rango 2, ma cambia il 


1) Tale sistema di riferimento esiste sempre, esclusione fatta per il caso di 
due fotoni che si muovono parallelamente nella stessa direzione. La quantità 
di moto totale kı + k, e l'energia totale ©, + @z di questi fotoni sono legate tra 
loro dalla stessa relazione che vale per un solo fotone, e quindi non esiste un 
sistema di riferimento in cui valga la relazione kı + k, = 0. 
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segno di n. Per questo, dalla (9,3) si vede che la funzione d'onda Sik 
è simmetrica rispetto all’inversione, cioè è associata agli stati pari 
del sistema fotonico; la funzione d'onda a;p è associata, invece, agli 
stati dispari. 

Un tensore antisimmetrico di rango 2 è equivalente (duale) ad 
un vettore assiale a, le cui componenti si esprimono attraverso le 
componenti del tensore mediante la relazione a; "Leni dove 
€;n1 è il tensore antisimmetrico unità (vedi II, $ 6). L’ortogonalità del 
tensore a}; al vettore n significa che i vettori a e n sono paralleli!). 
Per questo si può scrivere a = nọ (n), dove p è uno scalare; secondo 
la (9,4) deve essere a (—n) = —a (n), e quindi 


Pn) = g (n). 


Questa uguaglianza significa che lo scalare p può essere linearmente 
formato con funzioni sferiche soltanto di ordine pari L (includendo 
anche l'ordine zero). 

Noi vediamo che il tensore antisimmetrico a;x; per le sue proprie- 
tà di trasformazione (rispetto alle rotazioni), è equivalente ad uno 
scalare (vedi nota a pag. 34). Associando a quest’ultimo « spin » 0, 
troveremo che il momento angolare di questo stato è J = L. Quindi 
al tensore a;x sono associati gli stati dispari di un sistema fotonico 
avente momento angolare J. 

Esaminiamo ora il tensore simmetrico Sip. Poiché esso è pari 
rispetto al cambiamento di segno di n, a lui sono associati gli stati 
pari del sistema fotonico. Da qui segue che tutte le componenti Sir 
si esprimono attraverso le funzioni sferiche di ordine pari L (inclu- 
dendo L = 0). Qualsiasi tensore simmetrico di rango 2s;x si riduce, 
come è noto, ad uno scalare (S::) e ad un tensore simmetrico (Sir) 
di traccia nulla (sj; = 0). 

Allo scalare s;; viene associato « spin » 0, e quindi il momento 
angolare degli stati corrispondenti è J = L, è cioè pari. Al tensore 
Sin viene associato « spin » 2 (vedi III, $ 97). Sommando secondo la 
regola di composizione dei momenti angolari questo « spin » col 
momento « angolare orbitale pari » L, troveremo che, per un J 0 
assegnato, sono possibili tre stati (con L = J +2, J), e per J £1 
dispari, sono possibili due stati (con L = J + 1). Un’eccezione è 
costituita da J = 0 con un solo stato (L = J e J=1 (con L = 2). 

In questi calcoli, tuttavia, non si è tenuto conto della condizione 
di ortogonalità del tensore s;x al vettore n. Per questo dal numero di 
stati ottenuto occorre sottrarre il numero di stati ai quali corrisponde 
il tensore simmetrico di secondo rango, « parallelo » al vettore n. 
Questo tensore (che indicheremo con Sîn) può essere rappresentato 


1) Abbiamo a; = €132, e la condizione di ortogonalità dà 
Ginlin = eika =[na];=0. 


50 CAPITOLO I 


nella forma 
Sik = Nibh + nd, 


dove b è un certo vettore. Secondo la (9,3) questo vettore deve sod- 
disfare la condizione b (—n) = —b (n). Quindi, il tensore siz, re- 
sponsabile degli stati « ridondanti », è equivalente ad un vettore 
dispari. Questo vettore deve quindi esprimersi attraverso funzioni 
sferiche solo di ordine L dispari. Notando inoltre che al vettore cor- 
risponde lo « spin » 1, troveremo che, per ogni momento angolare 
J = 0 pari, sono possibili due stati (con L = J + 1) e per ogni 
momento J dispari, è possibile un solo stato (con L = J); un caso 
particolare è costituito da J = 0 con un solo stato (L = 1). 

Riassumendo i risultati ottenuti, otteniamo la seguente tabella, 
in cui è indicato il numero dei possibili stati pari e dispari di un 
sistema a due fotoni (per i quali la somma delle quantità di moto è 
zero) per diversi valori del momento angolare totale J: 


J Pari Dispari 


0 1 1 
i = sa: (9,5) 
2k 2 1 
2k41 1 = 


(k è un numero intero positivo diverso da zero). Dalla tabella si 


vede che per J dispari mancano gli stati dispari, e il valore J = 1 è 


del tutto impossibile. 

La funzione d’onda di un sistema a due fotoni A;y determina la 
correlazione delle due polarizzazioni. La probabilità per i due fotoni 
di avere simultaneamente i dati valori di polarizzazione e, e e, è 
proporzionale a 

Aineiiein. 
In altre parole, se la polarizzazione e, di un fotone è assegnata, la 
polarizzazione e, del secondo fotone è proporzionale a ei 


Cap © Ainett» (9,6) 
Negli stati dispari del sistema A;x coincide col tensore antisim- 
metrico @;x. In questo caso si ha 
e€ fo apetitin = 0, 
cioè le polarizzazioni dei due fotoni sono reciprocamente ortogonali. 
Nel caso di polarizzazione lineare questo significa la perpendicolarità 


delle loro direzioni, e nel caso di polarizzazioni circolari significa 
che le direzioni di rotazione sono opposte. 
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Lo stato pari con J = 0 è descritto da un tensore simmetrico, 
che si riduce ad uno scalare 


Sip == costante - (dig — ni). 


Per questo dalla (9,6) si ottiene e, == ež. Nel caso di polarizzazione 
lineare questo significa che le loro direzioni sono parallele, e nel 
caso di polarizzazioni circolari, che le direzioni di rotazione sono 
opposte. Quest'ultimo fatto è evidente a priori: per J = 0, la somma 
delle proiezioni del momento angolare dei fotoni su una stessa dire- 
zione & deve essere uguale a zero in ogni caso (la proiezione su dire- 
zioni opposte X, e kę, cioè le elicità, sono in questo caso uguali). 


4* 
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$ 10. Equazione d'onda per particelle a spin 0 


Nel capitolo I abbiamo mostrato come si può realizzare una de- 
scrizione quantistica del campo elettromagnetico libero, partendo 
dalle note proprietà del campo nel limite classico e sulla base di 
concetti della meccanica quantistica ordinaria. Tale descrizione del 
campo in quanto sistema di fotoni, ha già molte peculiarità che si 
trasferiscono tal quali anche nella descrizione relativistica di parti- 
celle nella teoria quantistica. 

Il campo elettromagnetico rappresenta un sistema a numero infi- 
nito di gradi di libertà. Per tale sistema non esiste la legge di conser- 
vazione del numero di particelle (fotoni), e fra i suoi stati possibili 
esistono stati con un numero qualsiasi di particelle). In una teoria 
relativistica di questa proprietà devono godere, in generale, anche 
sistemi di particelle qualsiasi. La conservazione del numero di 
particelle nella teoria non relativistica è connessa con la legge di 
conservazione della massa: la somma delle masse (masse di quiete) 
delle particelle non varia in una loro interazione; la conservazione 
della somma delle masse, per esempio, in un sistema di elettroni, 
significa l’invarianza anche del loro numero. Nella meccanica rela- 
tivistica, invece, la legge di conservazione della massa non esiste; 
deve conservarsi soltanto l’energia totale del sistema (che include in 
sé anche l’energia di quiete delle particelle). Quindi il numero di 
particelle non deve conservarsi; ne segue che ogni teoria relativistica 
di particelle deve essere una teoria di sistemi ad un numero infinito 
di gradi di libertà. In altre parole, tale teoria acquista il carattere 
di una teoria di campo. 

Il formalismo matematico adeguato a descrivere sistemi con un 
numero variabile di particelle è il formalismo della seconda quantiz- 
zazione (III, $$ 64, 65). Nella descrizione quantistica del campo elet- 
tromagnetico il ruolo di operatore di seconda quantizzazione è svolto 
dal quadripotenziale A. Esso si esprime mediante le funzioni d’onda 
delle coordinate delle singole particelle (fotoni) e gli operatori di 


1) Ovviamente, in pratica, il numero dei fotoni cambia soltanto a seguito 
dei diversi processi di interazione. 
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creazione e di annichilazione. Il ruolo analogo nella descrizione di 
un sistema di particelle è svolto dall'operatore p della funzione 
d’onda quantizzata. Per costruire tale operatore occorre innanzitutto 
conoscere la forma della funzione d’onda di una singola particella e 
dell'equazione, cui questa funzione soddisfa. 

Occorre qui sottolineare il carattere ausiliario del concetto di 
campo di particelle libere. Le particelle reali interagiscono e il 
compito della teoria consiste nello studiare queste interazioni. Ogni 
interazione però si riduce ad una collisione, prima e dopo la quale il 
sistema può essere considerato come un’assemblea di particelle 
libere. Nel $ í è stato notato che queste sono gli unici enti misurabili. 
Per questo noi ci serviremo dei campi di particelle libere come 
mezzo per descrivere gli stati iniziali e finali. 

Iniziamo la descrizione relativistica delle particelle libere dal 
caso di particelle a spin 0. La semplicità matematica di questo caso 
permetterà di chiarire meglio le idee fondamentali e le caratteristiche 
di tale descrizione. 

Lo stato di una particella libera (senza spin) può essere determina- 
to completamente con l'assegnazione della sua quantità di moto p. 
L'energia della particella e!) è determinata dalla relazione £? = 
= p°+m? (dove m è la massa della particella), oppure, in forma 
quadridimensionale 

pè = mè. (10,1) 


Come è noto, le leggi di conservazione della quantità di moto e 
dell'energia sono connesse con l'omogeneità dello spazio e del tempo, 
cioè con la simmetria rispetto a qualsiasi spostamento parallelo nel 
sistema di coordinate quadridimensionale. In una descrizione quan- 
tistica, la richiesta di questa simmetria significa che la funzione 
d'onda di una particella con un vettore energia-impulso determinato, 
a seguito di una traslazione sulle coordinate, può venire solo mol- 
tiplicato per un fattore di fase (di modulo uguale ad 1). Questa condi- 
zione è soddisfatta solo da una funzione esponenziale con esponente 
lineare rispetto alle 4-coordinate?). In altre parole, la funzione d'onda 
di stato di una particella libera con un dato energia-impulso p* = 
= (e, p) deve essere un'onda piana 

costante. e", pe =et— pr (10,2) 


(la scelta del segno nell’esponente nella teoria relativistica è di per 
se stessa convenzionale; il segno è scelto qui in accordo col caso non 
relativistico). 


1) L'energia di una singola particella viene indicata con £, a differenza 
dell'energia Æ di un sistema di particelle. 

2) Ricordiamo il significato di alcune notazioni usate dagli autori per 
semplificare la scrittura: 4-coordinate = sistema di coordinate quadridimensio- 
nale, 4-impulso = energia-impulso, 4-vettore = quadrivettore, 4-tensore = 
= tensore quadridimensionale (quadritensore), 4-potenziale = potenziale qua- 
dridimensionale (quadripotenziale). (N.d.T.) 


54 CAPITOLO II 


L'equazione d’onda deve avere le funzioni (10,2) come soluzioni 
particolari per un 4-impulso arbitrario p, che soddisfi la condizione 
(10,1). L'equazione deve essere lineare come espressione del prin- 
cipio di sovrapposizione: ogni combinazione lineare delle funzioni 
(10,2) descrive uno stato possibile della particella e quindi deve 
essere una silusione: L'equazione deve essere, infine, di ordine più 
basso possibile; un ordine più alto comporta soluzioni ridondanti. 

Lo spin è il momento angolare della particella nel sistema di rife- 
rimento, in cui essa si trova in quiete. Se lo spin di una particella 
è s, la sua funzione d’onda nel sistema di quiete è uno spinore tridi- 
mensionale di rango 2s. Per descrivere una particella in un sistema 
di riferimento generico, la sua funzione d’onda deve essere espressa 
sotto forma di grandezze quadridimensionali. 

Una particella a spin 0 nel sistema di quiete è descritta da uno 
scalare tridimensionale. Questo scalare, tuttavia, può avere una 
« origine » quadridimensionale varia: può essere uno scalare quadri- 
dimensionale p, ma può essere anche la quarta componente del 4- 
vettore wp, (componente di tipo temporale), quadrivettore che nel 
sistema di quiete ha non nulla solo la componente wpo!). 

Per una particella libera, l’unico operatore che può entrare 
nell'equazione d'onda è l'operatore di energia-impulso (o di 4-impul- 
so) p. Le sue componenti sono operatori di derivazione rispetto alle 
coordinate e al tempo: 


p= iðn = (i2, —iv). (10,3) 


Equazione d’onda deve essere un legame differenziale tra le 
grandezze w e pu, realizzato mediante l'operatore p. Questo legame 
deve, ovviamente, essere espresso mediante relazioni relativistica- 
mente invarianti. Tali sono le relazioni 


MYu = Pu, Pla = mý, (10,4) 


dove m è una costante dimensionale, che caratterizza la particella?). 
Trasferendo +, dalla prima alla seconda equazione, otteniamo 


(p°— m)p=0 (10,5) 


(0. Klein, V. A. Fok, 1926). L’equazione ottenuta si può scrivere 
nella forma 


—adp=(-G+A)v= my. (10,6) 


, 1) Oppure, in modo analogo, la componente temporale di un 4-tensore di 
rango superiore; questo caso, tuttavia, porterebbe ad equazioni di ordine supe- 
riore. 

..3) Le costanti m sono state introdotte nella (10,4) in modo tale che Pu e b 
abbiano la stessa dimensione. Introdurre in queste due equazioni costanti mı 
0 mo diverse sarebbe stato privo di senso, poiché sarebbe sempre stato possibile 
renderle uguali mediante una nuova definizione di | o di wp, 
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Sostituendo in essa: ıp sotto la forma dell’onda piana (10,2), 
otteniamo p*;= m?; da qui segue che m è la massa della particella. 
Notiamo che la forma dell'equazione (10,5) è certamente evidente a 
priori e segue dal fatto che p? è l’unico operatore scalare, che si può 
formare con p (per questa ragione questa stessa equazione è soddi- 
sfatta anche da ognuna delle componenti della funzione d’onda di 
una particella a spin qualsiasi; nel seguito avremo più occasioni per 
convincerci di questo). 

In tal modo, una particella a spin 0 è descritta, in sostanza, dallo 
scalare quadridimensionale p, che soddisfa l'equazione del second’or- 
dine (10,5). Nelle equazioni del primo ordine (10,4) il ruolo di 
funzione d'onda è svolto dall'insieme delle grandezze p e pu, dove 
il 4-vettore yy si riduce al gradiente quadridimensionale dello scala- 
re p. Nel sistema di quiete la funzione d'onda della particella non 
dipende dalle coordinate (spaziali) e quindi le componenti spaziali 
del quadrivettore p,, come doveva essere, si annullano. 

Per la successiva realizzazione della seconda quantizzazione è 
utile esprimere l'energia e la quantità di moto della particella sotto 
forma di integrali spaziali di combinazioni bilineari (rispetto a w 
e y*), che rappresentino la densità spaziale di queste grandezze. In 
altre parole, occorre trovare il tensore di energia-impulso Tyv, 
corrispondente all’equazione (10,5). Attraverso questo tensore la 
legge di conservazione dell’energia e della quantità di moto è espres- 
sa dall’equazione 

ôT? =0. (10,7) 


Seguendo le regole generali della teoria del campo (vedi II, $ 32), 
scriviamo il principio variazionale che origina l'equazione (10,9). 
Questo principio consiste nel richiedere che l’- integrale d’azione » 


S= { Ld'x (10,8) 


del quadriscalare reale L, densità di lagrangiana del campo!), sia 
minimale. Mediante lo scalare p (e l'operatore ôP) si può formare uno 
scalare bilineare reale del tipo 


L= 0yp*-dtp_ my*, (10,9) 


dove m è una costante dimensionale. Considerando p e * come 
variabili indipendenti, descriventi il campo (« coordinate generaliz- 
zate» del campo q), è facile vedere che le equazioni di Lagrange 


SUL, (10,10) 


1) Il corrispondente operatore di seconda quantizzazione L è detto lagrangia- 
no del campo. Per semplificare la terminologia noi useremo questo termine, a 
seconda della comodità, sia per la densità di lagrangiana « quantizzata » che 
per la densità non quantizzata ». 
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(q, u = ô g) coincidono effettivamente con le equazioni (10,5) per þ 
e1pþ*, dove m è la massa della particella. Notiamo anche che il segno 
generale dell’espressione (10,9) è stato scelto in modo che il quadrato 
della derivata rispetto al tempo, | ôp/ðt |?, entri in L col segno posi- 
tivo; in caso contrario l’azione non potrebbe avere un minimo (vedi II, 
$ 27). La scelta A coefficiente numerico generale di L è, invece, 
convenzionale (e jsi riflette solo sul coefficiente di normalizzazione 
di +; vedi più avanti). 

Il tensore di energia-impulso si calcola ora secondo la formula 


T= Dga gL (10,11) 


$, 


(somma su tutti i q). Sostituendovi la (10,9) otteniamo 
T w= Lp": Pvp + dvt*-dnp— ț LE (10,12) 


(queste grandezze sono, come era logico che fosse, reali, il che segue 
dalla realtà di L). In particolare 


ôp* ð dy* d 

To= 2a L= + VW V Hmp, (10,13) 
A] 

Tio — dt dai dri ôt ` (10,14) 


Il 4-impulso del campo è dato dall’integrale 
P,= f Tuo dz, (10,15) 


cioè Too e To; svolgono il ruolo di densità di energia e di quantità 
di moto. Notiamo che la grandezza Too è definita positiva. 

La formula (10,13) può venire usata per la normalizzazione della 
funzione d’onda. Un’onda piana, normalizzata con una « particella 
nell’unità di volume V = 1», si scrive nella forma 


eirs (10,16) 


1 
Pp V 2e © 
In effetti, per questa funzione Too = €, e quindi l'energia totale nel 
volume V = 1 coincide con l’energia di una particella. 

Il momento angolare, la cui conservazione è connessa all’isotropia 
dello spazio, può anch'esso essere espresso sotto forma di integrale 
spaziale; tale rappresentazione del momento angolare nel seguito, 
tuttavia, non sarà necessaria. 

Accanto alle leggi di conservazione, connesse direttamente con 
simmetrie spazio-temporali, le equazioni (10,4) ammettono ancora 
un'altra legge di conservazione. In effetti, è facile convincersi che 


> 
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dalle (10,4) (e da equazioni simili per p*), discende l'equazione 
ô j” = 0, (40,17) 


dove 


i, = m (p*pu + pay) =i |y" — (duy*) pl. (10,18) 


Da qui si vede che j} ha il ruolo di quadrivettore densità di corrente, 
e quindi l'equazione (10,17) è equazione di continuità, che esprime 
la legge di conservazione della grandezza 


Q= | dz, (40,49) 


dove 
papi D (10,20) 


Notiamo che jọ non è una grandezza definita positiva. Già questo 
fatto indica che, nel caso generale, non si può chiaramente interpre- 
tare questa grandezza come densità di probabilità della localizzazione 
spaziale di una particella. Il senso della legge di conservazione, 
espressa dall’equazione (10,17), verrà chiarito nel paragrafo seguente. 


$ 11. Particelle e antiparticelle 
secondo le regole generali del metodo di seconda quantizzazione, 


si deve considerare lo sviluppo di una funzione d'onda generica 


secondo le autofunzioni dell’insieme completo degli stati possibili 
di una particella libera, ad esempio secondo onde piane wp: 


p= 2 app Y= 2i afyi. 


Quindi i coefficienti a, e ap dovrebbero essere interpretati come ope- 
ratori a, e aj di annichilazione e di creazione di particelle negli stati 
corrispondenti’). 

Nel fare questo, tuttavia, noi incontriamo una novità sostanziale, 
rispetto alla teoria non relativistica. Nell’onda piana, soluzione 
dell'equazione (10,5), l'energia e deve soddisfare (per una quantità 
di moto fissata) soltanto la condizione £? = p? + m?, cioè può avere 
due radici: +V p? + m?. Tuttavia, soltanto i valori positivi di € 
possono avere il senso fisico di energia di una particella libera. 
D'altra parte, non è lecito lasciare cadere semplicemente i valori 


.3) Alle funzioni y abbiamo messo I’ indice del 4-impulso p, proponendoci di 
indicare le funzioni a « frequenza negativa » con W_p Agli operatori a e a* 


abbiamo apposto l’indice della quantità di moto tridimensionale p, che determi- 
na completamente lo stato di una particella fisica. 
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negativi: la soluzione generale dell'equazione d’onda si forma per 
sovrapposizione di tutte le soluzioni particolari indipendenti. 
Questo fatto indica che è necessario un certo cambiamente dell’inter- 
pretazione dei coefficienti di sviluppo di w e * nella seconda quan- 
tizzazione. | 

Scriviamo questo sviluppo hella forma 


DÌ 1 (+) pi (pr 1 (=); 
p a —— Ap ei (pret) + ` —— Ay et (Pr+et) 11 1 
V2e a y 2e a (11, ) 


ficienti a” nella prima somma si sostituiscono, secondo il metodo 
solito, con gli operatori ap di annichilazione di particelle. Nella 
seconda somma notiamo che, nella formazione dell’elemento di 
matrice, la dipendenza temporale dei suoi fattori corrisponderà non 


eit = (eiet )* corrisponde ad una particella in piú di energia e 
nello stato finale (vedi fine del $ 2). In relazione a questo, i coeffi- 
cienti a5° vengono sostituiti con gli operatori b*, di creazione di 
certe altre particelle. Sostituendo inoltre nella seconda somma della 
(11,1) la notazione della variabile di somma p con — p (in modo 
che il moltiplicatore esponenziale assuma la forma e-i@r-21)), otte- 
niamo gli operatori nella forma 


1 ipx + x + + ipx ~i px 
v= Dir Ot hyi, y = Di gg be), (11,2) 
p P 5 


In questo modo, tutti gli operatori a, e b, risultano moltiplicati 
per funzioni con una « giusta » dipendenza dal tempo (metis), e 
gli operatori ap e bj per le loro coniugate complesse. Questo dà la 
possibilità di interpretare, in corrispondenza alle regole generali, gli 
operatori ap e b, come operatori di annichilazione (detti anche opera- 
tori di distruzione), e gli operatori at e by come operatori di creazione 
di particelle di impulso p ed energia e. 

Si arriva cosî al concetto di particelle di due Specie, che inter- 


esse sono dette particelle e antiparticelle (il senso di tale denominazio- 
ne verrà chiarito più avanti). A particelle di un tipo sono associati, 


di particelle, i cui operatori entrano in uno stesso operatore p, hanno 
masse uguali. 
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La ragione di questi risultati può essere investigata anche dal 
punto di vista delle condizioni di invarianza relativistica. 

Le trasformazioni di Lorentz rappresentano, da un punto di 
vista matematico, rotazioni del sistema di coordinate quadridimensio- 
nale, che cambiano la direzione dell’asse temporale (insieme con le 
rotazioni spaziali pure, che non toccano l’asse temporale, esse for- 
mano un gruppo di trasformazioni, detto gruppo di Lorentz!)). Tutte 
queste trasformazioni godono della proprietà generale seguente: non 
fanno uscire l’asse # fuori dalla falda corrispondente del cono di 
luce; questo fatto è l’espressione del principio fisico dell’esistenza di 
una velocità limite di propagazione dei segnali. 

Dal punto di vista matematico, però, anche il cambiamento 
simultaneo del segno di tutte e quattro le coordinate (inversione 
quadridimensionale) è una rotazione: il determinante di questa 
trasformazione è uguale a +1, come ogni altro determinante della 
trasformazione di rotazione. In questa trasformazione l’asse del 
tempo viene portato da una falda del cono di luce all'altra. Sebbene 
questo fatto significhi l'impossibilità fisica di realizzare questa 
trasformazione (in quanto trasformazione del sistema di riferimento), 
sotto il profilo matematico la differenza si riduce al fatto che, essendo 
la metrica non euclidea, questa rotazione non può essere fatta senza 
contemporaneamente ammettere una trasformazione complessa delle 
coordinate. 

È naturale supporre che questa differenza debba essere inessenzia- 
le, quando si tratta dell’invarianza quadridimensionale. Allora ogni 
espressione, invariante rispetto alle trasformazioni di Lorentz, deve 
essere invariante anche rispetto all’inversione quadridimensionale. 
La formulazione esatta di questa richiesta nell’applicazione al- 
l'operatore scalare p verrà data nel $ 13. Notiamo, però, subito che 
questa richiesta porta, in ogni caso, alla necessità della presenza 
simultanea negli operatori p di termini con ambedue i segni davanti 
a € negli esponenti, poiché la sostituzione f + —t cambia proprio 
questo segno. 

Torniamo ora alle espressioni (11,2) e stabiliamo le relazioni di 
commutazione fra gli operatori ap, aj (e bp, by). Nel caso di fotoni 
questo è stato fatto (per gli operatori c, e cs) partendo dall’analogia 
con gli oscillatori, cioè, in sostanza, sulla base delle proprietà del 
campo elettromagnetico nel limite classico. Un’analogia del genere 
ora manca. Per stabilire le regole di commutazione (di Bose o di 
Fermi) fra gli operatori, noi possiamo basarci solo sulla forma del- 
l’hamiltoniano costruito con questi operatori. 


1) Notiamo che l'insieme di tutte le rotazioni tridimensionali (spaziali) 
costituisce, di per se stesso, un gruppo che entra nel gruppo di Lorentz come 
sottogruppo. L'insieme delle trasformazioni di Lorentz non costituisce, di per 
se stesso, un gruppo: il risultato di successive trasformazioni di Lorentz può 
essere ridotto ad una rotazione spaziale pura. 
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L’hamiltoniano si ottiene (vedi III, $ 64) sostituendo nell’inte- 
grale | Too dz we w* con * e +1). Otteniamo cosi 


H=e(a5ap+b,b}). (11,3) 
P 


È facile vedere che per gli autovalori di questo hamiltoniano un 
risultato sensato si ottiene soltanto se gli operatori soddisfano le 
regole di commutazione di Bose 


{ap, 25}-={bp, bj}_=1 (11,4) 
(tutte le altre coppie di operatori commutano; fra questi ci sono gli 


operatori di particelle a), a} che commutano con tutti gli operatori 
di antiparticelle b,, b3). In effetti, in questo caso 


H= e (apap + bjb, + 1). 
P 


Gli autovalori dei prodotti apa» e bġbp sono numeri interi positivi 
Np e Np: numero di particelle e di antiparticelle. La grandezza 
additiva infinita X e (« energia di vuoto ») può essere semplicemente 
omessa: 
E= J e (N, +N,) (11,5) 
Pp 


(vedi la formula (3,1) e la nota aggiunta). Questa espressione è 
definita positiva e corrisponde al concetto di due tipi di particelle 
fisiche esistenti. In modo analogo, per la quantità di moto totale di 
un sistema di particelle otteniamo 


P=} p(N,+N,). (11,6) 


Se al posto delle (11,4) avessimo adottato le relazioni di commuta- 
zione di Fermi (anticommutatori invece di commutatori), avremmo 
ottenuto 


H= di 6(a;ay—bjbp+1), 


e invece della (11,5) avremmo ottenuto l’espressione priva di senso 
fisico ») e (N, — Np), non definita positiva e che non può quindi 
rappresentare l’energia di un sistema di particelle libere. 

Quindi, le particelle a spin 0 sono dei bosoni. 


1) Nella teoria non relativistica si conviene di scrivere l'operatore coniugato 
‘+ a sinistra di wp. Qui invece l'ordine è indifferente, poiché lo scambio di pe pt 
avrebbe portato solo allo scambio degli operatori a, € by; che sono, da questo 
punto di vista, su un piano di parità. Una volta scelta una disposizione, è ne- 
cessario, però, attenervisi sempre. 
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Consideriamo ora l’integrale Q (10,19). Sostituendo in j° le funzio- 
ni ) e y* con gli operatori wp e +*, integrando otteniamo 


Q= > (ajap — b,b) = 3 (asa, — bpbp — 1). (11,7) 
P > 


Gli autovalori di questo operatore (omettendo la costante additiva 


inessenziale 3!) sono = 
Q= (N, No), (11,8) 


sono cioè uguali alla differenza fra il numero totale di particelle e il 
numero totale di antiparticelle. 

Finché noi consideriamo particelle libere, facendo astrazione da 
ogni interazione fra di loro, il senso della legge di conservazione 
della quantità Q (come, del resto, anche delle leggi di conservazione 
dell'energia e della quantità di moto totali (11,5-6)) resta, in note- 
vole grado, convenzionale: si conserva, in realtà, non solo la somma, 


ma anche ognuno dei numeri N, e Np separatamente. Il problema 
della conservazione della quantità Q in un'interazione dipende dal 
carattere dell’interazione. Se Q si conserva (cioè se l'operatore Q 
commuta con l’hamiltoniano d’interazione), allora la (11,8) mostra 
quale limitazione questa legge impone sulle possibili variazioni del 
numero di particelle: si possono creare e distruggere solo coppie 
« particella + antiparticella ». 

Se una particella è elettricamente carica, la sua antiparticella 
deve avere carica di segno opposto: se sia la prima che la seconda 
avessero cariche dello stesso segno, la creazione o la distruzione di 
una loro coppia sarebbe in contraddizione con una legge esatta della 
natura: la conservazione della carica elettrica totale. Vedremo più 
avanti ($ 32) in che modo questa opposta polarità delle cariche appaia 
nella teoria automaticamente (nelle interazioni di particelle col 
campo elettromagnetico). . 

La quantità Q è detta, a volte, carica del campo delle particelle 
considerate. Per particelle elettricamente cariche, Q determina, in 
particolare, la carica elettrica totale del sistema (misurata in unità 
di carica elementare e). Sottolineiamo, tuttavia, che particelle e 
antiparticelle possono essere elettricamente neutre. 

Noi vediamo cosí che il carattere dalla dipendenza relativistica 
dell'energia dalla quantità di moto (i due valori della radice del- 
l'equazione £e? = p° + m’) insieme con la condizione di invarianza 
relativistica, porta, nella teoria quantistica, ad un nuovo principio 
di classificazione delle particelle: la possibilità dell’esistenza di 
coppie di particelle differenti (particella-antiparticella), che si tro- 
vano tra loro nella corrispondenza descritta prima. Questa importante 
predizione fu fatta per la prima volta (per le particelle a spin 1/2) da 
Dirac nel 1930, ancora prima della scoperta sperimentale della prima 
antiparticella: il positrone. 
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$ 12. Particelle realmente neutre 


Per la seconda quantizzazione della funzione (11,1) i coeffi- 
cienti a e a venivano considerati degli operatori associati a 
particelle diverse. Questo non è, tuttavia, obbligatorio: come caso 
particolare, gli operatori di creazione edi distruzione che entrano in 
‘ possono essere associati alle stesse DaWicelle (come fu fatto per i 
fotoni; vedi (2,17)). Indicando in questo caso gli operatori sopracitati 
con c, e cz, scriviamo l'operatore p nella forma 


1 X +pipx 
=D TE (cye-*P" 4 ezet?) (12,1) 
p s 


Il campo descritto da questo operatore corrisponde ad un sistema di 
particelle uguali, delle quali si può dire che esse « coincidono con le 
proprie antiparticelle ». 


In relazione a questo, il lagrangiano del campo, espresso attra- 
verso l’operatore reale ‘, deve contenere in più, rispetto alla (10,9), 
il moltiplicatore 1/21) 


1 
L =$ (0-2 — may). (12,2) 
Il corrispondente tensore di energia-impulso è 
Tuv = ap -bap — Lg (12,3) 


e quindi l'operatore di densità di energia ha la forma 
dp \2 1 dp \ 2 
Too ( E) —L=3[(®) + (VP + mae]. (12,4) 


Sostituendo la (12,1) nell’integrale {Too d'z, otteniamo l’hamilto- 
niano del campo 


H=3 di e (cien + cpeż). (12,5) 
P 


Da qui è di nuovo evidente la necessità della quantizzazione secondo 
Bose 


{c», c} =1, (12,6) 


1) Analogamente al fattore 1/2 nell’operatore (2,10) di densità di energia 
elettromagnetica del campo (espresso attraverso gli'operatori reali E e H) rispetto 
alla densità di energia del fotone (3,2), espressa attraverso la sua funzionè d'onda 
complessa; vedi nota a pag. 27.. 
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e gli autovalori dell’energia (sempre omettendo la costante additiva) 
sono 


E =) e, Np (12,7) 
v 


Nella quantizzazione secondo Fermi, invece, avremmo ottenuto un 
risultato privo di senso, e cioè che il valore di £ non dipende da Np. 

La « carica » Q del campo considerato è nulla. Questo è evidente 
già dal fatto che Q deve cambiare segno nella sostituzione delle 
particelle con antiparticelle, mentre nel dato caso le une e le altre 
« coincidono ». In relazione a questo, non esiste nemmeno il quadri- 
vettore densità di corrente. Effettivamente, l’espressione 


ja =i ptonp— (uy) ap] (12,8) 


per l'operatore del quadrivettore conservativo j si annulla per p = p* 
(il vettore ip ô p di per se stesso non si conserva). Questo fatto, a sua 
volta, significa l'assenza di una qualsiasi legge particolare di con- 
servazione che limiti le possibili variazioni del numero di particelle. 
È evidente che tali particelle sono in ogni caso elettricamente neutre. 

Le particelle di questo tipo sono chiamate particelle realmente 
neutre, a differenza delle particelle elettricamente neutre, che hanno 
una corrispondente antiparticella. Mentre queste ultime possono 
annichilarsi (trasformarsi in fotoni) soltanto a coppie, le particelle 
realmente neutre possono annichilarsi singolarmente. 

La struttura dell’operatore p (12,1) è la stessa struttura degli 
operatori (2,17-20) del campo elettromagnetico. In questo senso si 
può dire che i fotoni stessi sono particelle realmente neutre. Nel 
caso del campo elettromagnetico il fatto che gli operatori fossero 
hermitiani era connesso con la realtà delle intensità del campo in 
quanto grandezze fisiche misurabili (al limite classico). Nel caso 
degli operatori p di particella non esistono legami di questo genere, 
poiché ad essi non corrisponde alcuna grandezza fisicamente misura- 
bile. In relazione a questo è opportuno ricordare nuovamente che 
gli operatori p, nella teoria esistente, sono verosimilmente dei « con- 
cetti rudimentali » che scompariranno in una teoria coerente. 

L'assenza del quadrivettore di corrente conservativo è una pro- 
prietà generale delle particelle neutre e non è legata con lo spin zero 
(infatti ha luogo anche per i fotoni). Da un punto di vista fisico questo 
significa l’assenza di divieti sulla variazione del numero di particelle. 
Da un punto di vista formale, invece, esiste una connessione diretta 
tra l'assenza della corrente conservativa e la realtà del campo, ossia 
il fatto che l'operatore p è hermitiano. 

Il lagrangiano di un campo complesso 


L= dypt-d*p—mp*p (12,9) 
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è invariante rispetto alla moltiplicazione dell’operatore p per un 
qualsiasi fattore di fase, cioè rispetto alle trasformazioni?) 


po etp, pio emitt, (12,10) 
In particolare, il lagrangiano non cambia per la trasformazione 
infinitesima 

P>yp+ida-, po pt—isa pt. (12,11) 
Per una variazione infinitesima delle « coordinate generalizzate » 

q il lagrangiano subisce la-variazione 

ôL ôL 
ôL = > (F 0a ) $g,u) = 
ôL ô ôL ô ôL 
= di (- dx! dd, n ) ôg + > dr (2 84) 


(la somma è estesa a tutti i g). Il primo membro si annulla in forza 
delle « equazioni del moto » (equazioni di Lagrange). Intendendo 
come « coordinate » q gli operatori ip e * e ponendo dp = ida-, 
ôp* = —ida-w*, otteniamo 


sig di bl E 
eri era p 3) 


Da qui si vede che la condizione di invarianza del lagrangiano 
(ôL = 0) è equivalente all’equazione di continuità („jt = 0) per 
il quadrivettore 


Monta OG ðL 
P=: (e ataa) (12,12) 


È facile convincersi che per il lagrangiano (12,9) questa formula porta 
alla corrente (12,8). 

In tal modo, nel formalismo matematico della teoria, l’esistenza 
di una corrente conservativa risulta connessa con l’invarianza del 
lagrangiano rispetto alle trasformazioni (12,10) (W. Pauli, 1941). 
Il lagrangiano del campo realmente neutro (12,2) non gode, invece, 
di questa simmetria. 


$ 13. Trasformazioni C, P,T 


Contrariamente all’inversione quadridimensionale, l’inversione 
tridimensionale (spaziale) non è riducibile a delle rotazioni del 
4-sistema di coordinate: il determinante di questa trasformazione 
non è uguale a +1, ma a —1. Le proprietà di simmetria delle par- 


4) L'insieme di queste trasformazioni è detto gruppo di gauge. 
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ticelle rispetto all’inversione (P) non sono quindi predeterminate da 
considerazioni di invarianza relativistica!). 

Applicata ad una funzione d'onda scalare l'operazione di inversio- 
ne consiste nella trasformazione 


Pyp(i,r)=t(t, — r), (13,1) 


dove il segno + o — nella parte destra corrisponde rispettivamente 
ad un vero scalare o ad uno pseudoscalare. 

Da qui si vede che occorre distinguere due aspetti del comporta- 
mento della funzione d’onda nell’inversione. Uno di questi aspetti 
è connesso con la dipendenza orbitale della funzione d’onda. Nella 
meccanica quantistica non relativistica veniva considerato solo 
questo aspetto; esso porta al concetto di parità di stato (che d'ora 
in poi noi chiameremo parità orbitale), che caratterizza le proprietà 
di simmetria del moto della particella. Se uno stato ha una determi- 
nata parità orbitale (+1 o —1), questo significa che 


p(t, —r)=ty(% r). 


Un secondo aspetto è dato dal comportamento (nell’inversione 
degli assi coordinati) della funzione d’onda in un punto dato (che 
risulta comodo assumere come origine delle coordinate). Questo aspet- 
to porta al concetto di parità intrinseca delle particelle. Alla parità 
intrinseca +4 o —4 corrispondono (per una particella a spin 0) i 
due segni nella definizione (13,1). La parità totale di un sistema di 
‘particelle è data dal prodotto delle loro parità intrinseche e della 
parità orbitale del moto relativo. 

Le proprietà « intrinseche » di simmetria delle diverse particelle 
si manifestano, ovviamente, soltanto a seguito di processi di reci- 
proche trasformazioni. L’analogo della parità intrinseca nella mec- 
canica quantistica non relativistica è la parità di un dato stato legato 
di un sistema composto (ad esempio, di un nucleo). Dal punto di 
vista della teoria relativistica, che non fa differenze di principio fra 
particelle composte e particelle elementari, questa parità intrinseca 
non si differenzia dalla parità intrinseca di particelle, che figurano 
nella teoria non relativistica come elementari. Nel dominio non 
relativistico, dove queste ultime si comportano come un tutt'uno 
inalterabile, le loro proprietà intrinseche di simmetria non sono 
osservabili, e per questo il loro studio sarebbe privo di senso fisico: 

Nel formalismo di seconda quantizzazione la parità intrinseca è 
espressa dal comportamento nell’inversione degli operatori p. A 
campi scalari e pseudoscalari corrispondono le seguenti leggi di 


1) Il gruppo di Lorentz, con l'aggiunta dell’inversione spaziale, è detto 
gruppo di Lorentz ampliato (a differenza del gruppo originario, che non contiene P, 
e che, in relazione a questo, è detto gruppo proprio). ll gruppo ampliato contiene 
tutte le trasformazioni, che non portano l’asse t fuori dalle corrispondenti falde 
del cono di luce. 
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trasformazione: 
P: ẹ (t, r)— +y (t, =r). (13,2) 


Il senso stesso dell’azione dell’inversione sugli operatori p deve 
essere formulato sotto forma di una trasformazione degli operatori 
di distribuzione e di creazione di particelle, tale che come risultato 
di essa si abbia il cambiamento (13,2). È facile vedere che tale è 
la trasformazione 


P: ap>ta_p, bp—> b-p (13,3) 


(e lo stesso per gli operatori coniugati). In effetti, facendo questa 
sostituzione nell’operatore 


p (I, r)= di 


1 
Væ 


e cambiando quindi la notazione della variabile di somma (p ++ —p), 
lo riduciamo alla forma +% (t£, —r). In tal modo, indicando con 
‘pP (t, r) l'operatore, nel quale è stata effettuata la trasformazione 
(13,3), si può scrivere l’uguaglianza 


we (tir) = (i, — r). (13,5) 


Notiamo che il carattere della trasformazione (13,3) è del tutto 
naturale: l’inversione cambia il segno del vettore polare p, e quindi 
le particelle di quantità di moto p vengono sostituite con particelle 
di quantità di moto — pP. 

Nella (13,3) gli operatori ap e by si trasformano o ambedue con 
il segno positivo o ambedue con il segno negativo. Nel formalismo 
di seconda quantizzazione questa è l’espressione del fatto che le 
parità intrinseche di particelle e antiparticelle (a spin 0) sono uguali. 
Ciò è di per se stesso evidente già dal fatto che particelle e antiparti- 
celle (a spin 0) sono descritte dalle stesse funzioni d'onda (scalari o 
pseudoscalari). 

L'operatore p (13,4) gode anche di simmetria rispetto ad una 
trasformazione che non ha analogo nella teoria non relativistica; 
questa trasformazione è detta coniugazione di carica e viene indicata 
col simbolo C. Se si scambiano reciprocamente tutti gli operatori 
ap e b, 


(ae -iot4ipr L bjet®0!-inr) (13,4) 


C: ap —> bp, bp— ap (13,6) 


(se cioè si sostituiscono le particelle con antiparticelle), allora (>) 
diventerà l’operatore « coniugato di carica » pf per il quale si avrà 


pe (t, r) = (t, r). (13,7) 


Questa uguaglianza è l’espressione della simmetria, con la quale i 
coricetti di particelle e antiparticelle entrano nella teoria. 
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Notiamo che nella definizione della trasformazione di coniuga- 
zione di carica c'è un certo arbitrio formale inessenziale. Il senso 
della trasformazione non cambia se si introduce nella definizio- 
ne (13,6) un qualsiasi fattore di fase 

ap + ei%,, bp +e-!%ap. 
Allora si avrebbe 


pr eim, pei, 


e una doppia applicazione di questa trasformazione porterebbe, 
come prima, ad una identità (pf + w). Tutte queste definizioni 
sono, tuttavia, equivalenti fra loro. Poiché le proprietà degli opera- 
tori p non cambiano se vengono moltiplicati per un fattore di fase 
(vedi la fine del paragrafo precedente), noi possiamo semplicemente 
cambiare la notazione di + in speie/2, dopo di che torneremo alla defi- 
nizione della coniugazione di carica nella forma (13,6-7). 

Poiché la coniugazione di carica sostituisce la particella con una 
particella a lei non identica, questa operazione non porta, nel caso 
generale, ad una nuova caratteristica della particella o di un sistema 
di particelle come tali. 

Un'’eccezione, in questo senso, è costituita da sistemi di ugual 
numero di particelle e di antiparticelle. L'operatore C trasforma 
questo sistema in se stesso, e quindi in questo caso esistono per esso 
autostati corrispondenti agli autovalori C = +41 (questi valori 
seguono dal fatto che C? = 1). Per descrivere la simmetria di carica 
si possono considerare particelle e antiparticelle come due diversi 
« stati di carica » di una stessa particella, che si differenziano per il 
valore del numero quantico di carica Q = +1. La funzione d'onda 
di un sistema è rappresentata dal prodotto della funzione orbitale 
e della funzione di « carica » e deve essere simmetrica rispetto allo 
scambio simultaneo di tutte le variabili (orbitali e di carica) di una 
qualsiasi coppia di particelle. La simmetria della funzione « di 
carica » determinerà la parità di carica del sistema (vedi problema)'). 

Come è stato già sottolineato nel $ 1, nella teoria relativistica 
non esiste una differenza di principio tra particelle « composte » 
e particelle « elementari ». Per questo anche il concetto di parità 
di carica, che è naturale per sistemi « realmente neutri », deve valere 
anche per particelle « elementari » realmente neutre. Nel formalismo 
di seconda quantizzazione questo concetto è descritto dall’ugua- 
glianza 


«= +; (13,8) 
i segni + e — corrispondono a particelle a parità di carica pari e di- 
spari, rispettivamente. 

1) In questi ragionamenti si sottintendono particelle a spin 0. Il metodo 


descritto si generalizza direttamente anche ad altri casi (vedi, ad esempio, il 
problema al $ 27). 


he 
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Nel $ 11 è stato mostrato che l’invarianza relativistica implica 
anche l’invarianza per la 4-inversione. Per un operatore scalare 
(rispetto alle rotazioni quadridimensionali) del campo questo signi- 
fica che per tale trasformazione deve essere 


Pi) >p (—t, —r) 


sempre con il medesimo segno + nella parte destra. In termini di 
trasformazione degli operatori a, e b, la trasformazione di Ņ (t, r) 
in p (—t, —r) si ottiene mediante la permutazione nella (13,4) 
dei coefficienti di e*?* e di e'?*, cioè mediante la sostituzione 


ap+bs, bp as. (13,9) 


Sostituendo gli operatori a con gli operatori b, questa trasforma- 
zione include in sé lo scambio reciproco di particeHe con antipar- 
ticelle. Noi vediamo che nella teoria relativistica\sorge, in maniera 
naturale, la richiesta di invarianza rispetto alla trasformazione che, 
simultaneamente con l’inversione spaziale (P) e l’inversione tempo- 
rale (T), include in sé anche la coniugazione di carica (C); questa 
affermazione costituisce il contenuto del teorema CPT 1). 

In relazione a ciò, è opportuno, tuttavia, sottolineare che, sebbe- 
ne i ragionamenti esposti qui e nei $$ 11, 12 siano un naturale svilup- 
po dei concetti della meccanica quantistica ordinaria e della teoria 
classica della relatività, i risultati ottenuti in questo modo escono 
dall'ambito di queste teorie sia per la forma (gli operatori che 
contengono simultaneamente gli operatori di creazione e di distru- 
zione), che per la sostanza (particelle e antiparticelle). Non si pos- 
sono quindi considerare questi risultati come una necessità pura- 
mente logica. Essi contengono nuovi principi fisici, criterio della 
giustezza dei quali può essere solo l’esperienza. 

Indicando con CPT (t, r) l'operatore (13,4) sottoposto alla tra- 
sformazione (13,9), si può scrivere 


PT (t, r)=p(—t, — r). (13,10) 


In questo modo, formulando la 4-inversione come la trasforma- 
zione (13,9), con ciò stesso noi stabiliamo per l'operatore p anche 
la formulazione della trasformazione di inversione del tempo: in- 
sieme con la trasformazione CP, essa deve dare la (13,9)?). Tenendo 
conto della definizione (13,3) e della (13,6), troviamo quindi 


T: aptat, bp++bt, (13,11) 


(i segni + corrispondono ai medesimi segni della (13,3)). Il senso 
di questa trasformazione è assolutamente naturale: l'inversione del 


1) La formulazione di questo teorema appartiene a J. Schwinger (1953), 


G. Lüders (1954) e W. Pauli (1955). 
?) La trasformazione CP è detta inversione combinata. 
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tempo non solo cambia il moto di impulso p nel moto di impulso — p, 
ma scambia di posto gli stati iniziali e finali negli elementi di matri- 
ce; per questo gli operatori di distruzione di particelle di quantità 
di moto p vengono sostituiti con operatori di creazione di particelle 
di quantità di moto —p. Operando la sostituzione (13,11) nella (13,4) 
e ridefinendo la notazione della variabile di somma (p+ —p), 
troveremo!) 


pi (t, r)= + t (—t, r). (13,12) 


Questa uguaglianza è l'analogo della regola ordinaria di in- 
versione del tempo in meccanica quantistica: se uno stato è descritto 
dalla funzione d'onda Ņ (t, r), lo stato « invertito rispetto al tempo » 
è descritto dalla funzione d'onda w* (—t,r ); il passaggio alla fun- 
zione complessa coniugata è connesso alla necessità di ristabilire il 
« giusto » carattere di dipendenza temporale infranto dal cambia- 
mento di segno di ż (E. P. Wigner, 1932). 

Poiché la trasformazione T (e con essa anche CPT) scambia di 
posto gli stati iniziali e finali, per essa i concetti di autostati e 
autovalori non hanno. senso. Per questa ragione queste operazioni 
non portano a nuove caratteristiche delle particelle come tali. 
A proposito delle conseguenze, a cui esse portano nell’applicazione 
ai processi di diffusione, si parlerà nel $ 70. 

Vediamo ora come si comporta il quadrivettore operatoriale cor- 
rente j# nelle trasformazioni C, P e T. La trasformazione (13,2), 
insieme con la sostituzione (ôo, d;) + (ôo, —d;), dà 


y P: (j°, ii, > (j°, — j), RE (13,13) 
come deve essere per un vero quadrivettore. La trasformazione (13,7) 
darebbe semplicemente 

C: (j°, DI r> ( — j’, — i rI (13,14) 
se gli operatori p e p+ commutassero. La non commutatività di 
questi operatori nasce, tuttavia, dalla non commutatività di a, 
e a; (o di bp e bý) con p uguali; ma per le regole di commutazio- 
ne (11,4), lo scambio di questi operatori porta solo alla comparsa di 
termini che non dipendono dai numeri di occupazione, cioè dallo 
stato del campo. Omettendo (come è stato fatto nelle (11,5-6)) questi 
termini in quanto inessenziali, noi torniamo alla regola (13,14), 
che ha un senso naturale: sostituendo particelle con antiparticelle, 
la coniugazione di carica cambia il segno di tutte le componenti 
della 4-corrente. Poiché l'operazione di inversione temporale è con- 
nessa con la trasposizione degli stati iniziali e finali, questa trasfor- 


1) Se si definisse l'operazione T senza relazione con le altre trasformazioni, 
sarebbe sorto quello stesso arbitrio nella scelta del fattore di fase, che si ha per 
l’operazione C. La richiesta della simmetria CPT lascia arbitraria la scelta del 
fattore di fase soltanto in una delle trasformazioni: C o T. 
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mazione, operando su un prodotto di operatori, cambia l’ordine dei 
fattori. Cosî si ha 
T T T 

OP Ip) = (Op) (91). 
Nel caso considerato, tuttavia, questo fatto è inessenziale: per ia 
commutatività degli operatori wp (nel senso indicato prima) il ritorno 
all'ordine originario dei fattori non si riflette sul risultato. Notando 
inoltre che nell’inversione del tempo si ha (ô, ôi) +(—dn di), 
troviamo la regola di trasformazione della corrente: 


T: der ar (13,15) 


Il vettore tridimensionale j cambia il segno corrispondentemente al 
significato classico di questa grandezza. 
Infine, nella trasformazione CPT, abbiamo 


OPTE: Gite (13,16) 


in corrispondenza al senso di questa operazione come di una 4-in- 
versione. Sottolineiamo a questo proposito che, poiché la 4-in- 
versione si riduce ad una rotazione del 4-sistema di coordinate, 
rispetto ad essa non esistono, in generale, due tipi (veri e pseudo) 
di tensori di rango qualsiasi. 

Finora si sottintendeva che le particelle erano libere. I numeri 
quantici di parità, tuttavia, acquistano un senso reale soltanto 
quando si considerano particelle interagenti, quando ad essi ven- 
gono associate regole di selezione, che permettono o vietano questi 
o quei processi. Un significato di questo genere, tuttavia, lo possono 
avere soltanto caratteristiche conservative: autovalori di operatori, 
che commutano con l’hamiltoniano delle particelle interagenti. 

Dall’invarianza relativistica discende che l’operatore di tra- 
sformazione CPT deve in ogni caso commutare con l’hamiltoniano. 
Per quanto riguarda le trasformazioni C e P (e con esse anche T) 
separatamente, l’esperienza mostra che le interazioni elettromagne- 
tiche e forti sono invarianti rispetto ad esse, e quindi i corrispondenti 
numeri quantici in queste interazioni si conservano. Nelle intera- 
zioni deboli, invece, queste leggi di conservazione vengono violate!). 

Anticipando un poco, diremo che l’operatore di interazione di 
particelle cariche col campo elettromagnetico è dato dal prodotto dei 
quadrivettori operatoriali A e j. Poiché la coniugazione di carica 
cambia il segno di j, l’invarianza dell'interazione elettromagnetica 
rispetto a questa trasformazione significa che anche A deve cambiare 
segno. In altre parole, i fotoni hanno parità di carica dispari. 

Questo comportamento degli operatori A è in corrispondenza con 
le proprietà del 4-potenziale nella teoria classica. In effetti, dalle 


1) L’idea della possibile violazione della parità nelle interazioni deboli fu 
per la prima volta espressa da 7. D. Lee e C. N. Yang (1956). 
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trasformazioni 
C: (Ao, A)>(— Ao, — A) rs 
P: (Aos A) TR (Aos — A}, -r39 
CPT: (Aos A)—>(— Ao — A)_i,r 
discende che 
T: (Aos A) —> (Ao, —A)-t, r, 


che corrisponde alla regola classica di trasformazione dei potenziali 
del campo elettromagnetico per l'inversione del tempo. 


PROBLEMA 


Determinare la parità spaziale e di carica di un sistema a due particelle 
a Spin O (particella e antiparticella) e di momento angolare orbitale del moto 
relativo Z. 

Soluzione. Lo scambio delle coordinate delle particelle è equivalente all'in- 
versione (rispetto al baricentro) e quindi moltiplica la funzione orbitale per 
(—1)!; io scambio delle variabili di carica è equivalente alla coniugazione di 
carica e moltiplica il fattore «di carica» della funzione d'onda per il 
valore cercato C. Dalla condizione C (—1)! = 41 discende 

C = (1)! 


La parità spaziale P del sistema è il prodotto della parità orbitale e delle parità 
intrinseche delle due particelle. Poiché le parità intrinseche della particella 
e dell’antiparticella sono uguali, nel caso considerato P coincide con la pari- 
tà orbitale: P = (—1)l.j 


$ 14. Equazione d'onda per particelle a spin 1 


Una particella di spin 4 è descritta, nel suo sistema di quiete, da 
una funzione d'onda a tre componenti, cioè da un vettore tridimen- 
sionale (tale particella è detta vettoriale). Per la loro origine quadri- 
dimensionale, queste componenti possono essere le tre componenti 
spaziali di un quadrivettore p” (di tipo spaziale) oppure di un quadri- 
tensore antisimmetrico di secondo rango p', per i quali nel sistema 
di quiete si annullano la componente temporale (1°) e le componenti 
spaziali (y?4)1). 

L'equazione d’onda, legame differenziale tra le grandezze yi, 
HY, viene stabilita mediante relazioni che noi scriviamo nella 
forma 


ipuy = Puy — Pv Phs (14,1) 

impa = PYYpuvs (14,2) 

1) Anticipando, diremo che all'insieme del quadrivettore *, e del quadri- 
tensore wp‘ corrisponde un insieme di spinori quadridimensionali di rango 2 °$, 
n..; cob, dove EB e n.. sono spinori simmetrici che si trasformano tra loro 


nell’ inversione ($ 19). 
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dove p = id (A. Proca, 1936). Applicando ad ambedue i membri 
dell’equazione (14,2) l'operazione pł, otteniamo (per l’antisim- 
metria di puy) 

prp, =0. (14,3) 


Eliminiamo dalle (14,1-2) la grandezza ‘Puy sostituendo la prima 
equazione nella seconda. Tenendo conto della (14,3) otteniamo 


(p?—m?) pu =0, (14,4) 


da cui si vede nuovamente (cfr. $ 10) che m è la massa della parti- 
cella. In tal modo, si può descrivere una particella libera a spin 1 
mediante il solo quadrivettore 4, le cui componenti soddisfano 
l'equazione del secondo ordine (14,4) e anche la condizione (14,3) 
che esclude da y! la parte relativa a spin 0. 

Nel sistema di quiete, dove Pu non dipende dalle coordinate spa- 
ziali, troviamo che pp, = 0. Poiché contemporaneamente si ha 
Po = Mpo, vediamo che nel sistema di quiete p = 0, come doveva 
essere. Insieme ad p si annullano anche le Pri- 

Una particella a spin 1 può avere parità intrinseche differenti 
a seconda che p! sia un vero vettore o uno pseudovettore. Nel primo 


caso . 
Pih = (°, — pò), 
Pype = (— 4, 4’). 


Le equazioni (14,1-2) possono essere ottenute mediante il prin- 
cipio variazionale dal lagrangiano 


L= $ Pupe” — 5 pev» (ppv dvn) — 
= F PEY (ups — vpi) H mappe, (14,5) 


e nel secondo 


Il ruolo di coordinate generalizzate indipendenti è svolto in esso da 
* * 1) 
H? Pu, Puyo Puy. z F A 
Per trovare il tensore di energia-impulso, la formula (10,11) 
non è, in questo caso, del tutto comoda, poiché essa porterebbe ad 
un tensore antisimmetrico, per il quale sarebbe necessaria un’ulte- 
riore simmetrizzazione. Si può invece usare la formula 


1 “ssa i 8 ôV —sgL əy zL 
a Ta (14,6) 


nella quale si suppone che L sia espresso in forma relativa a coordi- 
nate curvilinee qualsiasi (vedi II, $ 94). Se Z contiene solo le com- 


1) Se si eseguisse la variazione solo rispetto a pu (supponendo che Pu sia 
espresso attraverso p, secondo la (14,1)), l'equazione (14,3) avrebbe dovuto essere 
introdotta come condizione addizionale, non legata al principio variazionale. 
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ponenti del tensore metrico g,y (ma non le sue derivate rispetto alle 
coordinate), allora la formula si semplifica: 


2—2 AT 9L 
w= TE a a Ae 


(ricordiamo che d in g = —guv dg"”). 

Poiché nella formula (14,6) la derivazione è fatta non rispetto 
alle grandezze by; yy quando la si applica non è obbligatorio 
considerare queste grandezze come indipendenti; si può ricorrere 
subito alla (14,1) e trascrivere il lagrangiano (14,5) nella forma 


T 


1 * ol 
L= 2 Pupi gv? + mepu p gry. (14,7) 
Allora 
Tu= — purp — piap + m? (pipot dia) + 
1 
guv (F Motto — magy). (14,8) 
In particolare, la densità di energia è data dall'espressione definita 
positiva 
1 * 
Too = Pin ti + Vor Pi + m? (Poi + dii). (14,9) 
Il quadrivettore conservativo densità di corrente è dato dall’e- 
spressione 
J” =i (pp — PPS). (14,10) 


Secondo la formula (12,12), è possibile trovare questa grandezza 
derivando il lagrangiano (14,5) rispetto alle derivate d,w,y. In parti- 
colare 


j? = i (Ap — PAR) (14,11) 
e non è una grandezza definita positiva. 


L'onda piana, normalizzata con una particella nell’unità di 
volume V = 1, ha la forma 


1 xips 
Pu = TE Upe, uput = —1, (14,12) 
dove u, è il quadrivettore unitario polarizzazione, che soddisfa (in 
forza della (14,3)) la condizione di trasversalità quadridimensionale 
up” =0. (14,13) 
In effetti, sostituendo la funzione (14,12) nella (14,9) e nella (14,11), 
otteniamo 
Too = — 2e°Puph* = e, P=1. 
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Contrariamente al fotone, una particella vettoriale di massa non 
nulla ha tre polarizzazioni indipendenti. Per le ampiezze corrispon- 
denti vedere la (16,21). 

La quantizzazione del campo vettoriale viene effettuata in ma- 
niera analoga al caso del campo scalare, e non c’è necessità di ripe- 
tere di nuovo tutti i ragionamenti. L'espressione (14,9) per Too 
definita positiva e l’indeterminatezza di j° (14,11) portano, come nel 
caso scalare, alla necessità della quantizzazione secondo Bose. 

Una stretta connessione esiste tra Je proprietà di un campo vetto- 
riale realmente neutro e il campo elettromagnetico. Il campo vetto- 


x 


riale neutro è descritto all'operatore reale y: 
de DI a Celi opune), (14,14) 
pa 


dove Cpa, cha sono gli operatori bosonici di distruzione e di creazione 
di particelle (l'indice a numera le tre polarizzazioni indipendenti). 
Il lagrangiano di questo campo è 


L= g ppg (rape — ap +4 miope, (14,15) 


Al campo elettromagnetico corrisponde il caso m = 0. In questo 
caso il quadrivettore pH diventa il 4-potenziale A”, e il 4-tensore puy 
diventa il tensore di campo Fkv, legato al potenziale dalla defini- 
zione (14,1). L'equazione (14,2) si trasforma in pay = 0, che 
corrisponde alla seconda coppia delle equazioni di Maxwell. La con- 
dizione (14,3) non discende da questa equazione e quindi non è più 
obbligatoria. Mancando la condizione addizionale, non c’è più la 
necessità di considerare nel lagrangiano Py € Puy come « coordinate » 
indipendenti, e il lagrangiano (14,15) si riduce a 


L= i pupo (14,16) 


in corrispondenza alla nota espressione classica del lagrangiano del 
campo elettromagnetico. Questo lagrangiano, insieme al tensore 
yy, è invariante rispetto a qualsiasi trasformazione di gauge dei 
« potenziali » ąþ„. È evidente la connessione di questo fatto con il 
fatto che la massa è nulla: il lagrangiano (14,15) non ha questa pro- 
prietà a causa del membro mp pe. 


$ 15. Equazione d'onda per particelle a spin superiore intero 


Poiché le equazioni d'onda (14,3-4) discendono direttamente 
dall’assegnazione della massa e dello spin della particella, l’uso 
pratico del lagrangiano non si riduce tanto alla deduzione di queste 
equazioni, quanto alla costruzione delle espressioni per l’energia, 
la quantità di moto e la carica del campo. 


mr 
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Per fare questo, come già si è notato, invece della (14,5) si può 
usare l’espressione (14,7), e quest’ultima si può ulteriormente tra- 
sformare. Usando la (14,1) trascriviamo la (14,7) nella forma 


L= — (dubt) (ap) + (vpi ) (07) + 22 pupe = 
= — (0,09) (dp) + mapi pe +0, (prop) prata. 
Dalla (14,3) segue che l’ultimo membro si annulla, e il penultimo 
è una derivata totale. Omettendo quest’ultima, otteniamo il la- 
grangiano 
L' = — (pp) (37) + pi pr. (15,1) 


Esso ha la stessa struttura del lagrangiano (10,9) per particella a 
spin 0, differenziandosi solo per la sostituzione dello scalare y con 
il quadrivettore p, e per il segno. Quest’ultimo fatto è legato alla 
circostanza che y, è un vettore di tipo spaziale, e quindi pyyt* <0, 
mentre per una particella scalare si ha yyt >0. 

Costruendo il quadritensore di energia-impulso e il quadrivettore 
corrente mediante il lagrangiano (15,1), noi otterremo per il campo 
scalare espressioni dello stesso tipo delle (10,12) e (10,18) 


Tuy= — up Opa — Ip - Ina — L'Euwr (15,2) 
j= —i pô — (daph) p^]. (15,3) 


La differenza di queste espressioni dalla (14,8) e dalla (14,10) si 
riduce ai differenziali totali. Ma i valori locali di queste grandezze 
non hanno (come è già stato sottolineato) un profondo senso fisico. 
Sono essenziali soltanto gli integrali di volume P „ (10,15) e Q (10,19), 
che coincideranno per ambedue le scelte di Tuv e ju 

Questo procedimento si generalizza direttamente a particelle 
a spin (intero) qualsiasi. La funzione d'onda di una particella a spin s 
è un quadritensore irriducibile di rango s, cioè un tensore simmetrico 
rispetto a tutti i propri indici e che si annulla nella contrazione 
rispetto ad una coppia qualsiasi di indici: 


P. .u.v.. = Pv. Pia =0. (15,4) 


Questo tensore deve soddisfare la condizione addizionale di tra- 
sversalità quadridimensionale 


pPPp..u..=0, (15,5) 

e ognuna delle sue componenti deve soddisfare l'equazione del secon- 
do ordine i 

(p? — m?) p... = 0. (15,6) 


Nel sistema di quiete, la condizione (15,5) porta all'annullamento 
di tutte le componenti del quadritensore fra i cui indici c’è l'indice 0. 
In altre parole, la funzione d’onda nel sistema di quiete (cioè al 
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limite non relativistico) si riduce, come doveva essere, ad un tensore 
irriducibile tridimensionale di rango s, che ha 2s + 1 componenti 
indipendenti. 

Il lagrangiano, il tensore di energia-impulso e il vettore corrente 
per un campo associato a particelle a spin s si differenziano dalle 
(15,1-3) solo per la sostituzione di pa con Pay... . 

L'onda piana normalizzata è 


2 


pur... = V2 unv.. gita, uiv.. sub. = —1, (15,7) 
e l'ampiezza d'onda soddisfa le I 
U--b--py=0. (15,8) 


Si hanno 2s + 1 stati indipendenti di polarizzazione. 

La quantizzazione del campo viene fatta mediante una generaliz- 
zazione evidente dei casi di spin 0 e 1, — 

Lo schema esposto è del tutto sufficiente allo scopo che ci si era 


$ 16. Stati di elicità delle particelle?) 


Nella teoria relativistica, il momento angolare orbitale Z e lo 
spin s di una particella in moto non si conservano separatamente. 
Si conserva soltanto il momento angolare totale j = Z + s. Non 
si conserva, quindi, nemmeno la proiezione dello spin su una dire- 
zione data qualsiasi (asse z), e di conseguenza questa grandezza non 


1) Vedi M. Fierz, W. Paul i, Proc. Roy. Soc. A173, 211 (1939). In 
questo lavoro viene svolto il programma, indicato per particelle a spin 3/2 e 2. 

2) Il contenuto di questo paragrafo vale per particelle a spin qualsiasi 
(intero e semintero). 
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può servire per la classificazione degli stati di polarizzazione (di 
spin) di una particella in moto. 

Si conserva, tuttavia, la proiezione dello spin sulla direzione della 
quantità di moto; poiché Z = [rp], il prodotto sn coincide col pro- 
dotto conservativo jn (n = p/| p |). Questa grandezza è chiamata 
elicità!) (noi l'abbiamo già studiata per il fotone nel $ 8). Indichere- 
mo gli autovalori di questa grandezza con la lettera à (A = —s, ... 
..., +s), e gli stati di una particella con dati valori di à saranno 
chiamati stati di elicità. 

Sia pp, una funzione d’onda (un'onda piana), che descrive lo stato 
di una particella di dati p e A e sia u™ (p) la sua ampiezza; per 
semplificare le notazioni non scriveremo gli indici delle componenti 
di questa funzione (per spin intero questo riguarda gli indici quadri- 
tensoriali). 

Nei paragrafi precedenti abbiamo visto che per una descrizione 
relativistica di particelle a spin (intero) diverso da zero, occorre 
introdurre una funzione d’onda con un numero di componenti supe- 
riore a 25+1. Tuttavia, il numero delle componenti indipendenti 
resta sempre uguale a 2s + 1; le componenti « ridondanti » vengono 
eliminate con la imposizione di condizioni addizionali, per cui queste 
componenti, nel sistema di quiete, si annullano (nel capitolo seguen- 
te vedremo che questo vale anche per spin seminteri). 

Secondo le formule di trasformazione del momento angolare 
(vedi II, $ 414), l’elicità è invariante per le trasformazioni di Lorentz, 
che non cambiano la direzione di p, sulla quale viene proiettato il 
momento angolare. Per queste trasformazioni, quindi, il numero À 
conserva il suo senso di numero quantico, e per lo studio delle pro- 
prietà di simmetria degli stati di elicità si può usare un sistema di 
riferimento, in cui | p | € m (al limite, il sistema di quiete). Allora 
‘wp, si ridurrà alla funzione d'onda non relativistica a (2s + 1) 
componenti. Indichiamo la sua ampiezza con w® (n), ponendo 
come argomento la direzione n = »/| p |, lungo la quale viene quan- 
tizzato il momento angolare. L’ampiezza w è l’autofunzione 
dell'operatore ns 

(ns) wW™ (n) = MW (n). (16,1) 


In rappresentazione spinoriale w è uno spinore controvariante 
di rango 2s; secondo le formule di corrispondenza III (57,2) le sue 
componenti si possono numerare anche secondo i corrispondenti 
valori della proiezione dello spin o su un asse fissato 2°). 


1) In inglese: helicity. 

2) I ragionamenti riportati qui (come anche l’elencazione dei possibili 
valori di 4) si riferiscono a particelle di massa non nulla. Per particelle di massa 
nulla, non esiste un sistema di quiete e l’elicità può avere solo due valori à = +s. 
Quest'ultimo fatto è connesso con una circostanza già ricordata nel $ 8: gli stati 
di tale particella vengono classificati secondo il loro comportamento rispetto al 
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Nella rappresentazione degli impulsi, le funzioni d’onda degli 
stati considerati coincidono, fondamentalmente, con le ampiezze 
u® (p). Precisamente 

Pra (K) = u (k) 82 (v — n) = u (p) 80 (v—n), (16,2) 
dove la quantità di moto in quanto variabile indipendente è indicata 
con ķ, a differenza del suo autovalore P, € v = Kk/{k |, a differenza 
di n = p/| p |!). Nel limite non relativistico 

Pra (V) = W (v) 62 (yv — n)=w® (n) 52 (y — n). (16,3) 
Più particolareggiatamente, questa espressione va scritta nella 
forma 

Pra (V, 0) = WW (y) 82 (v—n), 
dove è esplicitamente indicata anche la variabile indipendente discre- 
ta o. 


valori determinati del momento angolare j, della sua proiezione 
jz = m e dell’elicità À. Questi stati verranno chiamati stati sferici 


considerazioni ivi esposte (cfr. la deduzione della formula III (103,8)) 
scriviamo pet le funzioni cercate l’equaziohe 

Pima (46) = YR DI, (v), 
dove ws è la funzione d'onda descrivente nel sistema di coordinate 
« mobile » Ẹn¢ lo stato di una particella con il valore determinato 


gruppo di simmetria assiale, che ammette solo una degenerazione del secondo 
ordine dei livelli (dal punto di vista delle proprietà dell’equazione d'onda, questo 
significa che nel passaggio al limite m + 0, il sistema di equazioni per una 
particella a spin s si smemgra in equazioni indipendenti, corrispondenti a par- 
ticelle senza massa di spin s, s — 1, . . .). Cosî, per il fotone si ha 4 = +14, e il 
ruolo delle corrispondenti w®) è svolto dai vettori tridimensionali el!) (8,2). 


1) La funzione 8°) è definita in modo che | 8 (v — n) do, = 1. Nella 


(16,2) (e nel caso analogo (16,4)), è omessa la funzione 6, che garantisce il valore 


assegnato dell'energia. 
2) La deduzione esposta nel $ 103 si basa sulle formule di trasformazione 


BOSONI 79 


Ur = À) della proiezione del momento sull’asse È (la cui direzione 
è data dal vettore v); nella rappresentazione degli impulsi questa 
funzione evidentemente coincide con l'ampiezza u® introdotta 
sopra. La funzione d’onda normalizzata (vedi più avanti) è 


Wim (e) = FE DEn (v) u™ (k). (16,4) 


Qui sorge, però, il problema della scelta delle fasi, legato alla 
seguente non univocità. La rotazione del sistema di coordinate En% 
rispetto a zyz è determinato dai tre angoli a, B, y; la direzione di v, 
dalla quale soltanto può dipendere la funzione d'onda della parti- 
cella, dipende solo dai due angoli sferici a = ọ, f = 8. Di conse- 
guenza, bisogna accordarsi sulla scelta dell'angolo y. Noi porremo 


y = 0; definiamo, cioè, DI, (v) nel modo seguente: 
DË, (v) = DË, (9, 0, 0) = etmedi, (6). (16,5) 


In forza della III (58,21), le funzioni (16,5) soddisfano le seguenti 
condizioni di ortogonalità e di normalizzazione: 


5 í do, 4 
f Dia, (v) DA, (v) “n "FI 8;1,Omima (16,6) 


(do, = sen 0 dð dg). L'’ortogonalità delle funzioni yma rispetto 
all'indice À è assicurata dal fattore u®). Le funzioni smi sono, 
quindi, ortogonali, come doveva essere, rispetto a tutti gli indici 
jmA e, per la scelta del coefficiente operata nella (16,4), Sono norma- 
lizzate con la condizione 


| Ivm Pdo =14. (16,7) 


Le ampiezze u® si suppongono normalizzate con l’unità u® u®M* = 1. 

Studiamo ora il comportamento delle funzioni d'onda degli 
stati di elicità rispetto all’inversione delle coordinate. Il prodotto 
del vettore polare v per il vettore assiale j è uno pseudoscalare. 
Quindi è a priori evidente che, a risultato dell’inversione, lo stato 
di elicità A passa nello stato di elicità —4; è necessario solo determi- 
nare i fattori di fase in queste trasformazioni. 

In un'inversione si ha v-+ —v. Il vettore v è determinato dai 
due angoli @, 9, e la trasformazione v +— v si realizza mediante la 
sostituzione @ + p+ n, 8 —> x — 0. In questo modo viene fissato 
un nuovo asse È, ma resta indeterminata la posizione degli assi È e n, 
che dipende anche dal terzo angolo di Eulero y; la sola trasforma- 
zione di 0 e g non dà la possibilità di distinguere, in questo' senso, 
la riflessione del sistema di coordinate da una rotazione dell’asse È. 
In termini di angoli di Eulero, l'inversione è la trasformazione 
seguente: 


a=p—> p+r, B=9+1-90, y—>n—y. (16,8) 
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Quindi, se Dj, (v) è determinata secondo la (16,5) (cioè y = 0), 
e la sostituzione v — —y è interpretata come risultato dell’inver- 
sione, allora 

Dim (—¥) = DË, (p+ a, T_-9, n). (16,9) 
Mediante le formule III (58,9), (58,16) e (58,18) troviamo quindi 
DË, (—v) =en, (1-0) cimto+n) — 
= (— 1)? eimo m (8) = (— 1) 7D (©, 0, 0), 
ovvero 
n. Dim (— V) = (— 1) DP m (v) (16,10) 
(Q — À è un numero intero). 

Una formula analoga si può ottenere per lo spinore w) notando 
che le sue componenti w® coincidono, a meno di un fattore, con le 
funzioni 

WD (v) ~ DI (v)*. (16,11) 
Effettivamente, applicando la formula di trasformazione III (58,7) 
alle autofunzioni dello spin e imponendo che la proiezione & abbia 
un dato valore 7 (sostituendo, cioè, nella parte destra della III (58,7) 
Pim con dm',), troviamo che DË (v) sono le funzioni d'onda di spin, 
corrispondenti a valori determinati delle sue proiezioni z e ¢ (0 e A). 
L'insieme di queste funzioni (o = =s, .. +s) forma (secondo 
le formule di corrispondenza III (57,6)) uno Spinore covariante di 
rango 2s. Le componenti dello Spinore controvariante (alle quali, 
secondo le formule III (57,2), corrispondono le componenti w®) si 
trasformano come complesse coniugate delle componenti di uno 


spinore dello stesso rango. 
Dalle (16,10-11) abbiamo 


wA (— v) = ( — 1) -A (y) (16,12) 
(s — 4 è un numero intero). L'operazione di inversione, applicata 
a wM, non consiste, tuttavia, soltanto nella sostituzione v => —v, 


ma moltiplica lo spinore per un fattore di fase comune (« parità in- 
trinseca » della particella), che noi indicheremo mediante n: 


Pio (v) = qw (—v)=n(— 1) w- (y). (16,13) 
Per le ampiezze relativistiche u™ (k) questa trasformazione si 
scrive nella forma 

Pu (K) = nu (—k)=n(— 1) u-n (k), (16,14) 


dove f è una certa matrice, unitaria rispetto alle componenti di 
4%, che non scompaiono al limite |p[+0. È importante che 
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questa matrice non dipenda dai numeri quantici di stato, e in questo 
senso, la differenza tra la (16,13) e la (16,14) è inessenziale!). 

Applicando la (16,14) alla (16,2), otteniamo la legge di trasfor- 
mazione delle funzioni d'onda degli stati | nà > 


Pina (v) =n (— 1° donna (V). (16,15) 


Per gli stati sferici di elicità, usando la (16,10) e la (16,12), ot- 
teniamo la seguente legge di trasformazione: 


Piima (Y) = n (— 1) Pim- (V). (16,16) 


Gli stati pimo si trasformano, secondo la (16,16), tra di loro, 
cioè hanno una parità determinata. Se invece à # 0, hanno una pa- 
rità determinata solo sovrapposizioni di stati di opposta elicità: 


(£ 


1 
fab "75 (Pima È Wimaa) (16,17) 
Per un’inversione esse si trasformano tra loro secondo la formula 


Pofa (V) = E n (— 1) ii (0). (16,18) 


Notiamo che in questo paragrafo noi abbiamo classificato gli 
stati di una particella libera di dato momento angolare, operando 
soltanto con grandezze conservative e senza ricorrere al concetto di 
momento angolare orbitale (usato, ad esempio, nei §§ 6, 7 per la 
classificazione degli stati del fotone). 

Come esempio, consideriamo il caso di spin 1. Nel sistema di 
quiete le ampiezze u) (quadrivettori) si riducono ai vettori tridi- 
mensionali e®, i quali hanno qui il ruolo delle ampiezze vw. L’azio- 
ne dell’operatore di spin 1 sulla funzione vettoriale e è data dalla 
formula 


(5:12) = — ie;niei (16,19) 
(III, $ 57, problema 2). Quindi, l’equazione (16,1) assume la forma 
ilme®])=Ae®, (16,20) 


Le soluzioni di questa equazione (nel sistema di coordinate Enģ 
con l’asse % diretto lungo n) coincidono con i versori sferici (7,14)?): 


eO=i(0,0,1),  e&D=* (1, +i,0). (16,21) 


1) Cosî, per s = 1, le ampiezze u® sono i quadrivettori (16,21); P è una 
matrice unitaria rispetto a tutti gli indici quadrivettoriali: B,,y = Suv Per 
s = 1/2 (come vedremo nel capitolo successivo) u è un bispinore; il moltiplica- 
tore di fase è n = i, e f è la matrice di Dirac y° (vedi (21,10)). 

2) La scelta dei fattori di fase è fissata dalla richiesta che gli elementi di 
matrice degli operatori di spin, calcolati mediante le autofunzioni (16,21), 
siano in accordo con le definizioni generali date nel III, $$ 27, 107. 
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Nel sistema di riferimento, in cui la particella possiede la quantità 
di moto p, le ampiezze degli stati di elicità sono i quadrivettori 


€ 
MO (2L, Zew) , uti} = (0, e+). (16,22) 
Se e è un vettore polare, allora n = —1. In questo caso le fun- 


zioni (16,17) (per s = 1 sono dei vettori tridimensionali) hanno le 
seguenti parità: 


Sh P=(-1), 
im: = P=(-1)°, 
TC Pimo: P=(-1). 


Confrontando con la definizione dei vettori sferici (7,4), noi vediamo 
che queste funzioni sono identiche (a meno dei moltiplicatori di 


fase) con Y$, Y, Y®, rispettivamente. Determinando i moltipli- 
catori di fase (diciamo, confrontando i valori per 8 = 0), otteniamo 


le seguenti uguaglianze: 
y= py FEL (D+ e DDP n), 


yai y FEE (e Dh, He DPn), (16,23) 


> iL i 
YR =i y H ewn, 


(j è un numero intero!); e’ = [ne®] sono i versori circolari sugli 
assi È’n/Z ruotati di 90° attorno all’asse ¢ rispetto agli assi Ent. 

L'ultima delle formule (16,23) è equivalente all’espressione III 
(58,23) per di), (0). Dalla prima (o dalla seconda) formula si può, 
invece, ottenere un'espressione semplice per le funzioni d?,m. Ab- 
biamo 


CA BESES e) 1 7 
A VARZI Dim = YR e(+1)* —ViGni el&1*VY jm» 


i(j+14) 
Sviluppiamo il prodotto scalare nella parte destra dell'uguaglianza 
nel sistema Èn%; abbiamo 
ô j ( ô 4 ô 
(E 5) 09” sen@ 37) | 
Ricordando la definizione (7,2) della funzione Y;m e la definizione 
(16,5), otteniamo 


uo ip a a 
dim (O =(- DV Trana * 


ð m 
x (+5 ta) P? (cos0), m=>0. (16,24) 
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$ 17. Spinori quadridimensionali 


Nella teoria non relativistica una particella a spin s qualsiasi 
è descritta da una grandezza a (2s + 1) componenti, cioè da uno 
spinore simmetrico di rango 2s. Dal punto di vista matematico, que- 
ste grandezze realizzano rappresentazioni irriducibili del gruppo 
delle rotazioni spaziali. 

Nella teoria relativistica, questo gruppo interviene solo come 
sottogruppo del gruppo più ampio delle rotazioni quadridimensiona- 
li, il gruppo di Lorentz. 

In relazione a questo, sorge la necessità di costruire la teoria 
degli spinori quadridimensionali (4-spinori)-grandezze, che realiz- 
zano rappresentazioni irriducibili del gruppo di Lorentz; all’espo- 
sizione di questa teoria sono dedicati i paragrafi 17, 18, 19. Nei 
paragrafi 17 e 18 viene studiato soltanto il gruppo proprio di Lo- 
rentz, che non contiene l’inversione spaziale; quest’ultima verrà 
esaminata nel paragrafo 19. 

La teoria dei 4-spinori si costruisce in modo analogo alla teoria 
degli spinori tridimensionali (B. L. van der Waerden, 1929; G. E. Uh- 
lenbeck, O. Laporte, 1931). 

Lo spinore È è una grandezza a due componenti (a = 1, 2); in 
quanto componenti della funzione d’onda di una particella a spin 1/2, 
E! e È? corrispondono ad autovalori della proiezione z dello spin, ugua- 
li a + 1/2 e — 1/2, rispettivamente. Per qualsiasi trasformazione 
del gruppo (proprio) di Lorentz le due grandezze &!, È? si trasformano 
tra loro: 


E! — ab! + BE?, 

E = yt! + de. 
I coefficienti a, B, y, ô sono determinate funzioni degli angoli di 
rotazione del 4-sistema di coordinate, sottoposte alla condizione 

aô — By = 1, (17,2) 


(17,4) 


cioè il determinante della trasformazione binaria (17,1) è uguale a 1, 
come i determinanti delle trasformazioni delle coordinate nel gruppo 
di Lorentz. 

RF 
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Grazie alla condizione (17,2), la forma bilineare &18? — 2m1 
(dove 2 e E sono due spinori) è invariante per la trasformazione 
(17,4) (essa corrisponde ad una particella a spin 0, « costituita » da 
due particelle a spin 1/2). Per scrivere in una forma naturale queste 
espressioni invarianti, accanto alle componenti « controvarianti » 
dello spinore E, si introducono anche le componenti « covarianti » 
Ea. Il passaggio dalle une alle altre viene eseguito mediante lo « spi- 
nore metrico » gyg!): 


Ea = gapbb, (17,3) 
dove 
J 01 

Eag = 1 gls (17,4) 
cosî, che 

&=P, =}. (17,9) 
Allora l’invariante &!E? — &281 si scrive sotto forma di prodotto 
scalare ÈÉ*E,, per il quale vale la relazione En, = — El. 


Le proprietà elencate finora coincidono formalmente con le pro- 
prietà degli spinori tridimensionali. La differenza, tuttavia, sorge 
quando si considerano gli spinori complessi coniugati. 

Nella teoria non relativistica la somma 


pipt papt, (17,6) 


che determina la densità di probabilità della localizzazione delle 
particelle nello spazio, dovrebbe essere uno scalare, e per questo le 
componenti p** avrebbero dovuto trasformarsi come le componenti 
covarianti di uno spinore; in altre parole, la trasformazione (17,1) 
sarebbe dovuta essere unitaria (a = ô*, f = —y*). Nella teoria 
relativistica, invece, la densità di particelle non è uno scalare; essa 
è la componente temporale di un quadrivettore. In relazione a que- 
sto, la richiesta indicata viene a cadere, e sui coefficienti della tra- 
sformazione non vengono ora imposte altre condizioni all’infuori 
della (17,2). Le quattro grandezze complesse a, B, y, ô, con la con- 
dizione (17,2), sono equivalenti a 8 — 2 = 6 parametri reali, in 
accordo col numero di angoli che determinano la rotazione del 4-si- 
stema di coordinate (cioè, rotazioni nei sei piani coordinati). 

In tal modo, le trasformazioni binarie (complesse coniugate) sono 
essenzialmente differenti, e quindi, nella teoria relativistica, esisto- 
no due tipi di spinori. Per distinguere questi due tipi, si adottano 
simboli speciali: gli indici degli spinori, che si trasformano secondo 
formule complesse coniugate delle formule (17,1), si indicano con 


1) Gli indici spinoriali verranno denotati con le prime lettere dell’ alfabeto 
greco a, B, Ys.. 
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cifre con un puntino sopra (indici puntati). Quindi, per definizione 
mist, (17,7) 


dove il segno — significa « si trasforma come ». In altre parole, le 
formule di trasformazione di uno spinore « puntato » sono 


n= atian, nè = y'ni + 6%. (17,8) 


Le operazioni di abbassare e alzare gli indici puntati vengono 
effettuate come per gli indici non puntati: 


=n? S| 
n=, n=". (17,9) 


Rispetto alle rotazioni spaziali il comportamento dei quadri- 
spinori coincide col comportamento degli spinori tridimensionali. 
Per questi ultimi, come sappiamo, p ~ y. Dalla definizione (17,7) 
discende che il quadrispinore ng nelle rotazioni si comporta, quindi, 
come il trispinore controvariante y*. In quanto componenti della 
funzione d’onda di una particella a spin 1/2, agli autovalori della 
proiezione dello spin 1/2 e —1/2 corrispondono, quindi, le compo- - 
nenti covarianti n; en; 

Gli spinori di rango superiore si definiscono come insiemi di 
grandezze, che si trasformano come i prodotti di più spinori di ran- 
go 1. Fra gli indici di uno spinore di rango superiore ci possono esse- 
re sia gli indici puntati che quelli non puntati. Cosî, esistono tre 
tipi di spinori di rango 2: 

geb e esi, aa peri En, neò De neH’. 
In questo senso la sola indicazione del rango totale dello spinore è 
insufficiente per una determinazione univoca di questo concetto; per 
questa ragione, in caso di necessità noi indicheremo il rango con una 
coppia di numeri (k, l): il numero degli indici non puntati e degli 
indici puntati. 

Poiché le trasformazioni (17,1) e (17,8) sono algebricamente indi- 
pendenti, non è necessario fissare l’ordine degli indici puntati e non 


puntati (in questo senso, ad esempio, gli spinori 8 e %a sono la 
stessa cosa). 

Al fine di avere un carattere invariante, ogni uguaglianza spi- 
noriale deve contenere da ambedue le parti un ugual numero di in- 
dici puntati e non puntati; in caso contrario, questa uguaglianza 
verrà meno nel passaggio da un sistema di riferimento ad un altro. 
Nel fare questo occorre, tuttavia, ricordare che la coniugazione com- 
plessa sottintende la sostituzione degli indici puntati con indici non 


puntati e viceversa. La relazione nf = (E8)* tra due spinori ha 
quindi un carattere invariante. 
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La contrazione di spinori o di loro prodotti può farsi solo rispetto 
a coppie di indici dello stesso genere: due indici puntati o due indici 
non puntati. La somma su una coppia di indici di genere diverso non 
è un'operazione invariante. Per questo, dallo spinore 


qu... al... È, (47,10) 


simmetrico rispetto a tutti i k indici non puntati e gli Z indicati 
puntati, non si può formare uno spinore di rango inferiore (ricordia- 
mo che la contrazione su una coppia di indici, rispetto ai quali lo 
spinore è simmetrico, dà come risultato zero). Questo significa che 
non si può passare, con combinazioni lineari qualsiasi delle gran- 
dezze (17,10), a un numero inferiore di grandezze che si trasformino 
tra loro per tutte le trasformazioni del gruppo. In altre parole, i 
4-spinori simmetrici realizzano rappresentazioni irriducibili del 
gruppo proprio di Lorentz. Ogni rappresentazione irriducibile è de- 
terminata dall’assegnazione di una coppia di numeri (k, /). 

Poiché ogni indice spinoriale assume due valori, si hanno k + 1 
scelte essenzialmente differenti dei numeri a, @, ... a, nella 
(17,10) (contenenti 0, 1, 2, ..., k volte l’unità, k, K—1,..., 0 


volte il due) e Z + 41 scelte dei numeri Bis Pa, - | .. Pze In totale, 
quindi, uno spinore simmetrico di rango (k, l) ha (k +1) (24 1) 
componenti indipendenti; questo numero dà la dimensione della 
rappresentazione irriducibile realizzata da tale spinore. 


$ 18. Connessione degli spinori con i quadrivettori 


Lo spinore %®8 con un indice puntato e uno non puntato ha 
2.2 = 4 componenti indipendenti, esattamente il numero delle 
componenti di un quadrivettore. È chiaro, perciò, che sia l’uno che 
l’altro realizzano la stessa rappresentazione irriducibile del gruppo 
proprio di Lorentz, e quindi fra le loro componenti ci deve essere 
una determinata corrispondenza. 

Per stabilire questa corrispondenza ricorriamo, innanzitutto, 
all’analoga corrispondenza nel caso tridimensionale, tenendo conto 
che rispetto alle rotazioni puramente spaziali il comportamento dei 
3-spinori e dei 4-spinori deve essere uguale. 

Per uno spinore tridimensionale 8 valgono le formule di cor- 
rispondenza (vedi III, $ 57), che trascriviamo qui nella forma 


az =E (422 pt) = 1 (9 + a), 
ay= — 5 (P+) = (ppi), 


a, =5 (924 y) = (p wa), 
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dove a,, ay, a, sono le componenti di un certo vettore tridimensiona- 
le a. Passando al caso quadridimensionale, occorre sostituire le com- 


ponenti yg con ¢%b, e intendere ay, 4,, a, come le componenti con- 
trovarianti a!l, a? e a di un quadrivettore. Per quanto riguarda l’e- 
spressione per la quarta componente del vettore, a°, la sua forma è a 
priori evidente dalla circostanza citata nel $ 17: la grandezza (17,6) 


deve trasformarsi come a°. Quindi a? ~ 0 + {?2; il coefficiente di 
proporzionalità si definisce in modo che lo scalare i coincida 
con lo scalare 2a at = 2a?. , 

In tal modo, si arriva alle formule di corrispondenza seguenti: 


Kadr Get lip, 


adi rà), ani t). (18,1) 
Le formule inverse sono 
tilt seta, Pst =a. 
i 22 i 1i (18,2) 
t2 = in? di: EAEE — giL. io? 
[a = L= ia, $ = 5,3 at -+ ia?. 
È valida la relazione 
bpt = 2e. (18,3) 
Notiamo anche che 
b pt = 84a. (18,4) 


L'ultima uguaglianza discende dal fatto che lo spinore di rango due 
5 Rida è antisimmetrico rispetto agli indici œy e quindi è propor- 
(#3 

zionale allo spinore metrico. 


La corrispondenza tra lo spinore %®8 e un quadrivettore è un 
caso particolare di una regola generale: ogni spinore simmetrico di 
rango (k, k) è equivalente ad un 4-tensore simmetrico e irriducibile 
di rango k (cioè ad uno spinore che si annulla per la contrazione 
rispetto ad una coppia qualsiasi di indici). 

La connessione tra uno spinore e un 4-vettore si può scrivere in 
forma compatta mediante le matrici a due righe di Pauli: 


0 1 0 —i 1 0 
o:=|, i "o=; sl o=o RE: - (18,5) 
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Indicando simbolicamente con È la matrice delle grandezze tab 
con ambedue gli indici in alto (dei quali, il primo non puntato), le 
formule (18,2) si scrivono nella forma 

T=a0-+a° (18,6) 


(nel secondo membro si sottintende, ovviamente, che a? è moltipli- 
cato per la matrice unità). Le formule inverse sono 


a=5Tr(t0), a-4Trt. (18,7) 


Con l’aiuto delle formule (18,6-7) si può stabilire il legame tra le 
leggi di trasformazione di un 4-vettore e di uno spinore, e quindi 
esprimere la legge di trasformazione di uno spinore attraverso i 
parametri di rotazione del 4-sistema di coordinate. 

Scriviamo la trasformazione dello spinore E nella forma 


ep, 8=(" È), (18,8) 


dove B è una matrice a due righe, formata con i coefficienti della 
trasformazione binaria. Allora la trasformazione di uno spinore 
puntato è 


n” = (B*n)f = (nB» Ë, (18,9) 
e la trasformazione di uno spinore di secondo rango tab ~ S può 
scrivere simbolicamente nella forma % = B¢B* 1). Per una tra- 


sformazione infinitesima B=1 + A, dove à è una matrice piccola, 
a meno di quantità del primo ordine, si ha 


E = (AE -+ 54°). (18,10). 


Consideriamo, dapprima, una trasformazione di Lorentz che fa 
passare ad un sistema di riferimento, che si sposta ad una velocità 
infinitesima ôV (senzà cambiamenti delle direzioni degli assi spa- 
ziali). Il quadrivettore at = (4°, a) si trasforma secondo le formule 


a'=a—a°0V, a“=a°—a$8V. 3 (18,11) 


Usiamo ora le formule (18,7). La trasformazione di a? si può rap- 
presentare, da una parte, come 


a =—a°-asV=a°-3 Tr (oô F), 


1) Per le componenti covarianti 


ba = (B-a = (EB), ni=(nB*-41). (18,8a} 
a (#4 


(in modo che il prodotto di due spinori £,E% resti invariante). 
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e dall'altra, come 
a = Trt = a +4 Tr (MEHEA) = a0+ i Treaa’). 


Ambedue le espressioni devono coincidere identicamente (cioè per 
qualsiasi &). Da qui troviamo la seguente uguaglianza: 


A+2*= — è. 
In modo analogo, considerando la trasformazione di a, otteniamo. 
oà +A'o = — BV. 


Queste uguaglianze, considerate come equazioni rispetto a à, hanno: 
la seguente soluzione: 


L= = — 4 08V. 


In questo modo, una trasformazione infinitesima di Lorentz 
dello spinore E è realizzata dalla matrice 


B=1-j (on) ôV, (18,12) 


dove n è il versore nella direzione della velocità ôV . Da qui è facile 
trovare la trasformazione anche per una velocità finita V . Per fare 
questo, ricordiamo che una trasformazione di Lorentz è geometri- 
camente equivalente ad una rotazione del 4-sistema di coordinate nel 
piano ż, n di un angolo ọ, legato alla velocità V mediante l’uguaglian- 
za th ọ = V*). Ad una trasformazione infinitesima corrisponde. 
l'angolo Sg = ôV, e la rotazione di un angolo finito @ si effettua 
ripetendo p/p volte la rotazione di ô. Innalzando l'operatore 
(18,12) alla potenza ọ/ôŅ e passando al limite otteniamo 


-L no A 
B=e 2”, (18,13) 


Il senso matematico dell’azione di questo operatore si chiarisce, se 
si nota che, per le proprietà delle matrici di Pauli, tutte le potenze 
pari di no sono uguali a 1, e tutte le potenze dispari sono uguali a 
no. Tenendo conto del fatto che il ch si sviluppa in serie di potenze 
pari, e il sh di potenze dispari dell'argomento, otteniamo infine 


B=ch L- nosh, thg=V. (48,14) 
2 2 


Notiamo che le matrici B delle trasformazioni di Lorentz risultano 
hermitiane: B = B*. 

Consideriamo ora una rotazione infinitesima del sistema spaziale 
di coordinate. Il vettore tridimensionale a si trasforma secondo la 


1) Ricordiamo che, nei piani contenenti l’asse temporale, la metrica è 
pseudoeuclidea. 
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formula 
a' =a — [ôða], (18,15) 


‘dove 60 è il vettore dell'angolo infinitesimo di rotazione. La cor- 
rispondente trasformazione di uno spinore si potrebbe trovare in 
modo analogo. Non c’è, tuttavia, necessità di fare questo, poiché per 
le rotazioni spaziali il comportamento dei 4-spinori coincide col 
comportamento dei 3-spinori, e per questi ultimi la trasformazione 
è a priori nota dalla connessione esistente tra l'operatore di spin e 
l'operatore di rotazione infinitesima: 


B =1 -+ 4/080. (18,16) 


Il passaggio alla rotazione di un angolo finito 0 si effettua analo- 
.gamente al passaggio dalla (18,12) alla (18,14): 


B = exp (4 n0) = cos È + ino sen Sa (18,17) 
dove n è il versore dell’asse di rotazione. Questa matrice è unitaria 
(B* = B-!), come deve essere per una rotazione spaziale. 


$ 19. Inversione spaziale degli spinori 4 


Nell’esporre (nel vol. III) la teoria tridimensionale degli spinori, 
non abbiamo considerato il loro comportamento rispetto all’opera- 
zione di inversione spaziale, poiché nella teoria non relativistica 
questo non avrebbe portato a risultati fisici nuovi. È opportuno, 
però, soffermarsi un poco su questo problema per una migliore com- 
prensione del materiale sulle proprietà di inversione dei 4-spinori 
che seguirà. 

L'operazione di inversione non cambia il segno di un vettore 
.assiale, quale è il vettore spin. Di conseguenza non cambia nemmeno 
il valore della sua proiezione s,. Da qui discende che per l'inversione 
ogni componente di uno spinore p% può trasformarsi solo con se 
stessa, cioè 


ye > Pys, (19,1) 


«dove P è un coefficiente costante. Operando l’inversione due volte, 
si torna al sistema di coordinate originario. Nel caso di spinori, tut- 
tavia, il ritorno alla posizione originaria può essere inteso in due 
sensi differenti: come una rotazione di angolo ‘di 0° oppure di angolo 
di 360°. Per gli spinori queste due definizioni non sono equivalenti, 
‘poiché y* cambia segno in una rotazione di 360°. Quindi, sono pos- 
.sibili due concezioni alternative dell’inversione: in un caso 


P°=1, P=41, (19,2). 
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e nell'altro 
Pead P= ri. (19,3) 


È essenziale, però, che il concetto di inversione sia definito in 
modo uguale per tutti gli spinori. Non è ammissibile che spinori 
diversi si comportino, per l’inversione, in modo differente (secondo 
la (19,2) o la (19,3)), poiché in tal caso non sarebbe possibile formare 
uno scalare (o uno pseudoscalare) con una qualsiasi coppia di spi- 
nori: se lo spinore p% si trasformasse secondo la (19,2) e p% secondo 
la (19,3), allora la grandezza “Pa nell’inversione verrebbe moltipli- 
cata per +i invece di restare invariata (o di cambiare solo segno). 

Occorre sottolineare anche che (per qualunque definizione dell'in- 
versione) l'assegnazione ad uno spinore di una parità determinata P 
non ha un senso assoluto, poiché gli spinori cambiano segno per una 
rotazione di 27, rotazione che si può sempre effettuare simultanea- 
mente con l’inversione. Ha un carattere assoluto, tuttavia, la 
« parità relativa » di due spinori, definita come la parità dello scala- 
re Pa formato con i due spinori in questione; poiché per una rota- 
zione di 2n cambiano segno tutti gli spinori, l’indeterminatezza 
connessa con questo fatto non si riflette sulla parità dello 
scalare. l 

Consideriamo ora gli spinori quadridimensionali. 

Notiamo, innanzitutto, che, poiché l'inversione cambia il segno 
solo di tre (x, y, 2) delle quattro coordinate (x, y, 2, #) questa opera- 
zione commuta con le rotazioni spaziali, ma non commuta con le 
trasformazioni che ruotano l’asse t. Se L è una trasformazione di 
Lorentz che fa passare ad un sistema di riferimento che si sposta 
alla velocità V , allora si ha PL = L’P, dove L’ è la trasformazione 
che fa passare al sistema che si sposta alla velocità VV. 

Da qui discende che, per l'inversione, le componenti di un qua- 
drispinore È“ non possono trasformarsi attraverso se stesse. Se l’in- 
versione dello spinore $% consistesse, come prima, nella trasforma- 
zione (19,1) (cioè venisse realizzata da una matrice proporzionale 
alla matrice unità), essa commuterebbe con tutte le trasformazioni 
di Lorentz in generale, cosa che non può evidentemente essere (poi- 
ché le operazioni L e L', se applicate a E°, evidentemente non coin- 
cidono). 

In tal modo, l’inversione deve trasformare le componenti di uno 
spinore £* attraverso altre grandezze. Queste possono essere solo le 


componenti di un altro spinore n”, che non coincide, per le sue pro- 
prietà di trasformazione, con £®. Poiché l'inversione non cambia, 
come già è stato notato, la proiezione z dello spin, le componenti 
È! e È? possono trasformarsi, per un'inversione, soltanto nelle com- 
ponenti nè e n; corrispondenti agli stessi valori 8; = 1/2 08, = —1/2. 
Intendendo per inversione un'operazione che dà 1, se viene ripetuta 


a 
a 
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due volte, si può definire la sua azione mediante le formule 
Dn, n >E (19,4) 


(per le componenti covarianti È, e controvarianti n°queste tra- 
sformazioni hanno segno opposto, 


Ea —>— nt, Mta, (19,42) 


poiché l’abbassamento e l’innalzamento di unostesso indice avviene 
con segni differenti, vedi (17,5) e (17,9))'). Se invece l'inversione 
viene intesa nel senso che P? = —1, la sua azione è definita dalle 
formule 


Bim, nie (19,5) 

oppure, ciò che è lo stesso, dalle 
+, nia. (19,52) 
Una certa differenza. nel carattere delle due definizioni dell’in- 
versione consiste nel fatto che con la seconda definizione gli spinori 
complessi coniugati si trasformano allo stesso modo: se Sa = ni, 
Hè = ga*, allora dalla (19,5) avremo Z, + — iHé, Hi -> —iEa 
cioè la stessa regola che per È, e ne. Seguendo la definizione (19,4), 
invece, avremmo ottenuto la trasformazione Ea > Ha, Ha —> Zar 


opposta in segno alla trasformazione degli spinori Ex: N°. Sui possi- 
bili aspetti fisici di questa differenza ritorneremo ancora nel $ 27. 
D'ora in poi, per fissare le idee, intenderemo adottata la defini- 
zione (19,5). 
Rispetto al sottogruppo delle rotazioni, gli spinori œ% e na si 
trasformano, come già sappiamo, nello stesso modo. Formando, me- 
diante le loro componenti, le combinazioni 


x 
Etno. (19,6) 


otterremmo grandezze che, per l'inversione, si trasformerebbero 
secondo la (19,1) con P = +i. Queste combinazioni, tuttavia, non 


1) La definizione (19,4) è ovviamente, in un certo senso, convenzionale; 
questo è legato al fatto che le grandezze E“ e n. sono indipendenti. Cosî, introdu- 
. (A 
cendo invece di n. il nuovo spinore n = en., al posto della (19,4) otterremo 
(4 œ x 
la definizione equivalente 


E e ibni, niet. 
(e4 æ 
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si comportano come spinori rispetto a tutte le trasformazioni del 
«gruppo di Lorentz. no i 

In tal modo, l'inclusione dell’inversione nel gruppo di simmetria 
richiede che vengano presi in considerazione simultaneamente due 
spinori (8%, ng); tale coppia è chiamata bispinore (di rango 1). Le 
quattro componenti di un bispinore realizzano una delle rappresen- 
tazioni irriducibili del gruppotampliato di Lorentz. . 
H prodotto scalare di due bispinori (E%, nj) e (E°, H;) può ve- 
nire formato in due modi. La grandezza 


e 
EE, + n, H* (19,7) 
per l'inversione non cambia, cioè è un vero scalare. La grandezza 
8, n. H° (198) 
Q 


è anch'essa invariante rispetto alle rotazioni del 4-sistema di coo- 
dinate, ma cambia segno nell’inversione; in altre parole, è uno pseu- 
doscalare. 
a . . CI 
Anche lo spinore di secondo rango £°f può essere definito in due 
modi. Definendolojmediante la legge di trasformazione 


. e . 
po o EH, Eb, (19,9) 
si ottengono grandezze, che si trasformano, per l'inversione, secondo 
la formula 


ht. (19,10) 
aß 


Il quadrivettore a”, equivalente dello spinore, si trasforma (corri- 
spondentemente alle formule (18,1)) come (a°, a) + (a°, — a), cioè è 
un vero quadrivettore (e il vettore tridimensionale @ è un vettore 
polare). 


Tuttavia, si può definire tab anche nel modo seguente: 
ros PE EH. fa Nb, (19,11) 
Allora!) 
tà > lap (19,12) 
A questo spinore corrisponde un 4-vettore, per il quale l'inversione 
significa la trasformazione (a°, a) + (—a°, a), cioè un 4-pseudovetto- 
re (il vettore tridimensionale a è un vettore assiale). 


1) Sottolineiamo che le leggi di trasformazione (19,10) e (19,12), che si 
differenziano per il segno nella parte destra, non sono affatto equivalenti, 
poiché da ambedue le parti ci sono componenti di uno stesso spinore (vedi nota 
alla pag. 92). 
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Gli spinori simmetrici di rango 2 con indici della stessa Specie 
sono definiti dalle leggi di trasformazione 


cupo n, on H. n.H.. 
È ER LEE, Usi n, H;tn;H. (19,13) 

Per l’inversione essi si trasformano l’uno nell’altro 
O E on. (19,14) 


La coppia (EB, nai) forma un bispinore di rango 2. Il numero 
delle sue componenti indipendenti è uguale a 3 + 3 = 6. Un ugual 
numero di componenti indipendenti l’ha il quadritensore antisim- 
metrico di secondo rango aW”. Per questo, tra queste due grandezze 
deve esistere una determinata corrispondenza (ambedue realizzano 
rappresentazioni irriducibili equivalenti del gruppo ampliato di 
Lorentz). 

Poiché rispetto al gruppo proprio di Lorentz gli spinori £%f e nii 
si trasformano indipendentemente, mediante le componenti del 
quadritensore a}#” si possono comporre due gruppi di grandezze, che 
si trasformano, per tutte le rotazioni del 4-sistema di coordinate, 
l’uno attraverso l’altro. Questo raggruppamento si può fare nel modo 
seguente. 

Introduciamo il vettore polare tridimensionale p e il vettore as- 
siale tridimensionale a, connessi con le componenti del quadritensore 
a” secondo la formula 


0 Psx Py Pi 7 
= 0 — 
Z a. 
— P: — ay a, 0 


((p, a) è una notazione abbreviata, della quale faremo uso per elen- 
care le componenti di tale tensore). Inoltre si ha ay = (— p, a), e 
delle due grandezze 


1 1 
a?— pP = awa, a p = Cuvpoa!VaP© 


la prima è uno scalare, e la seconda uno pseudoscalare; rispetto al 
gruppo proprio di Lorentz sono ambedue ugualmente invarianti. 
Insieme ad esse sono invarianti anche i quadrati dei vettori tridi- 
mensionali f*= p + ia. Questo significa che ogni rotazione nel 
4-spazio, per i vettori f+, è equivalente ad una « rotazione » nello. 
spazio tridimensionale di angoli, in generale, complessi (ai sei 
angoli di rotazione nel 4-spazio corrispondono tre « angoli di rota- 
zione » complessi del sistema tridimensionale). L'operazione di in- 
versione, invece, cambiando il segno di p (ma non di a), trasforma i 
vettori f* e —f” luno nell'altro. Le componenti di questi vettori. 
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formano i due gruppi cercati di grandezze, composte mediante le- 
componenti del tensore a"”. 

Con ciò stesso, diventa evidente anche la corrispondenza tra le- 
componenti del quadritensore a" e degli spinori EP, ngg Poiché: 
nel gruppo di Lorentz entrano in qualità di sottogruppo le rotazioni 
spaziali, le relazioni tra le componenti di uno spinore e le compo- 
nenti di un vettore tridimensionale devono essere le stesse che per: 
gli spinori tridimensionali: 


f=4 (2—1), fi=3 e4), jt =t; 
|P E= 


1 i (19,16): 
fz = 5 M; — n) f= 


AS 
si n 


ii 


32 


PROBLEMA 


Stabilire la corrispondenza generale tra gli spinori di rango pari e i 4- 
tensori. 

Soluzione. Tutti gli spinori con k + ! pari realizzano rappresentazioni irri-- 
ducibili ad un valore del gruppo ampliato di Lorentz e, quindi, sono equivalenti 
ai quadritensori che realizzano le stesse rappresentazioni!). 

Uno spinore di rango (k, k) si trasforma per l’inversione secondo la 

a 
$ P eE tia a) 
aB...v3... 

Questo spinore è equivalente ad un 4-tensore irriducibile simmetrico di- 
rango k, tensore vero o pseudotensore, a seconda del segno nella (1). 

Gli PRIORE di rango (k, 1) e (l, k) che compongono un bispinore, si trasforma-- 
inversione secondo la 


no per 
k I ” 
Ca k-l 
v E E E. . (2) 
aß... vô. 
m 
k l 


Per l = k + 2 unbispinore è equivalente ad un 4-tensore irriducibile @ruvpo... 
di rango k --- 2, antisimmetrico rispetto agli indici [uv] e simmetrico rispetto- 
a tutti gli altri. Il fatto che questo tensore sia irriducibile significa che esso dà 
zero per ogni contrazione rispetto a qualsiasi coppia di indici e dà zero nella. 
formazione del tensore duale rispetto a tre indici qualsiasi (cioè eve 
Xa[uv]po... T 0); l’ultima condizione significa che il tensore dà zero se si. 
somma ciclicamente su tre indici: pv e uno fr dei rimanenti. — 
Per l= k + 4 un bispinore è equivalente ad un 4-tensore irriducibile 
au]pvolot... di rango k + di che gode delle seguenti proprietà: è antisim-. 
metrico rispetto alle coppie di indici [Au] e [vp], è simmetrico rispetto a tutti 
gli altri, è simmetrico rispetto alla permutazione della coppia [Au] con la coppia. 


1) Gli spinori di rango dispari, invece, realizzano rappresentazioni irri- 
ducibili a due valori del gruppo: una rotazione spaziale di 360° cambia il segno 
degli spinori, e quindi ad ogni elemento del gruppo corrispondono due matrici; 
di segno opposto. 
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‘{vo], dà zero per la contrazione rispetto ad una coppia qualsiasi di indici e dà 
zero nella formazione del tensore duale rispetto a tre indici qualsiasi. 

Generalizzando, per l = k + 2n un bispinore è equivalente ad un quadri- 
tensore irriducibile di rango k -+ 2n, antisimmetrico rispetto a n coppie di 
indici e simmetrico rispetto ai k indici restanti!). 


.$ 20. Equazione di Dirac in rappresentazione spinoriale 


Una particella a spin 1/2 è descritta, nel suo sistema di quiete, 
«da una funzione d’onda a due componenti: uno spinore tridimen- 
‘sionale. Per la sua « origine quadridimensionale » può trattarsi sia 
«di un quadrispinore non puntato che puntato. Per la descrizione 
«della particella in un sistema di riferimento generico sono necessari 
ambedue questi quadrispinori; li denoteremo con E© e 1g): 

Per una particella libera, l’unico operatore, che entra nell’equa- 
zione d'onda, può essere (come già si è detto nel $ 10) soltanto l'ope- 
ratore di 4-impulso p, = idy. In notazioni spinoriali a questo qua- 
drivettore corrisponde l'operatore spinoriale paĝ, per il quale valgono 
le relazioni 


ptt =p, ; = Pz + Po; p?? =p; = Po— Pz» 
; ? (20,1) 
piî=—p,;=Pa—ipy P? = — p; = Pst ipy 


L'equazione d'onda rappresenta una connessione differenziale linea- 
re tra le componenti degli spinori, realizzata mediante l'operatore 
Paĝ- La condizione di invarianza relativistica fissa il seguente siste- 
ma di equazioni: 
peîm; = mE, 
(20,2) 
p; E —mn., 
fa B 


dove m è una costante dimensionale. Introdurre in queste due equa- 
zioni costanti m, e m, diverse (oppure cambiare il segno davanti a m) 
non avrebbe senso, poiché mediante una opportuna ridefinizione di 
5 o di na le equazioni potrebbero essere riportate alla forma di 
prima. 


1) I quadritensori, antisimmetrici rispetto ad un numero maggiore di indici 
(tre, quattro, ecc.), non compaiono in questa classificazione per un motivo eviden- 
te: un tensore antisimmetrico di rango 3 è equivalente (duale) a uno pseudo- 
vettore, un tensore antisimmetrico di rango 4 si riduce a uno scalare (proporzio- 
nale allo pseudotensore unità e^! YP); l'antisimmetria rispetto ad un numero anco- 
ra maggiore di indici nello spazio quadridimensionale è, generalmente, im- 
possibile. 

2) Uno spinore tridimensionale di rango 1 può derivare anche da quadrispi- 
nori di rango dispari più elevato, che nel sistema di quiete diventano antisimme- 
trici rispetto ad una o a più coppie di indici. Queste varianti, tuttavia, portereb- 
bero ad equazioni di grado più elevato (vedi nota a pag. 54). 
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Eliminiamo dalle equazioni (20,2) uno dei due spinori, portando 
nå dalla seconda nella prima equazione 


. 1 . 
Bn, = — peBp E — me, 
prEN = PP RE 
Secondo la (18,4) abbiamo, però, pe8p,j = p°òj, e quindi otteniamo 


(p_m2) E =0, (20,3) 


da dove è evidente che m è la massa della particella. 

Notiamo che il fatto di dover introdurre le masse nella equazione 
d'onda richiede che vengano presi in considerazione simultaneamente 
due spinori (Ẹ% e ng): mediante uno solo di essi è impossibile com- 
porre un’equazione relativisticamente invariante, che contenga un 
qualche parametro dimensionale. Con questo, l'equazione d'onda 
risulta automaticamente invariante per l’inversione spaziale, se si 
definisce la trasformazione della funzione d’onda nella maniera 
seguente: 


P: E in, n; > ie. (20,4) 


È facile vedere che per una tale sostituzione (e per la sostituzione 


simultanea p*f + pġ, evidente dalle formule (20,1)), le due equa- 
zioni (20,2) si trasformano l’una nell’altra. Due spinori, che si tra- 
sformano luno nell’altro per inversione, formano uno spinore a 
quattro componenti, ossia un bispinore. 

L'equazione d’onda relativistica, rappresentata dal sistema (20,2), 
è detta equazione di Dirac (essa fu stabilita da Dirac nel 1928). Per 
successive analisi e applicazioni di questa equazione consideriamo 
le diverse forme, nelle quali essa può essere rappresentata. 

Usando le formule (18,6), trascriviamo le equazioni (20,2) nella 
forma 


(Po + po) n = m$, 
(Po— po) E= mn. 
Qui i simboli Ẹ e n indicano grandezze a due componenti: gli spi- 


nori 
=: 5! sa i 


(il primo con gli indici in alto, il secondo in basso); qui e nel se- 
guito, quando si moltiplicano le matrici o per una qualsiasi gran- 
dezza a due componenti f, si sottintende sempre la moltiplicazione 
secondo la regola matriciale ordinaria 


(0f)a = Caffge (20, 7) 


(20,5) 
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La scrittura di f in forma di colonna verticale (’ 1) corrisponde al 


2 
fatto che ogni riga di ø viene moltiplicata per la colonna f. 
Per comodità di richiami ulteriori scriviamo qui ancora una 


volta le matrici di Pauli 


6 o) È —i\ 1 0 

=u 0)" Fq 0)» c:= (0 Di (24,9) 

e ricordiamo le loro proprietà principali 
050, +00; = 28;h, 
10% da i k (20,9) 

00 = i0;2101+ din 


(vedi III, $ 55). 


Scriviamo anche l'equazione d’onda, cui soddisfa la funzione 
coniugata complessa, composta dagli spinori 


— (£1 ne * 
E = (E, È, nt = nR, 17). (20,10) 
Poiché tutti gli operatori p, contengono il moltiplicatore i, si ha 
ñ = —py. Quando si esegue la coniugazione complessa di ambedue 


Pu 
le parti delle equazioni (20,5) occorre anche tener conto del fatto 
che, essendo le matrici o hermitiane (o* = o), ha luogo la relazione 
(ofja = o&pff = fO ga = (f*0)a, 

e si ottengono le equazioni nella forma 

n° (po + po) = — m$*, 

E° (Po— po) = — m*. (20,11) 
In questa forma di scrittura si sottintende convenzionalmente che 
gli operatori p* agiscono sulla funzione che sta alla loro sinistra. 
La scrittura Ẹ* e n* sotto forma di righe orizzontali corrisponde alla 


moltiplicazione matriciale in queste equazioni: la riga f viene mol- 
tiplicata con le colonne nelle matrici ø: 


(f*0)a = foga. (20,12) 
La trasformazione di inversione per Ẹ*, n* viene definita come 

la coniugata complessa della trasformazione (20,4): 
P: >_in, mi > de. (20,13) 


$ 21. Forma simmetrica dell’equazione di Dirac 


La trascrizione spinoriale dell'equazione di Dirac è la più natu- 
rale, nel senso che in essa si manifesta in modo diretto la sua inva- 
rianza relativistica. Tuttavia, pèr le applicazioni possono rivelarsi 
più comode altre rappresentazioni dell'equazione d'onda, le quali 


e 
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si ottengono mediante una scelta diversa delle quattro componenti 
indipendenti della funzione d’onda. 

Indicheremo la funzione d’onda a quattro componenti con il 
simbolo 4 (con le componenti w;, i = 1, 2, 3, 4). In rappresentazione 
spinoriale questo è un bispinore 


v=(5). (21,4) 


Con lo stesso diritto, però, si può scegliere, come componenti indi- 
pendenti di p, qualsiasi combinazione linearmente indipendente delle 
componenti degli spinori È e n'). Accordiamoci di limitare le possi- 
bili trasformazioni lineari soltanto con la richiesta di unitarietà; 
queste trasformazioni non cambiano le forme bilineari composte di 
de w* (§ 28). 

Nel caso generale di una scelta arbitraria delle componenti di 
y, l'equazione di Dirac si può rappresentare nella forma 


PuVi Va =mwi, 
dove ył (p = 0, 1, 2, 3) sono certe matrici a quattro righe (le matric- 
di Dirac). Di solito, scriveremo questa equazione in forma simbo- 
lica, tralasciando gli indici matriciali, 


(yp — m) Ņ = 0, (21,2) 
dove 


-0 9 i 
YP = Y"Pu = Poy — PY = iv t YV: Y= (yt, y, y). 


Cosí, alla forma spinoriale dell'equazione, con le componenti di 
p della (21,1), corrispondono le matrici?) 


E eL) sa 


come è facile vedere, scrivendo le equazioni (20,5) nella forma 


a a (i) =m (5) 


e confrontando con la (24,2). 
Nel caso generale, le matrici y devono soddisfare soltanto condi- 
zioni, che garantiscano l'uguaglianza p? = m?. Per chiarire queste 
- condizioni, moltiplichiamo» l'equazione (21,2) per yp da sinistra. 


1) ‘Per brevità, parleremo della grandezza a quattro componenti p come di 
un bispinore, anche in rappresentazione non spinoriale. 

2) Qui e nel seguito useremo una forma.abbreviata di scrittura dellè matrici 
a quattro righe mediante matrici a due righe: ogni simbolo nelle espressioni 
(21,3) tappresenta una matrice a due righe. 


7 
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Abbiamo 
(pu) (po) Y =m (pur) Y = mp. 


Poiché p,py è un tensore simmetrico (tutti gli operatori Pu commu- 
tano tra lcro), questa uguaglianza si può trascrivere nella forma 


1 
T PuPy(1Y+ yy) Y = mp, 
da dove si vede che deve aver luogo la relazione 
yP 28 (21,4) 


In tal modo, tutte le coppie di matrici y¥ differenti anticommutano, 
e i quadrati di ognuna di esse sono 


MwY = = (vY 1, (yP =1. (21,5) 


Per una generica trasformazione unitaria delle componenti di 
4 (p = Uy, dove U è una matrice unitaria a quattro righe) le matri- 
ci y si trasformano secondo la formula 


y = UyU-! = UyU* (21,6) 


(cosí che l'equazione (yp — m) p = 0 diventa (yp — m) y = 0). 
Le relazioni di commutazione (21,4) per queste trasformazioni resta- 
no, ovviamente, invariate. 

Delle matrici (21,3) la matrice y° è hermitiana, mentre le matrici 
y sono antihermitiane. Queste proprietà restano anche per qualsiasi 
trasformazione unitaria (21,6), e quindi varranno sempre le rela- 
zioni!) 


y=_-w =y. (21,7) 


Scriviamo anche l'equazione per la funzione coniugata complessa 
y*. Eseguendo la coniugazione complessa dell’equazione (21,2) e 
tenendo conto delle proprietà (21,7) otteniamo 


(— polo — PY— m)yp*=0. 
Scambiamo w* di posto secondo la relazione y*y* = *y* e moltipli- 


chiamo da destra tutte le equazioni pet y°, notando che yy° = —y°y; 
introducendo inoltre il nuovo bispinore 
7 Y = p*y°, Ņ* =py, (21 ,8) 
otteniamo 
(pt m)=0. (21,9) 


Come anche nella (20,11), si supponne che l'operatore p agisca qui 
sulla funzione, che sta alla sua sinistra. La funzione y è detta fun- 


1) Queste uguaglianze si possono scrivere insieme nella forma 
P = pr. (24,7a) 
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zione aggiunta di Dirac (o aggiunta relativistica, oppure, semplice- 
mente aggiunta) della funzione y. Il senso del fattore y° nella sua de- 
finizione consiste nel fatto che (in rappresentazione spinoriale) esso 
scambia di posto gli spinori È* e n*, cosí che nella funzione p = 
= (n*, É*) primo risulta (come anche nella w) lo spinore non puntato, 
e secondo lo spinore puntato; proprio per questa ragione yw è un 
« partner » più naturale (che non y*) di w quando, ad esempio, esse 
figurano insieme nelle diverse combinazioni bilineari (vedi $ 28). 
La trasformazione di inversione spaziale della funzione d’onda 

si può rappresentare nella forma 
P: Pri), p—— ipy. (21,10) 
Nella rappresentazione spinoriale di w la matrice y° scambia di po- 
sto, come deve essere in un'inversione, le componenti di È e n. 
L'invarianza dell’equazione di Dirac rispetto alla trasformazione 


(21,10) è evidente e diretta: operando nella (24,2) la sostituzione 
p —> —p e simultaneamente p + iy®, otteniamo 


(por + py — m) yp =0. 
Moltiplicando questa equazione a sinistra per y° e tenendo conto 
della anticommutatività di y° e y, ritorniamo all’equazione di par- 
tenza. 
Moltiplicando l'equazione (yp — m)w = 0 a sinistra per y, e 
l'equazione Y} (yp + m) = 0 a destra per p, sommandole otteniamo 


PYE (Pub) + (Pu) vw = pu Pyry) = 0, 


dove le parentesi indicano a quale funzione si propaga l’azione dell’o- 
peratore p. L’uguaglianza ottenuta ha la forma dell'equazione di 
continuità ô j” = 0, e quindi la grandezza 


j” = pyp = (p*p, d*7°Y)) (21,11) 


rappresenta il quadrivettore densità di corrente di particelle. Notia- 
mo che la componente temporale di questo vettore j° = p* è de- 
finita positiva. 
L'equazione di Dirac si può rappresentare anche in una forma, 
risolta rispetto alla derivata temporale, 
5° Hy, (21,12) 
dove H è l’hamiltoniano della particella!). Per fare questo è suffi- 


1) Per una particella a spin 0 l'equazione d’onda non poteva essere rappre- 
sentata in questa forma: l’equazione (10,5) per lo scalare p è del secondo ordine 
rispetto al tempo, e il sistema (10,4) di equazioni del primo ordine per la grandez- 
za a cinque componenti (p, ,) non contiene le derivate rispetto al tempo di 
tutte le componenti. 
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ciente moltiplicare l’equazione (24,2) a sinistra per y°. Per l’hamil- 
toniano si ottiene l’espressione 


H = ap + pm, (21,13) 


dove sono state introdotte le notazioni universalmente accettate per 
le matrici che vi figurano: 


a-vy B=r°. (21,14) 
Notiamo che 
CU + Ape; = 20;n, Bat aB=-0, B°=1, (21,19) 


cioè, tutte le matrici a, B anticommutano tra loro, e i loro quadrati 
sono uguali a 1; tutte queste matrici sono hermitiane. In rappresen- 
tazione spinoriale 


a= (0 i: R h gl (21,16) 


i 


Nel caso limite di piccole velocità la particella deve essere descrit- 
ta, come anche nella teoria non relativistica. da un solo spinore bi- 
componente. Effettivamente, passando nelle equazioni (20,5) al 
limite p — 0, e + m, otteniamo È = n, cioè i due spinori, che com- 
pongono il bispinore, coincidono. Qui, però, si manifesta uno svan- 
taggio della forma spinoriale di scrittura dell'equazione di Dirac: 
nel passaggio al limite restano differenti da zero tutte le quattro 
componenti di yw, sebbene, in realtà, solo due di esse siano indipen- 
denti. La rappresentazione più comoda della funzione d'onda w 
risulta essere quella, in cui nel limite due delle componenti si annul- 
lano. 

In relazione a questo, introduciamo, al posto di È e n, le loro 
combinazioni lineari ọ e Yy: 


P) 1 1 

== ` == = E+- . fa 7 È . 21,17 
Y} A eg n) x vi n. ( ) 
Allora per una particella a riposo si avrà x = 0. Questa rappre- 
sentazione di p verrà chiamata rappresentazione ordinaria (o stan- 
dard). Per l'inversione ọọ e y si trasformano come segue: 


P: p — i, x% —— iy. (21,18) 
Le equazioni per g e y si ottengono moltiplicando e sottraendo le 
equazioni (20,5) 
@— poy = mọ, 
PoP l pox P (21,19) 
— Po% + POP == MY. 
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Da qui si vede che alla rappresentazione ordinaria corrispondono le 
matrici 
A 1 0 { 0 o 10 a TET 
PEN el Y=\-0 0’ e= {a 0)" (24520) 
Poiché nella (21,17) si sommano separatamente le prime e le 
seconde componenti di È e n, nella rappresentazione standard, come 
anche nella rappresentazione spinoriale, le componenti y; e yz cor- 
rispondono agli autovalori della proiezione dello spin 41/2, e p, e 
‘, della proiezione —1/2. In ambedue queste rappresentazioni, dun- 
que, la matrice 1/22, dove 
E 24,24 
= \o oj’ (rest) 
rappresenta l'operatore tridimensionale di spin: applicando 1/22, 
al bispinore, che contiene solo le componenti wi, p3 0 Yo, yy, il bispi- 
nore viene moltiplicato per --1/2 o —1/2. In una rappresentazione 
generica questa matrice può essere scritta nella forma 


Z= —ay= —3 [ca] (21,22) 
(per la definizione di y5, vedi più avanti la (22,14). 


PROBLEMI 


4. Trovare le formule di trasformazione della funzione d'onda per una tra- 
sformazione infinitesima di Lorentz e per una rotazione spaziale infinitesima. 

Soluzione. Nella rappresentazione spinoriale di +, per una trasformazione 
infinitesima di Lorentz, si ha 


8=(1-3 sòr) E, n'=(1+3 067) n 


(vedi (18,8), (18,8a) e (18,10)). Ambedue le formule possono essere riunite 
e scritte nella forma 


pz 1 
m = (1—5 aP ) y. (1) 
Analogamente, la legge di trasformazione per una rotazione infinitesima è 
r i á 
m =(1+5 20) y. (2) 


In questa forma le formule sono valide per qualsiasi rappresentazione di p, se 
per © e X si intendono le matrici in quella stessa rappresentazione. 

È facile verificare che le matrici @ e E sono le componenti di un « quadri- 
tensore matriciale » antisimmetrico 


H= (yhy — yy = (a, 12) 
(l’elencazione delle componenti è fatta secondo la regola (19,15)). Introduciamo 


anche il tensore infinitesimo antisimmetrico SelY = (ôF, 80). Allora 
o” ôeuy = 21260 — 2087, 
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e le due formule (1—2) possono venir trascritte in una forma unitaria 
x 1 
w= (143 env ) v 3 


; 2. Scrivere l'equazione di Dirac in una rappresentazione, nella quale essa 
'non contenga coefficienti complessi (E. Majorana, 1937). 
Soluzione. Nella rappresentazione standard, nell’ equazione 


ð ð ô ð 
maaa prin Se e E — A = 
(3 +ax dr Pay ta +imB) 0 


sono complesse solo le matrici a,, e if. Questa complessità può essere rimossa 
operando una trasformazione p' = Up in conseguenza della quale la matrice 


complessa ay si scambi di posto con la matrice reale f. Per questo, occorre porre 


Ve (ay +B) = UM. 


Allora 
as = UaU = — ax; ay=ß, a, = — a, P =Qy, 


e l'equazione di Dirac assume la forma 


ô d ô dia in 
(uc +87 + may) Y = 


nella quale tutti i coefficienti sono reali. 


$ 22. Algebra delle matrici di Dirac 


Nei calcoli connessi con l'equazione di Dirac si fa largo uso delle 
matrici y, senza ricorrere alla loro forma concreta in questa o in 
quella rappresentazione. Le regole dell’uso di queste matrici sono 
interamente determinate dalle relazioni di commutazione 


ql + yy = 2h (u, v=0, 1, 2,3), (22,1) 


che determinano tutte le loro proprietà generali. 

In questo paragrafo, riporteremo una serie di formule e di regole 
dell’algebra delle matrici y, che risulteranno utili in diversi cel- 
coli. i 
Il « prodotto scalare » delle matrici y per se stesse è guyy#y” = 4. 
Per abbreviare la scrittura introdurremo, per analogia con le com- 
ponenti covarianti’ dei quadrivettori, la notazione Yp = guy. 
Allora 

Vu = 4. (22,2) 


Se invece le matrici yy e y* sono separate da una o più matrici y, 
allora, mediante una o più trasposizioni dei fattori (usando la rela- 
zione (22,1)), si possono portare le matrici yy e y¥ in posizione con- 
j uindi eseguire la somma (su u) secondo la (22,2). In questo 
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modo, si ottengono le seguenti formule: 
Valona 
Puye = Ag”, 
Li di di == sa O 
Pu YAY pop = 2 (Ye + PYY?) 
Di solito i fattori y*, . . . figurano in combinazione con diversi 


quadrivettori sotto forma di « prodotti scalari ». In seguito, useremo 
molto la notazione 


(22,3) 


a=ya=%Ya,. (22,4) 
Per questi prodotti le formule (22,1) assumono la forma 
ab+ba=2(ab), aa=a2, (22,5) 


e le formule (22,3) la forma 
yuayt = — 2a, 
yua byt = 4 (ab), 
Puo Mi ( b), _ (22,6) 
yab eyt = — 2cba, 
yuadbedyi=2(dabce+c dad). 
Un'operazione largamente diffusa è il calcolo della traccia del. 
prodotto di un certo numero di matrici y. Consideriamo le grandezze 


È 1 
quien — Tr (pipe... yUn). (22,7) 


In forza di una nota proprietà della traccia di un prodotto di matri- 
ci, questo tensore è simmetrico rispetto a permutazioni cicliche degli 
indici WH - | | Hn- 

Poiché le matrici y hanno la stessa forma in qualsiasi sistema di 
riferimento, anche le grandezze 7 non dipenderanno dalla scelta del 
sistema. Quindi esse formano un tensore, che è espresso solo attra- 
verso il tensore metrico g,y, che gode di questa proprietà. 

Mediante i tensori di secondo rango g,y si possono comporre solo 
tensori di rango pari. Già da qui discende che la traccia del prodotto 
di un numero dispari qualsiasi di matrici y è uguale a zero. In par- 
ticolare, è zero la traccia di ciascuna delle matrici y!) 


Tr ye = 0. (22,8) 


La traccia della matrice unità a quattro righe (che si suppone 
appartenente alla parte destra della relazione di commutazione (22,1)) 


1) La traccia di una matrice è invariante rispetto alle trasformazioni y = 
= UyU-4. Quindi la (22,8) è evidente anche dalle espressioni concrete delle 
matrici (21,3). 
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è uguale a 4. Quindi, calcolando la traccia di ambedue i membri 
della (22,1), troviamo 


TU = gw, (22,9) 
La traccia del prodotto di quattro matrici è 
TY — għugvo — gioguo + gioguo, (22,10) 


Questa formula si può ottenere, ad esempio, « trasportando » nell’e- 
spressione Try}y#y"y? il fattore y* a destra, usando la relazione di 
commutazione (22,1); dopo ogni permutazione compare uno dei mem- 
bri che figurano nella (22,10): 


TRUVP — IgM TY? — TPVP _ 2ghu gvo — TRE, 


e cosí via. Dopo tutte le permutazioni a destra resterà — TW — 
= —TM, che trasporteremo a sinistra. In questo stesso modo, il 
calcolo della traccia del prodotto di sei matrici y si riduce al calcolo 
delle tracce dei prodotti di quattro fattori, e cosí via. Cosí 


Tauvpot — ghe Tweet — gr vTupot + ghe Tuvot a groTuvot i ghi Tuvpo. 
(22,11) 


Notiamo che tutte le tracce 724... sono reali e che sono differenti 
da zero solo se ciascuna delle matrici y°, yt, . . . figura nel prodotto 
un numero pari di volte; ambedue questi fatti sono evidenti dalle 
formule ottenute. Da qui, a sua volta, è facile arrivare alla conclusio- 
ne che la traccia non cambia per una variazione dell'ordine dei 
fattori nell’ordine opposto!): 


pM...00 _ pop. hd (22,12) 


Come è già stato detto, i fattori y compaiono, di solito, sotto 
forma di « prodotti scalari » con dei quadrivettori. In questi casi, 
adesempio, le formule (22,9) e (22,10) significano che 


1 AA 
zh ab = ab, 


(22,13) 


N 


+ Tr â bcà = (ab) (ca) — (ac) (bd) + (ad) (be). 
Un ruolo particolare è svolto dal prodotto y°y!y?y?. Per esso è 
accettata una notazione speciale: 


= — ipi. (22,14) 


1) Effettivamente, poiché (per qualsiasi matrice M) si ha TrM = TrM, 
allora (tenendo conto anche del fatto che la traccia è reale) abbiamo 


Tr (yè... yY) = Tr (y... y Tr... y}+), e, poiché ciascuna delle 
matrici è o hermitiana o antihermitiana (Cati = +y”) e compare nel prodotto 
un numero pari di volte, allora la (22,12) è evidente. 
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È facile vedere che 
veg =, Oi (22,15) 
cioè la matrice yë anticommuta con tutte le matrici y*. Nei confronti 
delle matrici a e P valgono le regole 
ay —ya=0, By +:9=0 (22,16) 


(la commutatività con a discende dal fatto che @ = y°y è un prodotto 
di due matrici y*). 
La matrice y5 è hermitiana; in effetti 
yit = iptay = — ivo, 
e poiché la successione 3240 si riconduce alla successione 0123 me- 
diante un numero pari di permutazioni, vale la relazione 


yt =g. (22,17) 


Riportiamo anche la forma concreta di questa matrice in due 
rappresentazioni: 
—1 0 
|: 


PE g 
spinoriale y -{ 01 


, 0—1 (22,18) 
standard yř = La 0) 2 
La traccia della matrice yë è uguale a zero: 

Try = (22,19) 


(questo è evidente direttamente dalla (22,18)). Sono uguali a zero 
anche le tracce dei prodotti y5y4y”. Per i prodotti di y5 per quattro 
fattori y*, invece si ha 


3 Tr ppt ye = ivo. (22,20) 
Notiamo ancora la formula 
Ñ = iy5abc, N” = eMuvoa,byco, (22,21) 


che si verifica se ab = ac = be = Q. 


PROBLEMA 


Trovare 1/4 Tr yy Py Ort = ARUVOOT, 
Soluzione. Usando la regola di commutazione (22,1) e la formula (22,20) 
riduciamo la traccia cercata alla forma 


AAHVPOT = — 2i pr uvooT + AVBRIOP, 
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dove 
prHvpoT = e^ UVP gOT S e^BVO pT p eMUVIgPO _ eVTOP ÀN sE eH TOPGAN ATOPghv, 


Per le proprietà di ciclicità e per la formula (22,12) si ha ĄVYPATOP — ĄABYeoT; 
in questo modo si trova che 
ARHVPOT _ _ iBABYeOT 


$ 23. Onde piane 


Lo stato di una particella libera di impulso e energia dati è 
descritta da un’onda piana, rappresentabile nella forma 


bo = upet?*. (23,1) 


L'indice p indica il valore dell’energia-impulso; l'ampiezza d’onda 
üp è un bispinore normalizzato in un determinato modo. 

Per la seconda quantizzazione, accanto alle funzioni d'onda 
(23,1), saranno necessarie le funzioni a « frequenza negativa », che 
compaiono nella teoria relativistica, come è stato spiegato nel $ 11, 
in relazione ai due valori della radice +} p?-+ m?. Come già nel 
$ 11, per e intenderemo ovunque la quantità positiva e = 
= + V p? -F m?, e quindi la « frequenza negativa » è —e; cambiando 
anche il segno di p, si ottiene una funzione, che è naturale denotare 
con )p gi 

p-p = — upe”, (23,2) 
V2e 
Il senso di queste funzioni sarà chiarito nel $ 26. In seguito scrive- 
remo parallelamente le formule per pp e p-p. 

Le componenti delle ampiezze bispinoriali up e v_p soddisfano î 

seguenti sistemi di equazioni algebriche: 


(p—m) up=0, 

(p+m)u_p=0, 

che si ottengono sostituendo le (23,1-2) nell'equazione di Dirac (que- 
sta operazione si riduce alla sostituzione dell’operatore p con +p)'). 
La relazione p? = m? è la condizione di compatibilità di ciascuno dei 


sistemi. Noi normalizzeremo sempre le ampiezze bispinoriali con 
le condizioni invarianti 


(23,3) 


Upüp = 2m 
a (23,4) 
Upi, = — 2m 

1) Scriviamo anche i sistemi analeghi che si ottengono dall’equazione di 
Dirac (21,9) per la funzione aggiunta: 


up(p—m)=0, u_p(p+m)=0. (23,38) 
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(dove la lineetta sopra la lettera indica, come dappertutto, la coniu” 
gazione di Dirac: u = u*°). Moltiplicando le equazioni (23,3) a 
sinistra per U+», otteniamo (Us pVU+p) p = 2m? = 2p?, da dove si 
vede che 


U pYUp = U-pYU-p = 2p. (23,5) 


Notiamo che il passaggio dalle formule per u alle formule per u-p 
viene fatto mediante il cambiamento di segno di m. 
Il quadrivettore densità di corrente è 


è. = 
j = Panta = Vaia È, (23,6) 


cioè j! = (1, v), dove v = p/e è la velocità della particella. Da qui 
si vede che le funzioni pp sono normalizzate con «una particella 
nell’unità di volume V = 1». 

In forza delle equazioni (23,3) le componenti dell’ampiezza d'on- 
da sono legate fra loro da alcune relazioni, la cui forma concreta di- 
pende, ovviamente, dalla rappresentazione concreta di y. Troviamo 
queste relazioni per il caso della rappresentazione standard. 

Dalle equazioni (21,19) per un'onda piana abbiamo 


(e—m)ọ— poy=0, 
(e+m)x--pop=0. 


Da queste uguaglianze troviamo la relazione tra @ e y in due forme 
equivalenti: 


(23,7) 


= x, x (23,8) 


(l'equivalenza di queste formule è evidente: moltiplicando la prima 
di esse a sinistra per po/(e + m) e tenendo conto del fatto che (po)? = 
= p? e 8°? — m? = p’, otteniamo la seconda uguaglianza). Il fattore 
comune in ọ e y viene scelto in modo da soddisfare la condizione di 
normalizzazione (23,4). Per up (e analogamente per u_,) otteniamo 
le espressioni 


=( Ve+mw eri 
asi V £=m (no) w Bi VeFmw 


(la seconda formula si ricava dalla prima cambiando il segno davanti 
a me sostituendo la notazione w + (no) w'). Qui n è il versore del 
vettore p, e w una grandezza arbitraria a due componenti sottoposta 
soltanto alla condizione di normalizzazione 


ww = 1. (23,10) 


(23,9) 


110 CAPITOLO III 


Per u = u*° (y° dalla (21,20)) abbiamo 
up=(Vetmuw*, —Ve-mu*(no)), 
un=(Ve-muw'*(n0), —Ve+muw'*), 


e moltiplicando ci possiamo convincere che effettivamente u,pu+p= 


= +2m. 
Nel sistema a riposo, cioè per € = m, abbiamo 


(23,11) 


w 


paaa — {0 
up=V2m (5) j ü.p=\V 2m a ; (23,12) 
cioè w è uno spinore tridimensionale, al quale si riduce, nel limite 
non relativistico, l'ampiezza di ciascuna delle onde. Notiamo che 
nel bispinore u_,, nel sistema di quiete, si annullano le seconde due 
componenti, e non le prime. Questa proprietà delle soluzioni dell'e- 
quazione di Dirac a « frequenza negativa » è evidente a priori: po- 
nendo nella (23,7) p = 0 e sostituendo e con —m, otteniamo ọ = 0!). 
L’ampiezza dell'onda piana contiene una grandezza arbitraria 
a due componenti. In altre parole, per una data quantità di mo- 
to esistono due stati indipendenti differenti corrispondenti ai due 
valori possibili della proiezione dello spin. La proiezione dello spin 
su un asse qualsiasi z non può, tuttavia, avere un valore determina- 
to. Questo è già evidente dal fatto che l’hamiltoniano della particella 
di impulso p (cioè la matrice H = ap + fim) non commuta con la 
matrice 2, = —ia,@y. In accordo con le affermazioni generali, 
fatte nel $ 16, si conserva, tuttavia, l’elicità A, cioè la proiezione 
dello spin sulla direzione di p: l’hamiltoniano commuta con la ma- 
trice nÈ. 
Agli stati di elicità corrispondono onde piane, in cui lo spinore 
tridimensionale w = w® (n) è un’autofunzione dell'operatore no: 


+ (no) w = Aw). (23,13) 
La forma esplicita di questi spinori è 


e-i9/2 cos + — e-i? sen 2 
wA=1/2) — ; wôê=-1/2) — ; 


et9/2 sen 2 et9/2 cos LI 
(23,14) 


1) In rappresentazione spinoriale abbiamo invece È = —n al posto della 
relazione È = n, che è valida nel sistema di quiete per le soluzioni a « frequenza 
positivà ». 
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dove 8 e p sono l'angolo polare e azimutale della direzione indivi- 
duata da n rispetto al sistema fisso di coordinate ayz!). 

Un'altra scelta possibile dei due stati indipendenti di una parti- 
cella libera di dato p (più semplice, anche se meno intuitivo) cor- 
risponde ai due valori della proiezione z dello spin nel sistema di 
quiete; indichiamo questa proiezione con 0. Gli spinori corrispon- 
denti sono 


A w(0=-1/2) = i - (23,15) 
0} 1 


Le due soluzioni linearmente indipendenti a « frequenza negativa» 


vengono scelte sotto forma di onde piane, nelle quali figurano gli 
spinori tridimensionali 


uo’ = — ow = 20iw9 (23,16) 


u(0=1/2) = ( 


(il senso di tale scelta verrà chiarito nel $ 26). 


PROBLEMI 


4. Ottenere la funzione d'onda (23,9) mediante la trasformazione diretta di 
Lorentz partendo dal sistema di quiete. 

Soluzione. La formula di trasformazione per la velocità finita V del sistema 
di riferimento K’ rispetto al sistema K si ricava dalla formula (1) del problema 1 
$ 24 in maniera analoga a come la (18,13) si ricava dalla (18,12): 


-Zya 


y'= 2 p= (chash E) y 


dove v è il versore del vettore V, e thọ= | F |; secondo questa stessa formula 
si trasforma anche l'ampiezza bispinoriale u. Se K è il sistema di quiete della 
particella, e nel sistema X' essa ha la quantità di moto p, allora V = —p/e, 


da cui 
yi Lay ir 
che 2m ’ si 2m ` 

Prendendo u dalla (23,12) e usando la matrice @ nella rappresentazione standard, 
otteniamo per u’ l’espressione (23,9). 

2. Nel sistema di quiete lo spin di una particella libera si conserva, e la sua 
funzione d'onda (in rappresentazione standard) ha in tutto due componenti, che 
corrispondono ai valori +4/2 della proiezione dello spin su un asse fissato z. 


1) La soluzione delle equazioni (23,13) può venire moltiplicata per un fattore 
di fase qualsiasi; questo fatto è connesso con la possibilità di una rotazione 
arbitraria attorno alla direzione n. A questa arbitrarietà corrisponde un’arbitra- 
rietà dell'angolo y nella trasformazione III (58,6) (per ottenere la (23,14) dalle 


formule III (58,6) occorre in queste ultime porre le componenti dello spinore 
senza apice uguali a ( i oppure a ( i IE questo corrisponde a dati valori della 


proiezione dello spin sull'asse ¢. Occorre, inoltre, sostituire gli angoli a, f, y 
con gli angoli ọ, 0, 0). 
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Trovare la rappresentazione, in cui la funzione d'onda (onda piana) in qualsia- 
si sistema di riferimento abbia in tutto due componenti, corrispondenti a valori 
determinati della stessa caratteristica fisica dello stato, cioè la proiezione dello 
spin nel sistema di quiete (L. Foldy, S. A. Wouthuysen, 1950). 

Soluzione. Partendo dall’ampiezza up nella rappresentazione standard (23,9), 
cerchiamo la trasformazione unitaria voluta nella forma U = eWY”, dove n è il 
versore del vettore p, e W una grandezza reale (poiché y+ = — y, automatica- 
mente si ha U+ = U-1). Sviluppando in serie e tenendo conto che (yn)? =—1, 
rappresentiamo U nella forma 


U = cosW + yn senW. 


In forza della condizione che nell’ampiezza trasformata u’ p= Uup le seconde 


due componenti si annullano, troviamo tg W = | p{/(m + e), ovvero 
Ipl 1 ip! 
W =arctg mre arctg a 


Nella nuova rappresentazione 
—_ w 
up=V 2e ( 0 ) . 
Nella nuova rappresentazione l’hamiltoniano assume la forma 


H'=U(0p+fm)U-1= fe 


(tutte le matrici B, a, y sono prese nella rappresentazione standard). Questo 
hamiltoniano commuta con la matrice 


o 0 
J= 5=— , 
y (o >) 7 


che rappresenta, nella nuova rappresentazione, l'operatore di una grandezza 
conservativa: lo spin nel sistema a riposo. 


$ 24. Onde sferiche 


Le funzioni d’onda degli stati di una particella libera (a spin 1/2) 
con dati valori j del momento angolare sono onde spinoriali sferi- 
che. Determiniamo la loro forma; a questo scopo ricordiamo preven- 
tivamente le formule analoghe della teoria non relativistica. 

La funzione d'onda non relativistica è uno spinore tridimensio- 


1 
nale p= (ti . Per uno stato con dati valori dell’energia (e insieme 


della quantità di moto p!)), del momento angolare orbitale Z, del 
momento angolare totale j e della sua proiezione m, la funzione d’on- 
da ha la forma 


p= Rp: (r) Qim (9, Ẹ). (24,1) 


Le grandezze Q;;m che costituiscono la sua parte angolare sono spi- 
nori tridimensionali, le cui componenti (per i due valori J =l 1/2, 


1) In questo paragrafo p significa | p |. 


i 
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possibili per un dato /) sono date dalle formule 


a 
VV Yi, m-1/2 
Q41/2,1,m= Per ’ 
VI YI, m4-1/2 
jom+1 
-y pil Yi, m-1/2 


y itmi y 

IFZ tl, m2 

(vedi III, $ 106 pag. 506). Chiameremo le grandezze I; im spinori 
sferici. Essi sono normalizzati con la condizione 


| RiimOirrme do = 8ji mn (24,3) 


(24,2) 


Qiie, l, m= 


Le funzioni radiali Rp; costituiscono il fattore comune delle due 
componenti dello spinore p e sono date dalla formula III (33,10): 


Rp= y Jı+17/2 (pr). (24,4) 


Queste funzioni sono normalizzate con la condizione 
0 
| RR dr=8(p'— p). (24,5) 
0 


Tornando al caso relativistico, ricordiamo innanzitutto che per 
una particella in moto non valgono separatamente le leggi di con- 
servazione dello spin e del momento angolare orbitale: gli operatori 
s e l separatamente non commutano con l’hamiltoniano. Come pri- 
ma, tuttavia, si conserva (per una particella libera) la parità di sta- 
to. Per questa ragione, il numero quantico / perde il senso di gran- 
dezza che indica un dato valore del momento angolare orbitale, ma 
esso continua a determinare (vedi più avanti) la parità di stato. 

Conveniamo di considerare la funzione d’onda cercata (un bispi- 


nore) nella rappresentazione standard y = ( . k Rispetto alle rota- 


zioni e y si comportano come degli spinori tridimensionali. Quindi 
la loro dipendenza angolare è data dai medesimi spinori sferici I; im 
Sia @ © L;im, dove Z ha un determinato valore tra i due possibili: 
j + 1/2 oppure j — 1/2. Per l'inversione @ (r) + ip (—r) (vedi 
(21,18)) e poiché Q;im (—n) = (-A1)°Q;im (n), si ha 


P(r) > i(-1)9 (r). 


Le componenti di x per l'inversione si comportano, invece, come 
x (r) > — ix (—r). Affinché lo stato abbia una parità determinata 
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(cioè, affinché per l'inversione tutte le componenti vengano molti4 
plicate per uno stesso fattore) è necessario, quindi, che la dipendenza 
angolare di y sia determinata da spinori sferici Qjym con il secondo 
(dei due possibili) valore di l: poiché questi valori si differenziano 
di 1, abbiamo (—1)" = — (—1)?. 

La dipendenza radiale di ọ e y verrà determinata dalle stesse 
funzioni Rp: e Rpr (con valori Z e l’, corrispondenti all’ordine delle 
funzioni sferiche che entrano in Q;im). Questo è chiaro già dal fatto 
che ogni componente di p soddisfa l'equazione del secondo ordine 
(p? — m?) p = 0, la quale, per un dato valore | p |, ha la forma 


(A+ p’) y = 0, 
che coincide formalmente con l'equazione non relativistica di Schrö- 
dinger per una particella libera. 
Quindi 
P=ARpRjim X= BR pjm (24,6) 
e restano da determinare i coefficienti costanti A e B. Per fare questo, 
consideriamo una regione dello spazio molto lontana, in cui l'onda 


sferica si possa considerare come piana. Secondo la formula asinto- 
tica III (33,12) 


T i Lilo ZO if E 
Rpg) eh, an 


cosí che ọ rappresenta la differenza di due onde piane, che si propa- 
gano nelle direzioni + n(n = r/r). Per ciascuna di esse, secondo 


la (23,8), abbiamo 


ap 
t= rpm 0: 


Da quanto detto sopra (le formule (24,6)) è, a priori, chiaro che 
(no) Qjim =aQjrm: dove a è una costante. E facile determinare 
questa costante confrontando i valori dei due membri dell’uguaglian- 
za per m = 1/2 dirigendo n lungo l’asse z. Usando la (7,2a) tro- 
viamo 


(n0) QLjim = -Q tm- (24,8) 
Riunendo le formule scritte e confrontando con la (24,6), otteniamo 
ne P 
Sa A. 


Infine, il coefficiente A si ricava dalla normalizzazione generale di 
p. Normalizzando Ņ con la condizione 


| Primi im dx = Ôj Ômm è (P — P’), (24,9) 
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troviamo il risultato finale 
i 1 | Vetm Rp:Ljim 
jl C =: RA 
tà ye SV m BorQjvm 


In tal modo, per dati valori di j e m (e dell’energia e) esistono due 
stati, che si differenziano per la parità. La parità è determinata in 
modo univoco dal numero l, che prende i valori j + 4/2: per l'in- 
versione il bispinore (24,10) viene moltiplicato per i (—1)!. Le čom- 
ponenti di questo bispinore, tuttavia, contengono funzioni sferiché 
di tutti e due gli ordini Z e l’; questo fatto esprime la mancanza di 
un valore determinato del momento angolare orbitale. i 

Per r + co in ogni piccola regione dello spazio, le onde sferiche 
(24,7) si possono considerare come onde piane di impulso p = +pn. 
Per questo è chiaro che le funzioni d’onda nella rappresentazione 
degli impulsi si differenziano dalla (24,10), principalmente per la 
mancanza dei fattori radiali e per l'assegnazione a n del significato 
di direzione della quantità di moto. 

Per passare direttamente alla rappresentazione degli impulsi 
occorre calcolare la trasformata di Fourier: 


Pp) = | yir) eie dz. (24,11) 


L'integrazione si esegue ricorrendo alla formula dello sviluppo di 
un'onda piana in serie di onde sferiche!): 


) , P=2j-1. (24,10) 


oo L 
mr (2m)? 
er S J) Ral) Yin (2) Y m (2). (24,12) 
i=0 m=-l 
Rappresentiamo il fattore e-i’* nella (24,11) sotto forma di una serie 
di questo tipo e tenendo conto della (24,5), per le componenti di 
Fourier della funzione 


Y (r) = Rp: (r) Lim (=) , 
otteniamo 
p= A Sip p Ym (2) | Qan ($) Yi (2) 


L'integrale in questa espressione è uguale ai coefficienti delle fun- 
zioni sferiche nella definizione degli spinori sferici (24,2), e insieme 
con il fattore Ym (p'/p') forma nuovamente il medesimo spinore 
sferico, ma di argomento p'/p', 


, 2 3/2 , ja i 
pp) = 8 (p—p)i Oyim (2>). 


1) Vedi III (34,3). 
gs» 
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Applicando questo risultato alla funzione d'onda bispinoriale 
(24,10), troviamo questa stessa funzione nella rappresentazione 
degli impulsi 


. 372 (VEF Mi" Rm (Pp) 
mainar n (E 
pitm( (p'— P) pV2e \Ve-mi-lQum(p'/P') 


Gli stati | pjIm) coincidono con gli stati|pjm |A |) considerati 
nel $ 16 (dove | A | = 1/2): sia questi che quelli hanno valori di pjm 
e di parità determinati. Per questo gli spinori sferici Q;im sono con- 
nessi, in modo determinato, alle funzioni DË, (sia i primi che le 
seconde dipendono dall’argomento p/p). Per p +0 le funzioni d'onda 
(24,13) si riducono agli spinori tridimensionali jim, la cui parità è 
P=n(-4) (dove n = i è la « parità interna » dello spinore). Con- 
frontando con i risultati del $ 16, si arriva alla formula seguente: 


Qjim =i VEL (w DDP jom + wD Dm) (24,14) 


) . (24,13) 


(per l = j + 1/2), dove w® sono gli spinori tridimensionali (23,14). 


$ 25., Legame dello spin con la statistica 


La seconda quantizzazione del campo associato a particelle a 
spin 1/2 (cioè del campo spinoriale) viene eseguita allo stesso modo 
che per il campo scalare ($ 11). 

Senza ripetere di nuovo tutti i ragionamenti, scriviamo diret- 
tamente le espressioni per gli operatori del campo, in tutto analoghe 
alle formule (14,2): 


1 -į A 
= di Va (apot poe?” + bpolt-p-ge'P*), 
po 


Ve 
ak 1 pri ipx z -ipx 
p=yp'y= 2777 Corot” +bpot_p-oe P*); _ (25,1) 
po 


la somma viene fatta su tutti i valori della quantità di moto p e sui 
valori della proiezione dello spin o = +-41/2. Gli operatori di distru- 
zione di antiparticelle bpo (come anche gli operatori di distruzione 
di particelle apo) compaiono sotto forma di coefficienti nelle fun- 
zioni, che, per la loro dipendenza orbitale (ei?”), corrispondono ad 
uno stato di impulso p!). 

Per calcolare l’hamiltoniano del campo spinoriale non è necessa- 
ria la definizione del tensore di energia-impulso corrispondente (come 


1) Sia le une che le altre funzioni corrispondono agli stessi valori o della 


proiezione dello spin nel sistema di quiete; per le funzioni P_pmo questo verrà 
mostrato nel $ 26 (vedi la formula (26,10)). 
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per il campo scalare), poiché in questo caso esiste l’hamiltoniano di 
una particella, mediante il quale si può scrivere l'equazione d’onda 
(equazione di Dirac) (24,12). L’energia media di una particella nello 
stato con funzione d’onda w è l'integrale 


p d A = 
f y*Hy d'r =i f pê dr=i { PE dr. (25,2) 


Notiamo che la « densità d’energia » (l’espressione integranda) non 
è qui una grandezza definita positiva. 

Sostituendo nella (25,2) le funzioni y ep con gli operatori corri- 
spondenti, tenendo conto dell’ortogonalità reciproca delle funzioni 


d'onda di p o o differenti, e anche della relazione UspolUxpo= 2e 
per le ampiezze d’onda, otteniamo l’hamiltoniano del campo nella 
forma 


H= Z e (atcaro— bpobio). (25,3) 


Da qui è chiaro che, nel caso considerato, la quantizzazione deve 
essere fatta secondo Fermi: 


faro, aio}. = 1, {bpo; bjo}+ = 1, (25,4) 


e tutte le coppie di operatori a, a*, b, b* anticommutano (vedi III, 
$ 65). Effettivamente, l’hamiltoniano (25,3) si trascrive nella forma 


H= 3 e (ap0ap0 + biobro — 1), 


po 


e gli autovalori dell’energia (omettendo, come sempre, la costante 
additiva infinita) sono 


E= X e (Npo + Nyo), (25,5) 
P 
cioè risultano, come doveva essere, quantità definite positive, Nella 


quantizzazione secondo Bose dalla (25,5) avremmo ottenuto degli 
autovalori privi di senso non definiti positivi 


DI e (Npo— N po). 
Un'’espressione analoga alla (25,5) 


P=) p (N po +N po) (25,6) 


si ottiene anche per la quantità di moto del sistema, cioè per gli 
autovalori dell'operatore (wp dx. 
L'operatore quadridimensionale di corrente è 


j” = pr (25,7) 
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e per l’operatore di « carica » del campo, otteniamo 
Q= | Prp dz = S) (azaro + bobo) = J) (aoao — biobpo +1), 


po po 
(25,8) 
e i suoi autovalori sono 


Q=% (Npo— N po). (25,9) 


In tal modo, noi torniamo di nuovo alla rappresentazione di par- 
ticelle e antiparticelle, alle quali si riferisce tutto quanto è stato 
detto a questo proposito nel $ 11. 

Tuttavia, mentre le particelle a spin 0 sono bosoni, le particelle 
a spin 1/2 sono fermioni. Se si investiga l’origine formale di questa 
differenza, si vedrà che essa sorge in relazione alla differenza nel 
carattere delle espressioni della « densità d’energia » per il campo 
scalare e spinoriale. Nel primo caso questa espressione risulta defi- 
nita positiva, e quindi nell’hamiltoniano (114,3) ambedue i membri 
(ata e bbt) entrano col segno positivo. Per garantire la positività 
degli autovalori dell’energia la sostituzione di bb* con btb deve 
essere operata senza cambiare il segno, cioè secondo la regola di 
commutazione di Bose. Nel caso del campo spinoriale, invece, la 
« densità di energia » non è una quantità definita positiva, e per 
ottenere che i suoi autovalori siano definiti positivi è necessario 
operare la sostituzione di bb* con b*b simultaneamente col cam- 
biamento di segno, cioè secondo la regola di commutazione di Fermi. 

D'altra parte, la forma della densità d’energia è direttamente 
legata alle proprietà di trasformazione della funzione d’onda e alla 
richiesta di invarianza relativistica. In questo senso si può dire che 
anche il legame dello spin con la statistica, alla quale sottostanno le 
particelle, è una conseguenza diretta di queste richieste. 

Dal fatto che le particelle a spin 1/2 sono fermioni discende anche 
la seguente affermazione generale: tutte le particelle a spin seminte- 
ro sono fermioni, e tutte le particelle a spin intero sono bosoni (ivi 
incluse le particelle a spin 0)!). Questo diviene evidente se si 
nota che una particella a spin s può essere rappresentata come 
«composta» di 2s particelle a spin 1/2. Per s semintero, 2s è dispari, 
e per s intero, 2s è pari. Una particella «composta », che contiene 
un numero pari di fermioni, è un bosone; se contiene invece un 
numero dispari di fermioni è un fermione?). 

1) L’origine del legame tra spin di una particella e statistica, alla quale 
essa obbedisce, venne per la prima volta chiarita da Pauli (1940). 

2) In questi ragionamenti si sottintende che tutte le particelle a spin uguale 
devono sottostare alla stessa statistica (indipendentemente dal modo in cui 
esse vengono « composte »). Da ragionamenti analoghi è facile vedere che le cose 
stanno esattamente cosí. Se esistessero fermioni a spin 0, con un fermione a spin 0 


e un fermione a spin 1/2 si potrebbe comporre una particella a spin 1/2, che 
sarebbe un bosone, risultato che è in contraddizione col risultato generale dimo- 


strato per lo spin 1/2. 
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Se il sistema consiste di particelle di tipo diverso, per ognuno dei 
tipi di particelle devono essere introdotti i propri operatori di crea- 
zione e di distruzione. Gli operatori, che si riferiscono a bosoni 
differenti o a bosoni e fermioni, commutano fra di loro. Per quanto 
riguarda, invece, gli operatori, che si riferiscono a fermioni diffe- 
renti, nei limiti della teoria non relativistica potrebbero essere con- 
siderati o commutativi o anticommutativi (III, $ 65). Nella teoria 
relativistica, invece, in cui sono possibili mutue trasformazioni tra 
le particelle, occorre considerare gli operatori di creazione e di di- 
struzione di fermioni differenti come anticommutativi, e lo stesso 
vale per gli operatori che si riferiscono a stati differenti di fermioni 
identici. 

PROBLEMA 

Trovare il lagrangiano del campo spinoriale. 


Soluzione. La funzione di Lagrange, corrispondente all’equazione di Dirac, 
è data dalla seguente espressione scalare reale: 


i = = = 

L=3 ("up — dry) mpy. (1) 

Intendendo per.« coordinate generalizzate » q le componenti TAi e p è facile 
convincersi del fatto che le corrispondenti equazioni di Lagrange (10,10) coincido- 
no con le equazioni di Dirac per p e p. Il segno generale (come anche il coeffi- 
ciente generale), in questo caso, è convenzionale. Poiché L contiene le derivate 
rispetto a p e p linearmente, l’azione S = fz dix non può avere né minimo, 


né massimo. La condizione ôS = 0 determina, in questo caso, soltanto un punto 
stazionario, ma non il valore èstremale dell’integrale. A 

Il lagrangiano del campo spinoriale si ricava sostituendo nella (1) p con 
l'operatore p. Applicando a questo lagrangiano la formula (12,12), otteniamo 
l'operatore di corrente (25,7). 


$ 26. Coniugazione di carica e inversione temporale degli spinori 


I fattori po = Upo 9”, che compaiono nella (25,1) con gli 
operatori apg, sono le funzioni d’onda di particelle libere (noi par- 
leremo di elettroni) di impulso e polarizzazione o: 


PIO = Pro: 

I fattori w_p-o degli operatori bpo sono da considerare come le fun- 
zioni d’onda dei positroni con gli stessi p e o. In questo modo, tutta- 
via, risulta che le funzioni elettroniche e positroniche sono espresse 
in rappresentazioni bispinoriali differenti. Questo è chiaro dal fatto 
che e sono differenti per le loro proprietà di trasformazione, e le 
loro componenti soddisfano sistemi differenti di equazioni. Per eli- 
minare questo difetto occorre operare una determinata trasformazio- 
ne unitaria delle componenti di p_p-;, tale che la nuova funzione a 
quattro componenti soddisfi la stessa equazione cui soddisfa anche 
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Wp). Proprio questa nuova funzione sarà chiamata funzione d'onda 
del positrone (di impulso p e polarizzazione o). Indichiamo la ma- 
trice della trasformazione unitaria richiesta con Uc; abbiamo quindi 


i — 
po = Ucdpo» (26,1) 

L'operazione C, mediante la quale questa funzione viene ricavata 

da _p-o, è chiamata coniugazione di carica della funzione d'onda 
(H. Kramers, 1937). Questo concetto non è limitato, ovviamente, alla 


sua applicazione alle onde piane. Per qualsiasi funzione wp esiste la 
funzione « coniugata di carica » 


Cw (t, r) = Uc (t, r), (26,2) 


che si trasforma come w e soddisfa la stessa equazione. 
Le proprietà della matrice Uç discendono da questa definizione. 
Se p è la soluzione dell'equazione di Dirac (yp — m) w = 0, allora 


* soddisfa l'equazione 


W(yp+m)=0 oppure (jp+m)w=0. 

Moltiplicando questa equazione a sinistra per Uc, 
Uctpp+mUop=0, 

imponiamo alla funzione Ucw di soddisfare la stessa equazione di Y: 
(yp — m) Uc} = 0. 

Confrontando le due equazioni, troviamo la seguente « relazione di 

commutazione » tra Uc e le matrici y»#?): 
Uc% = — Uc. (26,3) 

Nel seguito supporremo che le funzioni d’onda sono date o nellà 
rappresentazione spinoriale o in quella standard (al caso generale 


di una rappresentazione generica torneremo alla fine del paragrafo). 
In queste rappresentazioni 


y0:2 = %02, y3 = 73, 
(y% 1, 3)* = 1, 3; y2* = — y. (26,4) 
Allora la matrice Uc = ņoy?y’, con una costante nc arbitraria, 


soddisfa le condizioni (26,3). Dalla richiesta C? = 1 discende | nc |?= 
= 1, e quindi la matrice Uç è determinata a meno di un fattore di 


1) Per particelle a spin 0 questo problema non sorgeva nemmeno, poiché 
le funzioni scalari y ey* soddisfacevano ad una stessa equazione, e*, coincideva 
semplicemente con ‘,. 3 

2) Notiamo anche l'uguaglianza, che discende da questa relazione 


Ucy5= wUc. (26,3a) 
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fase. Nel seguito sceglieremo nc = 1, cosí che . 
Uc =P = — Gy. (26,5) 
Notando anche che p = pře = 7° y* = y°y*, l’azione dell’ operatore 
C si può scrivere nella forma seguente: 
Cp= Py = yy. (26,6) 
In forma esplicita la trasformazione (26,6) per la rappresentazione 
spinoriale si scrive 
Ci E >in", n, >——ițä, (26,7a) 
oppure 
Ci h > int, mi > — it. (26,7b) 
La trasformazione di coniugazione di carica per le onde piane 


apo è facile da effettuare usando le rispettive espressioni esplicite 
(23,9) e la matrice Uç in rappresentazione standard: 


0 —o0y 
Uc= Ea 0 . (26,8) 
Notando che 
0y0* = — 00y, 
definendo w®” secondo la (23,16), otteniamo 
Uci a Upos UcU-p-o = Upo: (26,9) 
In tal modo 
Cho E Pro, n> 
e quindi le funzioni w_p-, che figurano negli operatori p (25,1) in- 


sieme con gli operatori bpo, corrispondono effettivamente agli stati 
di una particella di impulso p e polarizzazione o. Noi vediamo che 
gli stati elettronici e positronici sono descritti dalle stesse funzioni 


(e) (p) 
po = Ppo = Ppo- 


Questo è del tutto naturale, poiché le funzioni ppo contengono infor- 
mazioni solo sulla quantità di moto e sulla polarizzazione della 
particella. 

In modo analogo si può considerare l'operazione di inversione 
del tempo. Il cambiamento del segno del tempo deve essere accom- 
pagnato dalla coniugazione complessa della funzione. Quindi, pe- 
ottenere la funzione d'onda « invertita nel tempo » (Ty) nella stessa 
rappresentazione della funzione originaria occorre operare sulle 
componenti di y* (o di p) ancora una trasformazione unitaria. In tal 
modo, analogamente alla (26,2), rappresentiamo l’azione dell’ope- 
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ratore T su nella forma 
Ty (ż, r) = Urp (— t, r), (26,11) 


dove Ur. è una matrice unitaria. 
Scriviamo nuovamente l'equazione di Dirac, cui soddisfa p, 


(iv F +tiyv—m) Ņ(t, r)=0, 
e l'equazione per p: 
(i-i +i -m) P(t, r)=0. 


Operiamo in quest'ultima la sostituzione £—> —t e moltiplichiamo 
a sinistra per — Ur: 


(iu, x !IVriv) P(—t, r)—mUrb(—t, 7) =0. 


Noi vogliamo che la funzione Urb (+8, r) soddisfi la stessa equazione 
di 4} (t, r), 


(i -2 iyy) Urp (t, r)— mU (—t, 4)=0. 


Confrontando le due equazioni troviamo che la matrice Up deve 
soddisfare alle condizioni 


a = AA 
Ury = WUr, Ury = — yUr. (26,12) 
In rappresentazione spinoriale o standard a queste condizioni sod- 
disfa la matrice!) 
Ur=ivyr. (26,13) 


Quindi, l’azione dell'operatore T è data dalla formula 
Tp(t, r) =i yip (—t, r) = iv (—t, r). (26,14) 


In forma esplicita questa trasformazione per la rappresentazione 
spinoriale è data dalle formule 


T: Si, on, in, (26,152) 
oppure 
T: Lit, né >_in. (26,15b) 
Nella rappresentazione standard 
Oy 0 
Ur= | 0 Al ; (26,16) 


1) La scelta del fattore di fase nella (26,13) è legato alla scelta nella (26,5) 
da considerazioni esposte nella nota a pag. 126. 


tl 
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Troviamo il risultato dell’applicazione a p di tutti e tre gli ope- 
ratori P, T e C. A questo scopo scriviamo successivamente 


Ty (t, r) = —iyy* (8, r), 
PTY (t, r) =iy (Tp) = yry (—t, —r), 
CPTY (t, r) = y? (yip) = Py (t — 7); 


oppure 

CPTw (ż, r) = iyëp (8 —r). (26,17) 
In rappresentazione spinoriale 

CPT: È i, n > in; (26,18) 


(come è facile verificare anche direttamente usando le regole di 
trasformazione (20,4), (26,7), (26,15))!). 

Le espressioni scritte prima per le matrici Uç e Ur presuppone- 
vano la rappresentazione spinoriale o standard di y. Chiariamo, ora, 
quali delle proprietà di queste espressioni si mantengono per una 
rappresentazione generica. 

Se si sottopone + ad una trasformazione unitaria 


p=Up, g=UyU!, P =y = pU = pU, (26,19) 
nella nuova rappresentazione avremo 
(Cp) = U (Cp) = UU c} = UUc (P'U) = UU DY. 


Da un confronto con la definizione della matrice U’ç nella nuova 
rappresentazione ((Cy)' = U’'), troviamo 


Ug= UU,Ù. (26,20) 


La trasformazione (26,20) coincide con la trasformazione delle 
matrici solo nel caso di U reali. Quindi, anche l'espressione (26,5) 
vale solo nelle rappresentazioni che si ottengono dalle rappresenta- 
zioni spinoriali o standard con una trasformazione reale. 

La matrice (26,5) è unitaria, e la trasposizione ne cambia il 
segno 

U.Us=1, Uo=— Uc- (26,21) 


Queste proprietà sono invarianti rispetto alle trasformazioni (26,20) 
e quindi hanno luogo in qualsiasi rappresentazione. La matrice 
(26,5) è anche hermitiana (Uo = Uè), ma questa proprietà, nel caso 
generale, viene a mancare con la trasformazione (26,20). 


1) La scrittura CPT presuppone che gli operatori agiscano in ordine da 
destra a sinistra. Il segno generale nelle (26,17-18) dipende da questo ordine, 
poiché C, P e T (applicati ad un bispinore) non commutano tra loro. 
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Quanto è stato detto (ivi inclusa la relazione (26,21)) si riferisce 
anche alle proprietà della matrice Uy. 

Nell’apparato di seconda quantizzazione le trasformazioni C,P,T 
per gli operatori p devono essere formulate come regole di trasfor- 
mazione degli operatori di creazione e di distruzione. Queste regole 
si possono stabilire (analogamente a come è stato fatto nel $ 13 per 
le particelle a spin 0), partendo dalla richiesta che gli operatori p 
trasformati possano essere rappresentati nella forma 


pe (t, r)=Ucy (t, r), 
PP (t, r) =i% (t, —r), (26,22) 
T(t, r)=Urp(— t, r). 


I calcoli mediante le formule ricavate mostrano che le condizioni 
poste vengono soddisfatte dalle trasformazioni 


Cc c 
Apo = bps, bpo = Apo; 
P . P i 
a- po = lapo, bL po = ibpo; (26,23) 


also == 20Î28}9, bito = 20ibjo. 


PROBLEMA 


Trovare l’operatore di coniugazione di carica nella rappresentazione di 


Majorana (vedi problema 2 $ 21). 


Soluzione. La matrice UC nella rappresentazione di Majorana si ottiene 
dalla matrice Uc = —ay in rappresentazione standard con la trasformazione 
(26,20), dove U = (ay + P)/ 2 ed è uguale a Uc = &y (&,, e B indicano matri- 
ci della rappresentazione standard). Denotando con un apice le grandezze nella 
rappresentazione di Majorana, abbiamo Cp’ = UC ('*8’), e poiché P = ay 
si avrà 

Cy =q (p tap = aya, p * =y, 


cioè la coniugazione di carica è equivalente alla coniugazione complessa. 


$ 27. Simmetria intrinseca di particelle e antiparticelle 


La funzione d’onda di una particella a spin 1/2 nel suo sistema 
di quiete si riduce ad un solo spinore tridimensionale (che indichere- 
mo con De). Al comportamento di questo spinore, per l'inversione 
spaziale, è legato il concetto di parità intrinseca della particella. 
Tuttavia (come è già stato notato nel $ 19), sebbene le due leggi pos- 
sibili di trasformazione degli spinori tridimensionali (De > tiDe) 
non siano tra loro equivalenti, l'assegnazione ad uno spinore di una 
parità determinata non ha senso in assoluto. Non ha quindi senso 
parlare di parità intrinseca di una particella a spin 1/2. Si può, tut- 
tavia, parlare di parità intrinseca relativa di due particelle a spin 1/2. 
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Con due spinori (tridimensionali) PY e D® si può comporre lo 
scalare DL DM, Se questo è un vero scalare, si dice allora che le 
particelle, descritte dagli spinori considerati, hanno la stessa parità; 
se invece si tratta di uno pseudoscalare, si parla di parità intrinseca 
opposta delle due particelle. 

Mostriamo che le parità intrinseche di una particella e della ri- 
spettiva antiparticella (a spin 1/2) sono di segno opposto (V. B. Be- 
restetskij, 1948). 

Per fare questo, notiamo che se ad ambedue i membri della tra- 
sformazione P (19,5) (in rappresentazione spinoriale) 


P: E + im, bi eri i” (27,1) 
si applica l'operazione C (26,7), si ottiene 

Ne&* see i. E -> ineo*, 
dove con l'indice c sono indicate le componenti del bispinore y°° = 
= o E coniugato di carica del bispinore Ņ = (È). Operando la co- 
niugazione complessa e spostando gli indici, troviamo 

a c se 00% œ , = 

P: n: > oo, E° + in. (27,2) 


Vediamo che i bispinori coniugati di carica si trasformano, per l'in- 
versione spaziale, secondo la stessa legge. 

Sia p® la funzione d’onda della particella (elettrone) e y® la 
funzione d'onda dell’antiparticella (positrone). Quest'ultima è un 
bispinore coniugato di carica di una soluzione a « frequenza negativa » 
dell'equazione di Dirac. Nel sistema in quiete ognuna di queste fun- 


zioni si riduce ad un certo spinore tridimensionale 
(e)a (e (e)a a (p) (p)a 
È =n0 = , ED =; = DA, 


Secondo le (27,1-2) questi spinori si trasformano, per l'inversione 
spaziale, secondo la legge 
Da) + idw, (27,3) 


uguale per D'© e per DP, Il prodotto DOPP cambia segno, cosa 
che dimostra l'affermazione fatta. 

Nel formalismo di seconda quantizzazione l’opposta parità in- 
trinseca di particella e antiparticella si manifesta nel cambiamento 
di segno per l'inversione dei prodotti di operatori: ap gbpo > —âp oDpo 
(vedi la (26,23)). 

Particella realmente neutra è chiamata quella particella che 
« coincide » con la propria antiparticella ($ 12). L'operatore p del 
campo di tali particelle soddisfa la condizione 


w(£, r) a pe (t, r). 
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Per particelle a spin 1/2 questo equivale alla condizione (in rappre- 
sentazione spinoriale) 


Point, n= (27,4) 


Come ogni relazione, che esprime delle proprietà fisiche, queste con- 
‘dizioni sono invarianti rispetto alla trasformazione CPT!). È facile 
verificare che, di fatto, esse sono invarianti non solo rispetto all’ope- 
razione CPT, ma anche rispetto a ciascuna delle tre trasformazioni 


separatamente. 
Nel $ 19 ci siamo accordati di definire l'inversione spaziale degli 
spinori come una trasformazione per la quale P? = —1, e finora ci 


siamo attenuti a questa definizione. È facile vedere che il risultato, 
ottenuto prima, circa la parità relativa di particelle e antiparticelle 
non dipende, come è logico, da come si definisce l’inversione. 

Se l'inversione spaziale è definita dalla condizione P? = 1, inve- 
ce della (27,1) si avrà 


. x a 
P: E + USE n, > È ; (27,5) 


La funzione coniugata di carica si trasformerà secondo la legge. 
ca c e co 
E SE tia He -— È ’ 


che si differenzia dalla (27,5) per il segno. Corrispondentemente-a 
questo, gli spinori tridimensionali ® si trasformeranno secondo 


DOC DA, De +-- DM, 


cosí che il prodotto ®'©@W sarà, come prima, uno pseudoscalare. 

La sola differenza possibile nelle conseguenze fisiche delle due 
concezioni dell’inversione spaziale consiste nel fatto che per la defi- 
nizione (27,5) la condizione di neutralità vera del campo non è in- 
variante rispetto a questa trasformazione (o alla trasformazione 
CP): essa cambia il segno relativo di ambedue i membri dell’uguaglian- 
za (27,4). Di fatto, non si conoscono particelle neutre a spin 1/2, 
e al presente non si può dire se la differenza esistente tra le due de- 
finizioni di inversione spaziale abbia o meno un senso fisico?). 


PROBLEMA 


Trovare la parità di carica del positronio (sistema idrogenoiforme costituito 
da un elettrone e da un positrone). 


1) Più precisamente, la trasformazione CPT deve essere definita, in questo 
caso, in modo da lasciare invarianti le relazioni del tipo (27,4). Questo viene 
realizzato mediante una scelta opportuna del fattore di fase nella definizione 
della matrice Uy (vedi nota a pag. 122). 

2) La non completa equivalenza delle due definizioni di inversione spaziale 
fu notata da G. Racah (1937). 


SWEET 
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Soluzione. La funzione d'onda di un sistema di due fermionî ‘deve essere 
antisimmetrica rispetto allo scambio simultaneo delle coordinate, degli spin 
e delle variabili di carica delle particelle (vedi problema al $ 13). Lo scambio 


delle coordinate moltiplica lajfunzione per (--1)!, degli spin per (479 (dove 

S=0 oppure 1 è lo spin totale del sistema), delle variabili di carica per il fattore 

cercato C. Dalla condizione che (—1)(—1) +S C = — 1, troviamo 
c=(—1)}+5. 

Poiché le parità intrinseche dell'elettrone e del positrone sono di segno opposto, 

la parità spaziale del sistema è P= (—1)°#!. La parità combinata, CP= (—1)8+! 


$ 28. Forme bilineari 


Consideriamo le proprietà di trasformazione delle diverse forme 
bilineari, che si possono comporre con le componenti delle funzioni 
ap e p*. Queste forme hanno, in generale, una grande importanza 
nella meccanica quantistica; tra queste c'è anche il quadrivettore 
densità di corrente (21,11). i 

Poiché p e y* hanno quattro componenti ciascuna, si possono 
formare 4-4 = 16 combinazioni bilineari indipendenti. La clas- 
sificazione di queste grandezze secondo le loro proprietà di trasfor- 
mazione è, a priori, evidente dai modi, elencati nel $ 19, in cui si- 
possono moltiplicare due bispinori generici (che, nel caso considera-. 
to, sono y e y*). Precisamente, si possono formare: uno scalare (che 
indicheremo con S), uno pseudoscalare (P), uno spinore misto di 
rango 2, equivalente ad un vero quadrivettore V” (4 grandezze indi- 
pendenti), uno spinore misto di rango 2, equivalente ad un 4-pseu- 
dovettore A! (4 grandezze), un bispinore di rango 2, equivalente ad 
un quadritensore antisimmetrico TH (6 grandezze). 

In forma simmetrica (per una rappresentazione generica di p) 
queste combinazioni si scrivono come segue: 


S = Py, P= iP, 
y" = yy, A" = Priyo, T” = iporrp, (28,1) 
dove 
ouv = (Py — yy) = (a, 12) (28,2) 


(l’elencazione delle componenti nella (28,2) è fatta secondo la regola 
(19,15))!). Tutte le espressioni scritte sono reali. 

La scalarità o pseudoscalarità delle grandezze S e P è evidente 
dalle rispettive espressioni in rappresentazione spinoriale 


S=EmMm+n"%, P=i (nnt), 


1) Per una trasformazione unitaria dip ) (cioè per un cambiamento di rappre- 
sentazione) abbiamo p + Uy, y > UyU+, p > pU*, e l'invarianza delle forme 
bilineari per tali trasformazioni è evidente. 
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che corrispondono appunto alle espressioni (19,7) e (19,8). Il carattere 
vettoriale delle grandezze V# diventa quindi evidente dall’equazio- 
ne di Dirac: moltiplicando l'uguaglianza PuY*W = my a sinistra per 
, otteniamo 

(pur p) = myy; 
poiché a destra c’è uno scalare, anche nella parte sinistra ci deve 
essere uno scalare. 

La regola di composizione delle grandezze (28,1) è evidente: esse 
vengono composte considerando le matrici y! come dei quadrivettori, 
y° come uno pseudoscalare, e tenendo presente che le funzioni pe 

, che stanno da ambedue i lati, formano insieme uno scalare!). La 
mancanza di forme bilineari, che abbiano carattere di quadritensore 
simmetrico, evidente dalla rappresentazione spinoriale, risulta anche 
dalla regola seguente: poiché la forma simmetrica delle matrici y è 
data dalla relazione yy” + y* = 2g4. una tale forma si ridur- 
rebbe ad uno scalare. 

Forme lineari doppiamente quantizzate si ottengono sostituendo 
nella (28,1) le funzioni w con gli operatori relativi. Per una maggiore 
generalità, considereremo che due operatori p si riferiscano a campi 
di particelle diverse; le distingueremo con gli indici a e b. Chiariamo 
come si trasformano tali forme operatoriali per la coniugazione di 
carica. Notando che?) i 

(28,3) 


= Up, 4°= Uòy, 
usando la (26,3) e la (26,21), abbiamo 
papo = (Udpa) (Ucp) = pa UEU Pr = 
= — pa UU cpa = — papo, 
pa VE = pa UŽU cipa = — paUEU oipo = par. 


Portando gli operatori nell'ordine di partenza (p a sinistra di w), 
in virtù delle regole di commutazione di Fermi (25,4), il segno del 
prodotto si cambierà (e inoltre compariranno termini che non dipen- 
dono dallo stato del campo, e che noi omettiamo come è già stato 
fatto in deduzioni analoghe nel $ 13). In tal modo, otteniamo 


Pe ps == Porta, pertye cala Pola. 


1) La « pseudoscalarità » di yë corrisponde essa stessa a ueste regole, poiché 
P Y q 


i 
y= DE eruv y yy.. 
?) Per ottenere la seconda uguaglianza dalla prima scriviamo 
P= [UE (p70)] yo = Ugy = UE =U pU 
(si sfrutta il fatto che y° è hermitiana e si usano la (26,3) e la (26,21). 
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Trasformando in modo analogo anche le altre forme, troveremo che 
per la coniugazione di carica !) 


C: Sab —> Soa, Pab + Pio vi —> — Vba» 
Ah Ab, To Thy, (28,4) 


In maniera simile si può chiarire il comportamento di queste 
forme per l’inversione del tempo. Nel fare questo, occorre ricordare 
(vedi $ 13) che questa operazione è legata con l'inversione dell'ordi- 
ne degli operatori, e quindi, ad esempio, 


(papo) = po Pa- 
Sostituendo qui la funzione trasposta 
pT=üUrmp, $= — Uth, (28,5) 
otteniamo _ 
(pato) = — (Uripo) (Ufipa) = 
= — Wal, Ufapo = peU rU pa = popa: 
Operando allo stesso modo per le altre forme, otteniamo 
Sab > Soa, Pab —> — Pia, (Vo, V)ob =% (V°, — V)ba, 
T: (28,6) 
(A°, A)ab =F (A9, — A)ba, Ti = (P, A)ab * (P, — a)ba 
(p, a sono vettori tridimensionali, equivalenti alle componenti di 
TH secondo la (19,15)). 
Per l'inversione spaziale, corrispondentemente al carattere vetto- 
riale delle grandezze, si ha 
; Sab e Sab» Pab —>— Pav, (Y°, V)ab Eag (V°, — V)ab, 
P: (28,7) 
(A9, A)ab > (— A°, A)abs Th = (P, a)ab -> (—P, a)ab- 


Infine, l'applicazione simultanea di tutte e tre le operazioni dà?) 
CPT: Sar + Sab, Pao + Pao, 
ab ab b ab (28.8) 


u u u u uv uv 
Vab > — Vab, Aab —>— Aa, Tao > Tab» 


1) Notiamo che per le forme bilineari, composte da funzioni w (e non da 
operatori p), le trasformazioni (28,4) avrebbero il segno opposto, poiché il ritorno 
all'ordine di partenza dei fattori p ep non sarebbe accompagnato da un cambia- 
mento di segno. 

2) Per evitare equivoci, ricordiamo che le trasformazioni P e T richiedono 
anche un cambiamento degli argomenti delle funzioni; le parti destre (le forme 
trasformate) nelle (22,6-8) sono funzioni rispettivamente degli argomenti 


aT=(-t1, r), aP= (t, =r), a©PT_(-1, 


se le parti sinistre sono funzioni di z = (t, r). 


— r), 
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che corrisponde appunto al senso di questa trasformazione e cioè di 
una 4-inversione: poiché la 4-inversione è equivalente ad una rota- 
zione del 4-sistema di coordinate, rispetto ad essa non c’è differenza 
tra tensori veri e pseudotensori di rango qualsiasi. 

Consideriamo i prodotti di coppie di forme bilineari composte da 


quattro diverse funzioni y°, wp”, p, pi. Noi otterremo un risultato 
diverso a seconda di quali coppie di queste funzioni vengono molti- 
plicate tra loro. Risulta, tuttavia, possibile ridurre ogni prodotto di 
questo tipo a prodotti di forme bilineari con delle coppie fissate di 
fattori (W. Pauli, M. Fierz, 1936). Deduciamo la relazione, che sta 


alla base di questa riduzione. 
Consideriamo l’insieme di matrici a quattro righe 


1, 9, yr, iyby”, io (28,9) 
(1 è la matrice unità). Numeriamo queste 16 (= 1 + 1+4+4+6) 
matrici in una successione determinata e denotiamole mediante 
y4 (A=1,..., 16), mentre le stesse matrici, ma con gli indici 
quadritensoriali (p, v) in basso, le indicheremo con Y4. Queste matri- 
ci godono delle seguenti proprietà: 
Try4=0 (v41) 
1 á (28,40) 
viva=1, 7Trvivs=88. 
In virtù dell'ultima di queste proprietà le matrici y4 sono linearmen- 
te indipendenti. Poiché il loro numero è uguale al numero (4-4) degli 
elementi di una matrice quadrata a quattro righe, le matrici y4 
formano un sistema completo, secondo il quale può essere scomposta 
qualsiasi matrice a quattro righe T: 


T= J cayt, ca=4Trval, (28,11) 
A 


o in forma esplicita usando gli indici matriciali (i, k = 1, 2, 3, 4): 
1 ' 
Tin = pa DI TimYMiVain 
A 


Supponendo, in particolare, che la matrice T contenga un solo ele- 
mento non nullo (Tim), otteniamo la relazione cercata (« condizione 


di completezza ») 
1 
Di 6 10xm=7 Di Vaintmi (28,12) 
A 


Moltiplicando questa uguaglianza da ambedue le parti per 
propia, otteniamo 


ou) = D rat) (7199). (28,13) 
A 
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Questa è una delle uguaglianze del tipo detto sopra: essa riduce il 
prodotto di due forme bilineari scalari a prodotti di forme, composte 
da altre coppie di fattori!). 
Altre uguaglianze di questo tipo si possono ottenere dalla (28,13), 
facendo la sostituzione 


Pera Ani di 
e ricorrendo allo sviluppo 
1 
vi = Di cry, ca=<TrvivPyr 
R 
(vedi i problemi). 

Riportiamo qui, per successivi riferimenti, anche la relazione 
analoga della (28,12) per le matrici a due righe. Il sistema completo 
di matrici linearmente indipendenti 04 (A = 1, 2, 3, 4) è formato 
dalle matrici 

1, Ox, Oy, Oz. (28,14) 
Per esse 
Tro1=0 (0441), (28,15) 


4 Tr0408— Sap. 


La condizione di completezza 


1 1 1 
6aròps = DI 5 ogoi = 7 OagTsy + z dapdsy (28,16) 
A 
(a, P, ... = 1, 2) oppure, in altra forma 
1 3 
0a890y = — 3 0ay068 + 5 dayòs8. (28,17) 
PROBLEMI 


1. Dedurre le formule, analoghe alla (28,13), per prodotti scalari di due 
forme P, V, A, T. 
Soluzione. Introduciamo le notazioni seguenti: 
Js= (pb) (pd), J p= (927540) (popo), 
Iv = (49745) (EMI), Ja = (pariy ypb) peiyuväyd), 
T r= (paio! yp) (prioni), 


mentre mediante le stesse lettere munite di apice indichiamo quegli stessi pro- 
dotti, ma con le funzioni pb e p4 scambiate di posto. Con il metodo esposto nel 


1) Al fine di evitare equivoci, ricordiamo che qui si parla di forme composte 
da funzioni p. Per forme, composte da operatori p anticommutativi, il segno della 
trasformazione sarebbe opposto. E 


9o* 
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testo troviamo 
4Jg= Ist Iv+ Jr+ Jat Jp, 


4J =4Js—2Jy +2Ja—4p, 
4Jp=6Js ur +6Jp, 
43, =4Js+2Jy —2S4— 4p, 


4Jp=Js —Jvy + Jr— Ja+Ip 


(la prima riga corrisponde alla (28,13)). 
2. Mostrare che 
Jab, cd — — Jad, cb, 


dove 
Jab, cd = (pay (14-75) è) (HY (1+- 99) dI. 


_ Solusione. Le grandezze considerate J soro scalari rispetto a rotazioni qua- 
dridimensionali, ma non hanno una parità determinata rispetto all'inversione. 
L’uguaglianza cercata è più facile da ottenere usando la rappresentazione spino- 
riale. Notando che 


P a= (A) AH) 


1 0 1 nË 
30+wv=|n.), F00-m=|d]. 
noi vediamo che lo « scalare » JSd, cd deve essere espresso mediante gli spinori 
di rango 2 


(ab) papd, t(cd) nend 
Coi ne ng» Cri n Ni ba 


e quindi deve avere la forma 
ab, cd __ r(ab)z(calaf _ 19% cat, è dh, 
Tod Min ngn 


Scambiando gli indici b e d, notando inoltre che 


b daB _ „bb d 
NNA =- ev 
$ "i 
otteniamo il risultato cercato. 


$ 29. Matrice densità di polarizzazione 


La dipendenza dalle coordinate della funzione d'onda p, che de- 
scrive il moto libero di una particella di impulso p (onda piana), si 
riduce al fattore generale e'?”, mentre l'ampiezza up svolge il ruolo 
di funzione d'onda di spin. In questo stato (puro), la particella è 
completamente polanizzata (vedi III, $ 59). Nella teoria non relati- 
vistica questo significa che lo spin della particella ha direzione de- 
terminata nello spazio (piú precisamente, che esiste una direzione, 
lungo la quale la proiezione dello spin ha un valore determinato 


FERMIONI 133 


+4/2). Nella teoria relativistica questa caratteristica dello stato in 
un sistema di riferimento generico è impossibile a causa della non 
conservazione (notata già nel $ 23) del vettore spin. La purezza dello 
stato significa soltanto che lo spin ha una direzione determinata nel 
sistema di quiete della particella. 

In uno stato di polarizzazione parziale non esiste un'ampiezza 
determinata, ma solo la matrice densità di polarizzazione pix (i, k = 
= 1, 2, 3, 4 sono indici bispinoriali). Noi definiremo questa matrice 
in modo che per uno stato puro essa si riduca al prodotto 


Pik = Upil pk- (29,1) 
In relazione a questo la matrice p è normalizzata con la condizione 


Tr p = 2m (29,2) 
(cfr. con la (23,4)). 
In uno stato puro il valore medio dello spin è determinato dalla 


grandezza 

s=4 { Y*Ey dr = Au$ Eup == 7 Up Eup. (29,3) 
L'espressione corrispondente per uno stato di polarizzazione par- 
ziale è 


= 1 1 
s =- Tr (YEI) =- Tr(pyy). (29,4) 


Le ampiezze Up, up soddisfano i seguenti sistemi di equazioni algebri- 
che (p — m) up = 0, up(p— m) = 0. Quindi la matrice (29,1) 
soddisfa le equazioni 


(p—m) p =p (p —m) =0. (29,5) 
A queste stesse equazioni deve soddisfare la matrice densità anche nel 
caso generale di uno stato miscelato (secondo lo spin) (cfr. la deduzio- 
ne analoga nel III, $ 14). , 

Se si considera una particella libera nel suo sistema di quiete, ad 
essa è applicabile la teoria non relativistica. In questa teoria, però, 
lo stato di polarizzazione parziale è determinato completamente da 
tre parametri: le componenti del vettore valore medio s dello spin 
(vedi III, $ 59). È quindi chiaro che questi stessi parametri determi- 
neranno lo stato di polarizzazione anche dopo una qualsiasi trasfor- 
mazione di Lorentz, cioè per una particella in moto. 

Indichiamo il valore medio raddoppiato del vettore spin nel 
sistema a riposo con $ (in uno stato puro | $ | = 1, in uno miscelato 
|| <1). Per una descrizione quadridimensionale dello stato di 
polarizzazione è comodo introdurre il quadrivettore a*, che, nel 
sistema a riposo, coincide con il vettore $; poiché È è un vettore assia- 
le, a è uno pseudoquadrivettore. Questo quadrivettore è ortogonale 
al 4-vettore energia-impulso nel sistema a riposo (dove a” = (0, È), 
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p*.= (m, 0), e quindi in un sistema di riferimento generico si avrà 


a'py=0. (29,6) 
In un sistema di riferimento generico si avrà anche 
apa" = — è. (29,7) 


Le componenti del quadrivettore a! nel sistema di riferimento, nel 
quale la particella si muove alla velocità v = p/e, si trovano con 
una trasformazione di Lorentz del sistema a riposo e sono uguali a 


a=12Lu,, ai=% an= TU (29,8) 


dove gli indicij]e 1 indicano le componenti dei vettori $ e a, paralle- 
le e perpendicolari alla direzione di p!). Queste formule si possono 
scrivere in forma vettoriale 


ar=p+ BE, (29,9) 


Consideriamo dapprima uno stato non polarizzato ($ = 0). La 
matrice densità, in questo caso, può contenere in qualità di para- 
metri soltanto l’energia-impulso p. L'unica forma possibile di tale 
matrice, che soddisfi le equazioni (29,5), è 


=30+m) (29,10) 


(I. E. Tamm, 1930, H. B. G. Casimir, 1933). Il coefficiente costante 
è scelto in corrispondenza alla condizione di normalizzazione (29,2). 

Nel caso generale di polarizzazione parziale ($ 40), cercheremo 
la matrice densità nella forma 


p=4 (p+m)p (f+m), (29,11) 


1) Per le loro proprietà di trasformazione le componenti del vettore spin 
medio s (come anche di ogni momento angolare) sono, nella meccanica relati- 
vistica, le componenti spaziali del tensore antisimmetrico S°}, Il quadrivettore 
a è legato a questo tensore dalla relazione 


Àuvp S 


1 2 
SU eUYPa Ppp, ad -< e Pps 


Sottolineiamo che in un sistema generico di riferimento la parte spaziale a del 
4-vettore a* non coincide affatto con il vettore 2s. È facile vedere che 


» 1 = e 
21277 Mep 2S LT me 
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che soddisfa automaticamente le equazioni (29,5). Per § = 0 la 
matrice ausiliaria pọ’ deve trasformarsi nella matrice unità; poiché 
fp + m} = 2m (p + m), la (29,11) coinciderà allora con l’espres- 
sione (29,10). Inoltre essa deve contenere il quadrivettore a in ma- 
niera lineare in qualità di parametro, deve cioè avere la forma 


p=1— Ayi; (29,12) 


nel secondo membro figura il prodotto « scalare » dello pseudovettore 
a con il « 4-pseudovettore matriciale » yy. Per determinare il coeffi- 
ciente 4 scriviamo la matrice densità nel sistema a riposo 


p=7 (1+) (1+Av9y8) (149) = (149) (1+ Ay5v8) 


e calcoliamo il valore medio dello spin secondo la (29,4). Usando le 
regole elencate nel $ 22, troviamo facilmente che l’unico termine 
diverso da zero nella traccia è 


25 = = Tr (pyy) = — $ Tr (vë) y)= 48. 


Uguagliando questa espressione a $, troviamo A = 1. Per ottenere 
l’espressione definitiva per p, sostituiamo la (29,12) nella (29,11) e 
scambiamo i fattori p’ e (p + m); in virtù dell’ortogonalità di a e p 
il prodotto yp anticommuta con ya 


ap=2ap—pa= — pa, 
e quindi commuta con y5. 


In tal modo, la matrice densità di un elettrone parzialmente po- 
larizzato è data dall’espressione 


= (p+m)(1-yd) (29,13) 


(L. Michel, A. S. Wightman, 1955). Se la matrice p è nota, il qua- 
drivettore a, che caratterizza lo stato, (e con esso anche il vettore $) 
si può trovare secondo la formula 


a” = -yir Tr(oyy"). (29,14) 


Le formule per la matrice densità del positrone sono completa- 
mente analoghe alle formule per l’elettrone. Se descrivessimo il po- 
sitrone (di 4-impulso p) mediante l'ampiezza positronica ufP°9 e la 
matrice densità p(P°5), definita corrispondentemente all’ ampiezza, 
non esisterebbe nessuna differenza dal caso dell’elettrone, e la matri- 
ce sarebbe determinata dalla stessa formula (29,13). Tuttavia, nei 
calcoli pratici delle sezioni d'urto dei processi di diffusione con la 
partecipazione di positroni si deve lavorare (come vedremo in se- 
guito) non con wfP°sSì, ma con le ampiezze a « frequenza negativa » 
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u_p. In relazione a questo, anche la matrice densità di polarizzazione 
(che indicheremo con p~} deve essere definita in modo tale che per 
uno stato puro si riduca a U_p;li_px- 
In accordo con la (26,1) l'ampiezza positronica uP°9 = Usi 
Inversamente 
Up= UcUP®9, Up= Udul9 = uP Ug 


P 
(oft. con (28,3)). Se 


(-) = (pos) (pos) (pos 
Pirk = U-piÙ-ph» Pik =ufi uih A 


mediante queste formule troviamo 
pi = Ucp? UZ. (29,15) 


Portando qui per pP% l’espressione (29,13) e operando (mediante 
le (26,3) e (26,21)) delle semplici trasformazioni, troviamo 


po=i(p-m)(1-w9). (29,16) 


In particolare, per uno stato non polarizzato 
po =i (P— m). (29,17) 


Nel seguito, parlando di matrici densità positroniche, intenderemo le 
matrici p° e ometteremo l'indice (—) (le matrici p‘°9 in pratica 
non si usano). Pa 

Nei calcoli è spesso necessario eseguire la media rispetto agli 
stati spinoriali di espressioni del tipo uFu (==u;Fizuz), dove F è 
una matrice (a quattro righe), e u l'ampiezza bispinoriale dello stato 
di dato 4-impulso p. Questa media è equivalente alla sostituzione dei 
prodotti unu; con la matrice densità px; dello stato parzialmente po- 
larizzato. 

In particolare, la media totale rispetto ai due stati spinoriali in- 
dipendenti è equivalente al passaggio allo stato non polarizzato; 
secondo la (29,10), abbiamo 


3 S upFfup=3Tr(p+m)F. (29,18) 
polar 
Analogamente per le funzioni d’onda a frequenza negativa 
1-5 UpFu-p= 5 Tr(p—m)F. (29,19) 
polar 


Se si tratta non della media, ma della somma sugli stati spinoriali, 
il risultato è di due volte maggiore. : 
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Vediamo in che modo la matrice densità (29,13) diventa, nel 
limite, l'espressione non relativistica corrispondente. Per fare questo, 
passiamo al sistema di riferimento di quiete dell'elettrone. Nella 
rappresentazione standard delle funzioni d’onda le ampiezze up in 
questo sistema diventano grandezze a due componenti; insieme adi 
esse la matrice densità deve diventare una matrice a due righe. In 
effetti, nel sistema a riposo abbiamo 


p=5 (1°+1) (1— v°8), 
e con l’aiuto delle espressioni delle matrici y (21,20) e (22,18), tro- 
viamo 


Pn l 0 
p= ( o 5 » Panon re =? (1+ 0%) (29,20) 


(gli zeri indicano matrici zero a due righe). Se al posto della norma- 
lizzazione 2m, si assume per la matrice densità la normalizzazione f 
(cioè Tr Paon rel = 1) come nella teoria non relativistica, l’espres- 
sione (29,20) andrà divisa per 2m, cosicché si ottiene 


4 + 0%) 


in accordo con le III (59,4-5). 
Analogamente il limite non relativistico della matrice densità 


positronica sarà 
fi 0 i 
P F 0 Pnon rel i Pron A di ( meo: 


Scriviamo, infine, l’espressione semplificata della matrice densità 
nel caso ultrarelativistico. Ponendo nella (29,8) | p | ~ € (e quindi 
si trascurano le grandezze dell’ordine di (m/e)?) sostituendo queste 
espressioni nella (29,13) o nella (29,16) e dirigendo p secondo l’asse 
x, scriviamo 


1 
ie) +m [1-7 (w-ar) 
dove il segno superiore si riferisce al caso dell'elettrone, e il segno. 
inferiore al caso del positrone. Sviluppando il prodotto i termini. 
principali vengono meno, e i termini dell’ordine seguente danno 
1 
p=3£ (00 vw) [1-5 [© but Sya) 


oppure, tornando a scrivere e (y° — y!) sotto forma di p, 


=+ py (+ nta) (29,21) 
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Questa è l’espressione cercata della matrice densità nel caso ultra- 
relativistico. Notiamo che tutte le componenti del vettore polariz- 
‘zazione ģ compaiono alla pari come termini di uno stesso ordine di 
:grandezza. Ricordiamo che Èn è la componente di questo vettore, 
parallela (per u > 0) o antiparallela (per ĉ&ı <0) alla quantità di 
moto della particella. In particolare, per lo stato di elicità della 


particella, si ha u = 2A = +1; in questo caso, la matrice densità 
‘assume una forma particolarmente semplice!) 
p=4 5172409). (29,22) 


$ 30. Neutrino 


Nel $ 20 abbiamo visto che la necessità di descrivere una parti- 
‘cella a spin 1/2 mediante due spinori (È, n) è connessa con la massa 
«della particella. Questa causa viene a cadere se la massa è nulla. 
L'equazione d’onda, che descrive una particella di massa nulla, può 
‘essere composta mediante un solo spinore, ad esempio, uno spinore 
puntato n 


pn, =0, (30,1) 


‘oppure, equivalentemente, 
(Po + po) n = 0. (30,2) 


Sempre nel paragrafo citato è stato anche notato che l'equazione 
‘d'onda, contenente la massa m, risulta automaticamente simmetrica 
rispetto all’inversione spaziale (cioè la trasformazione È + n). Nella 
«descrizione di una particella con un solo spinore, questa simmetria 
viene a mancare. Questa proprietà, tuttavia, non è necessaria, poiché 
la simmetria rispetto all’inversione spaziale non è una proprietà 
universale della natura. 

Per m = 0, l'energia e la quantità di moto sono legate dalla 
relazione £= | p |. Quindi, per un'onda piana (np ~ e-!?*) l’equazio- 
ne (30,2) dà i 

(no) np = — np, (30,3) 


‘dove n è il versore del vettore p. Un’equazione analoga 
(no) n-p = — N-p (30,4) 
ha luogo anche per l'onda a « frequenza negativa » (n-p ~ e”). 
1) Che coincide, come doveva essere, con la forma della matrice densità 


«del neutrino o dell’ antineutrino, particelle di massa nulla e di elicità determinata 
{vedi più avanti, $ 30). . 
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Per l'operatore di seconda quantizzazione þ abbiamo 
n= > (Mpap + N-pPp) 


w= à (n$a3 + nt. pbp). 


Da qui discende, come al solito, che n*, sono le funzioni d’onda del- 
l’antiparticella. 


Dalla definizione degli operatori pê (20,1) si vede che peb* = 
= —p@6, Quindi lo spinore coniugato complesso n* soddisfa l’equa- 


zione p°Pni = 0, oppure, ciò che è lo stesso, 


(30,5) 


be 0, 
P. 


. 
Introduciamo la notazione n8* = Ẹß, esprimendo in questo modo che 
la coniugazione complessa trasforma uno spinore puntato in uno non 
puntato. In questo modo, le funzioni d’onda dell’antiparticella sod- 
disfano l’equazione 


p, E =0, (30,6) 
aß 
oppure 
(Po — po) Ẹ = 0. (30,7) 
Da qui per un’onda piana abbiamo 
(no) Ep = p. (30,8) 


Ora 1/2 (no) è l'operatore di proiezione dello spin sulla direzione 
del moto. Quindi le equazioni (30,3) e (30,8) significano che gli stati 
di particelle di impulso determinato risultano automaticamente sta- 
ti di elicità, cioè la proiezione dello spin sulla direzione del moto ha 
un valore determinato. Se lo spin della particella è opposto all’im- 
pulso (elicità —4/2), lo spin della antiparticella è diretto secondo 
l'impulso (elicità 41/2). 

Particelle con tali proprietà sono, con tutta probabilità, i neutri- 
ni, realmente esistenti in natura. La particella di elicità —1/2 è 
convenzionalmente chiamata neutrino, e la particella di elicità 
+41/2 antineutrino!). 

Gli stati del neutrino non sono degeneri rispetto alle direzioni 
dello spin; in relazione a questo, ricordiamo la nota fatta nel $ 8 a 


1) L'esistenza del neutrino fu teoricamente predetta da Pauli per spiegare 
le proprietà del decadimento $ (1934). L'equazione (30,1) venne studiata per la 
prima volta da H. Weyl, (1929). La teoria del neutrino fondata su queste equa= 
dan a formulata da L. D. Landau, T. D. Lee e C. N. Yang, A. Salam 


140 CAPITOLO III 


‘proposito del fatto che una particella di massa nulla gode solo di 
simmetria assiale rispetto alle direzioni dell'impulso. Nel caso di 
particelle realmente neutre, i fotoni, in questa simmetria entrano sia 
le rotazioni attorno all’asse, sia le riflessioni nei piani passanti 
per questo asse. Nel caso del neutrino, invece, la simmetria rispetto 
alle riflessioni manca, e si ha soltanto il gruppo delle rotazioni 
attorno all'asse, che conserva la proiezione del momento angolare 
sull’asse, ma che non ne cambia il segno. La simmetria rispetto alle 
riflessioni è presente solo alla condizione che simultaneamente 
venga fatta la sostituzione della particella con l’antiparticella. 

Occorre ancora notare che il fatto che si abbia obbligatoriamente 
solo la polarizzazione longitudinale significa che per il neutrino lo 
spin non è separabile dal momento angolare orbitale (come anche 
per il fotone in relazione alla polarizzazione trasversale obbligato- 
ria, vedere $ 6). 

Mediante il solo spinore n (o È) si possono formare in tutto quat- 
tro combinazioni lineari, che compongono insieme il quadrivettore 


Î"=(n°n, n*on). (30,9) 
È facile verificare che, in virtù delle equazioni 
(Po + po) n--0, n* (po— po) =0 


ha luogo l'equazione di continuità d,j! = 0, cioè j” svolge il ruolo 
di quadrivettore densità di corrente di particelle. 
Le onde piane neutriniche si possono normalizzare in maniera 


analoga a quella usata nel $ 23 per particelle con massa 


Un pe'?*, (30,10) 


1 
Np = —— Upe pae = 
P Ve ? í n-p ye 
le ampiezze spinoriali sono normalizzate con la condizione inva- 


riante 
ut. p (1, 0) U+p =2 (v, p). (80,11) 


In questo caso la densità delle particelle e la densità della loro cor- 
rente } = 1, j = ple = n. 

Poiché un neutrino libero di impulso dato è sempre polarizzato 
completamente, non esiste, in questo caso, il concetto di stato mi- 
scelato (rispetto allo spin). Può risultare, tuttavia, comodo intro- 
durre una « matrice densità » di polarizzazione a due righe, definita 
semplicemente come uno spinore di rango 2 

p. =u.ut (30,12) 
aß a B 
(per il quale Tr p = 2e). L'espressione di questa matrice si può 
scrivere, notando che essa deve soddisfare le equazioni 


(e + po) p =p (£ -+ po) =0 
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Da qui si vede che 
p=8— po. (30,13) 


Nello studio dei diversi processi di interazione i neutrini possono 
figurare accanto ad altre particelle (a spin 1/2), che hanno massa e 
che quindi sono descritte da funzioni d’onda a quattro componenti. 
In questi casi è opportuno osservare una certa uniformità nelle no- 
tazioni, introducendo formalmente anche per il neutrino una fun- 
zione d’onda « bispinoriale », due componenti della quale sono, pe- 


rò, nulle: p= (1) . Questa forma della funzione pè alterata nel pas- 


saggio ad un’altra rappresentazione (non spinoriale). Questa diffi- 
coltà può essere superata notando che in rappresentazione spinoriale 
abbiamo l’identità 


str (A), wmi- o, 


dove È è un generico « spinore test », che nel risultato non compare 
(la matrice yê è definita secondo la (22,18)). Quindi la condizione 
secondo la quale il neutrino ha in realtà « due componenti » sarà os- 
servata in una descrizione mediante una funzione þ a quattro com- 


ponenti in qualsiasi rappresentazione, se per y si intenderà la solu- 
zione dell'equazione di Dirac per m = 0, 


Pp = 0, (30,14) 
sottoposta alla condizione addizionale, 1/2 (1+ y5) + = +, oppure 
Yy = y. (30,15) 


Si può tener conto di questa condizione se ci si accorda di sostitui- 
re ovunque compaiano le funzioni p e p nel modo seguente: 


pri, pA. (30,16) 


Cosi il quadrivettore corrente si scriverà, operando la sostituzione 
(30,16) nell'espressione pyt: 


1A Pe A+M=T (A+ (80,17) 


In relazione a questa regola la matrice densità a quattro righe del 
neutrino dovrà essere scritta come segue: 


p=4 (149) p(1-#)=3(1+w)P. (30,18) 
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In rappresentazione spinoriale essa si riduce, come è ovvio, alla 
matrice a due righe (30,13) 


(op 0) 
P= \e--op 0)’ 


Le formule analoghe per l’antineutrino si differenziano da quelle 
scritte per il neutrino per il cambiamento di segno davanti a y?. 
Il neutrino è una particella elettricamente neutra. Il neutrino, 
con le proprietà descritte sopra, non è, tuttavia, una particella real- 
mente neutra. Notiamo, a questo proposito, che il « campo neutrini- 
co », descritto da uno spinore a due componenti, per il numero di 
stati delle particelle in esso possibili (ma, ovviamente, non per le 
altre proprietà fisiche), è equivalente ad un campo realmente neutro, 
descritto da un bispinore a quattro componenti. Al posto di stati 
con particelle e antiparticelle di elicità assegnata, si avrebbero qui 
altrettanti stati ad una sola particella coi due valori possibili della 
elicità, e automaticamente sarebbe osservata la simmetria rispetto 
all’inversione spaziale. Notiamo, tuttavia, che l'uguaglianza a zero 
della massa del neutrino a « quattro componenti » avrebbe, per cosí 
dire, un carattere « accidentale », poiché non sarebbe connessa con 
le proprietà di simmetria dell'equazione d’onda che descrive il 
neutrino stesso (e che ammette anche una massa diversa da zero). 
Quindi, il tener conto delle diverse interazioni di tale particella 
porterebbe automaticamente all’assegnazione di una massa di 
quiete piccola, ma non rigorosamente nulla. 
"4 


$ 31. Equazione d’onda per particelle a spin 3/2 


Una particella a spin 3/2 è descritta, nel suo sistema di quiete da 
uno spinore simmetrico tridimensionale di rango 3 (avente 2s + 1 = 
= 4 componenti indipendenti). Corrispondentemente, in un sistema 
di riferimento generico, per la descrizione di tale particella possono 


risultare necessari i quadrispinori gab?, Nigy € gaby, Xapp ognuno 
dei quali è simmetrico rispetto agli indici dello stesso tipo (puntati o 
non puntati); per inversione gli spinori della prima e della seconda 
coppia si trasformano tra loro. 

Affinché nel sistema di quiete i 4-spinori gaby e Negy si riducano 
a spinori tridimensionali, simmetrici rispetto a tutti e tregli indici, 
essi devono soddisfare le condizioni 


pn. =0, T =0. (31,1) 
a 
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Effettivamente, nel sistema di quiete abbiamo 
p°° > pad =m8f 


(come si vede dalla (20,1)). Quindi le condizioni (31,1) portano alle 
uguaglianze 
Sin“ y=0, SEE B=, 
dove le lettere con l’apice indicano i corrispondenti spinori tridi- 
mensionali; in altre parole, questi spinori danno zero nella contra— 
zione rispetto agli indici af, e questo significa che essi sono simmetri- 
ci rispetto a questi indici, e quindi rispetto a tutti e tre gli indici. 
Il legame differenziale tra gli spinori E e n è stabilito dalle re- 
lazioni i 
5 è i» 
p nis = mei”, 
(31,2) 
Py; ta” = mb. 
La simmetria dei membri a sinistra di queste equazioni (rispetto agli: 
indici B, y o a, ô) è garantita dalle condizioni (31,1), in forza delle- 
quali essi si annullano per contrazione rispetto a tutti gli indici. 
Nel sistema di quiete gli spinori tridimensionali &' e n’, in forza 
delle equazioni (34,2), come ci sì attende, coincidono. Eliminando- 


dalle equazioni (31,2) È e n troviamo che ciascuna delle componenti 
degli spinori È e n soddisfa la seguente equazione del secondo ordine: 


(p—m?) sad 0, (31,3) 


L'insieme delle equazioni (31,1-2) forma il sistema completo di equa— 
zioni d'onda per una particella a spin. 3/21). L'aggiunta degli spino- 
ri ¢ e y non avrebbe dato niente di nuovo. Essi si costruiscono come: 
segue: 

mteBr að, BY 


=p Ni , 
MX... = pe g.. 
apy aô Py 


Le equazioni di particelle di spin 3/2 possono venire formulate- 
anche sotto un’altra forma, nella quale vengono usati gli aspetti 
vettoriali delle proprietà degli spinori (W. Rarita, J. Schwinger, 
1941; A. S. Davydov, I. E. Tamm, 1942). Alla coppia di indici spi- 


noriali af si mette in corrispondenza l'indice vettoriale quadridi-- 


1) Sulla formulazione lagrangiana di queste equazioni vedi l’articolo di 
Fierz e Pauli, citato alla pag. 76. 
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mensionale u. Quindi alle componenti dello spinore di rango 3 
‘E«BY si possono mettere in corrispondenza le componenti delle gran- 


dezze « miste » pù con un indice vettoriale e uno spinoriale. Analo- 


gamente, allo spinore nf®? si mettono in corrispondenza le grandezze 
‘pi; e all'insieme dei due spinori si mette in} corrispondenza il bi- 
spinore « vettoriale » p, (l'indice bispinoriale non viene scritto). 
L'equazione d'onda si scriverà allora in forma di « equazione di Di- 
tac » per ognuna delle componenti vettoriali p, 


(p— m)py=0 (31,4) 
con la condizione addizionale 
Fpa =0. (31,5) 


Usando le espressioni per le matrici y! in rappresentazione spinoriale 
æ le formule che legano le componenti di uno spinore con quelle di 
un vettore (18,6-7), è facile convincersi che le equazioni (34,2) sono 
‘contenute nella (31,4), e la condizione (31,5) è equivalente alla condi- 
zione di simmetria degli spinori È<#Y e n®8? rispetto agli indici By 
o y. Moltiplicando l'equazione (31,4) per y*, otteniamo, in virtù 
della (34,5), 


vY P= 0 
oppure, usando le regole di commutazione per le matrici y#, 
2g" Pupa — VP pu =0. (31,6) 


Il secondo membro si annulla nuovamente in conseguenza della 
(31,5), mentre il primo dà 


p'pu=0. (31,7) 


È facile vedere che questa condizione, che discende automatica- . 


mente dalle (31,4-5), è equivalente alle condizioni (34,1). 

Infine, un terzo metodo per la formulazione dell'equazione d’onda 
‘consiste nell’introdurre le grandezze ;x; (i, k, L = 1, 2, 3, 4) con 
tre indici bispinoriali, rispetto ai quali le funzioni ;x; sono sim- 
metriche (V. Bargmann, E. P. Wigner, 1948). L'insieme di queste 
grandezze è equivalente all'insieme delle componenti di tutti e quat- 
tro gli spinori È, n, $, x. L'equazione d'onda si scrive sotto forma di 
un sistema di « equazioni di Dirac » 


PuVimWPmat = MWint (34,8) 


È facile vedere che queste equazioni portano già al numero necessa- 
rio (quattro) di componenti indipendenti w;2,, e quindi non c’è ne- 
cessità di condizioni supplementari. Effettivamente, nel sistema di 
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quiete le (31,8) si trasformano nelle uguaglianze 
VimtPmat = Piris 


in virtú delle quali si annullano (nella rappresentazione standard) 
tre componenti con i, k, l = 3, 4, cioè piaz diventano componenti di 
uno spinore tridimensionale di rango 3. 

I risultati esposti si generalizzano in maniera ovvia al caso di 
particelle di spin semintero s. Nella descrizione mediante equazioni 
della forma (31,4-5) la funzione d’onda sarà un 4-tensore simmetrico 
di rango (2s — 1)/2 con un indice bispinoriale. Nella descrizione me- 
diante equazione della forma (31,8) la funzione d'onda avrà 2s indi- 
ci bispinoriali, rispetto ai quali essa sarà simmetrica. 


Capitolo IV 


PARTICELLE IN UN CAMPO ESTERNO 


$ 32. Equazione di Dirac per un elettrone in un campo esterno 


Le equazioni d’onda di particelle libere esprimono, in sostanza, 
soltanto quelle proprietà, che sono connesse alle richieste generali 
di simmetria spazio-temporale. I processi fisici, cui partecipano le 
particelle, dipendono invece dalle proprietà delle loro interazioni. 

Nella teoria relativistica risulta impossibile una descrizione, 
basata su una qualsiasi semplice generalizzazione delle equazioni 
d'onda, di particelle suscettibili di interazioni forti, poiché tale 
descrizione esorbita dal quadro delle informazioni contenute nelle 
equazioni delle particelle libere. 

Il metodo delle equazioni d'onda, tuttavia, è applicabile alla 
descrizione delle interazioni elettromagnetiche di particelle incapaci 
di interazioni forti. A questo gruppo appartengono gli elettroni (e i 
positroni), e quindi, alla teoria esistente risulta accessibile tutto l’e- 
norme campo della elettrodinamica quantistica degli elettroni. 
Anche le particelle instabili, i muoni, non sono suscettibili di inte- 
razioni forti; esse vengono descritte dalla elettrodinamica quantisti- 
ca limitatamente ai fenomeni che avvengono in intervalli di tempo 
piccoli rispetto alla loro vita media (connessa alle interazioni debo- 


li). 

In questo capitolo studieremo una sfera di problemi di elettro- 
dinamica quantistica limitata alla teoria di una singola particella. 
Questi sono problemi nei quali il numero di particelle non varia, e 
l'interazione può essere introdotta mediante il concetto di campo 
elettromagnetico esterno. Oltre alle condizioni che permettono di 
considerare il campo esterno come dato, i limiti di applicabilità di 
tale teoria sono fissati anche da condizioni legate alle cosiddette 
correzioni radiative (che saranno studiate nella seconda parte del 
libro). 

Le equazioni d’onda di un elettrone in un campo esterno dato 
possono essere ottenute come nella teoria non relativistica (III, $ 111). 
Sia A” = (®, A) il quadripotenziale del campo elettromagnetico 
esterno (A è il potenziale vettore, ® il potenziale scalare). L'equa- 
zione cercata si otterrà sostituendo nell'equazione di Dirac l’opera- 
tore di energia-impulso p con la differenza p — eA, dove e è la 
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carica della particella!): 
[y (p — eA) — m] y = 0. (32,1) 


L'’hamiltoniano corrispondente a questa equazione si ricava dal- 
la (21,13) mediante la stessa sostituzione;; 


H = a (p — eA) + Pm + ed. (32,2) 


L’invarianza dell'equazione di Dirac per le trasformazioni di 
gauge dei potenziali del campo elettromagnetico si esprime nel fat- 
to che la sua forma rimane invariata se, simultaneamente alla tra- 
sformazione A —> A + ipy (dove y è una funzione generica), si 
esegue nella funzione d’onda la sostituzione 


Jp pel (32,3) 


(cfr. la trasformazione analoga per l'equazione di Schrödinger III 
(111,9). 

La densità di corrente, espressa mediante la funzione d'onda, 
è data dalla stessa formula (21,11) 


j= pyp, 

che vale anche in assenza del campo esterno. È facile vedere che 
ripetendo per l'equazione (32,4) (e per l'equazione (32,4)) gli stessi 
calcoli, che furono fatti per la deduzione della (24,11), il campo 
esterno viene a mancare e l’equazione di continuità si ottiene per 
l’espressione ‘originaria della corrente. 

Facciamo sulla (32,1) l’operazione di coniugazione di carica. 
A tal fine, scriviamo 


Iv (p + eA) + m] = 0, (32,4) 


che si ricava dalla (32,1) mediante la coniugazione complessa, 
analogamente a come venne a suo tempo ricavata l'equazione (24,9) 
(nel fare questo occorre ricordare che il quadrivettore A è reale). 
Riscrivendo questa equazione nella forma 


p+e4)+m]p=0, 


moltiplicandola a sinistra per la matrice UG e usando le relazio- 
ni (26,3), troviamo 


[y (p + e4) — m] (Cp) = 0. (32,5) 


In tal modo, la funzione d'onda coniugata di carica soddisfa 
un'equazione che si differenzia da quella di partenza per il cambia- 
mento di segno della carica. D'altra parte, l'operazione di coniuga- 
zione di carica significa il passaggio da particelle ad antiparticelle. 


1) Qui si intende la carica con il suo segno, quindi per l’elettrone e = —| e |. 
i 10 
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Vediamo che se le particelle sono dotate di carica elettrica, i segni 
della carica dell'elettrone e del positrone, in quanto grandezze che 
determinano la loro interazione con il campo elettromagnetico, 
risultano automaticamente opposti. 

Le equazioni del primo òrdine (32,1) possono essere trasformate 
in equazioni del secondo ordine applicando alla (32,1) l'operatore 
y (p— e4) + m: 

[Vy (Pu— eda) (Py — 24y) — m?) Y =0. 


Sostituiamo il prodotto y*y” con 
1 1 ; 
Li mi ir i 
dove o!” è il « quadritensore matriciale » antisimmetrico (28,2). 


Moltiplicando per o# si può antisimmetrizzare, eseguire cioè la 
sostituzione 


1 
(Pu eAy) (Py z eAy) (n 2 {(Pu E eAy) (Px— eAy)}- =. 
1 
Sgr ( — Aupv+ pvAy — puAy + AyPu) = 


= ie(0,4A,—d,A)= — E Fu 

(Fiv = duAy— dyAy è il tensore del campo elettromagnetico). 

In conclusione, otteniamo un'equazione del secondo ordine della 
forma . 

[P —eA} —m— y Fw" |y=0. (82,6) 


Il prodotto F,,y0# può essere riscritto in forma tridimensionale, 
esprimendolo mediante le componenti 
o = (a, iz), F" =(— E, H). 
Allora 
[(p — eA} — m? + el H — iea E] y = 0 (32,7) 
oppure, in unità ordinarie, 
30 e 2 ` e 2 
[(n5 4t) —(nv+74) — 
-mèt - 3H —i aE ]p=0 (32,72) 
La comparsa in queste equazioni di termini, contenenti E e H, 


è connessa con la presenza dello spin nella particella; torneremo su 


questo nel paragrafo seguente. 

Tra le soluzioni dell’equazione del secondo ordine ci sono, certa- 
mente, anche soluzioni « ridondanti », le quali non soddisfano l’equa- 
zione del primo ordine originaria (32,1) (queste sono soluzioni 
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dell’equazione [y (p — e4) + m] p = 0 col segno cambiato davanti 
a m). La scelta delle soluzioni necessarie nei casi concreti è solita- 
mente evidente e non presenta difficoltà. Un criterio generale di 
scelta consiste in questo: se ọ è una soluzione qualsiasi dell'equazione 
del secondo ordine, la soluzione della giusta equazione del primo 


ordine è ; 
p = [y (p — eA) + m] p. (32,8) 


Effettivamente, moltiplicando questa uguaglianza per y (p — eA) — 
— m, si vede che la parte destra si annulla se ọ soddisfa l’equazio- 
ne (32,6). 

Occorre sottolineare che l’introduzione del campo esterno nel- 
l'equazione d’onda relativistica mediante la sostituzione di p con' p — 
— eA, non è evidente. In questo procedimento noi ci siamo basati, 
in sostanza, su un principio addizionale: la sostituzione indicata 
deve essere eseguita nell'equazione del primo ordine. Proprio come 
conseguenza di questo nell'equazione (32,6) sono comparsi termini 
supplementari, che non sarebbero comparsi se la sostituzione fosse 
stata fatta direttamente nell'equazione del secondo ordine!). 

Fra le soluzioni stazionarie dell'equazione di Dirac in un campo 
esterno possono essere presenti sia stati dello spettro continuo che 
dello spettro discreto. Come anche nella teoria non relativistica; 
gli stati dello spettro continuo corrispondono ad un moto infinito, 
nel quale la particella può allontanarsi all'infinito, dove essa può 
essere considerata come particella libera. Poiché gli autovalori 


dell'hamiltoniano di una particella libera sono uguali a + V p° + mè, 
è chiaro che lo spettro continuo degli autovalori dell'energia giace 
in un campo determinato dalle relazioni e > m e e<—m. Se 
invece —m < £ <m, la particella non può trovarsi all'infinito, 
e quindi il moto è finito, e lo stato appartiene allo spettro discreto. 

Come anche per le particelle libere, le funzioni d'onda a « fre- 
quenza positiva » (e > 0) e quelle a « frequenza negativa » (e <0) 


1) In accordo con questo principio si sarebbe dovuto introdurre il campo 
esterno anche nelle equazioni d'onda di particelle dotate di altri spin, e le equa- 
zioni sarebbero dovute essere state scelte nella forma, nella quale esse si ottengo- 
no mediante il principio variazionale, senza ricorrere a condizioni supplementa- 
ri. Cosî, nel caso di spin 4 la sostituzione p + p — eA deve essere eseguita nelle 
equazioni (14,1-2). Notiamo che questa sostituzione (per spin 1) nell'equazione 
del secondo ordine (14,4) e nella condizione supplementare (14,3) avrebbe condot- 
to, in generale, ad un sistema incompatibile di equazioni (nel caso di spin 3/2 
l’incompatibilità sarebbe già sorta per il fatto che si usavano le equazioni del 
primo ordine (34,2) con le condizioni supplementari (34,4)). 

Nel caso di spin 0, la sostituzione p —— p — eA nelle equazioni del primo 
dos (10,4) è equivalente alla sostituzione nell'equazione del secondo ordine 

15). 
Non ci soffermeremo più dettagliatamente su questi problemi, poiché essi 
non hanno senso fisico diretto; l'interazione elettromagnetica di particelle a spin 
differente da 1/2 non può essere descritta mediante equazioni d'onda. 
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entrano nello schema della seconda quantizzazione in modo deter- 
minato. Per particelle in un campo esterno questo schema viene 
generalizzato in maniera naturale mediante la sostituzione delle 
onde piane nelle formule (25,1) con le autofunzioni, debitamente 
normalizzate, dell’equazione di Dirac ý e yT°, associate a fre- 
quenze positive (ef) e a frequenze negative (—ef?): 


7 sp (H) _) iet 
p= DI fame i pig, 
n 
p= DI aP peik t L b pente}, 
n 


Questo schema di quantizzazione può, tuttavia, portare a dif- 
ficoltà. Queste sono legate al fatto che, con l'aumentare della pro- 
fondità della buca di potenziale, i livelli energetici possono passare 
la frontiera = 0, possono cioè da positivi diventare negativi 
(oppure, per un potenziale di segno diverso, da negativi diventare 
positivi). Tuttavia, per ragioni di continuità, noi dobbiamo conti- 
nuare a considerare questi livelli come elettronici (e non positronici). 
Per questa ragione, in un approccio piú rigoroso dovrebbero venire 
considerati elettronici tutti gli stati che, per uno « spegnimento » 
infinitamente lento del campo, si avvicinano alla frontiera positiva 
dello spettro continuo (e = m). L'energia dell'elettrone può, tuttavia, 
risultare negativa, e quindi il vuoto non è pit lo stato energetica- 
mente più basso; questo può portare, in un campo appropriato, 
alla generazione di coppie elettrone-positrone!). Inoltre, continuando 
ad aumentare la profondità della buca di potenziale, il livello elettro- 
nico può raggiungere la frontiera negativa. dello spettro continuo. 
In questo caso l’energia minima necessaria per la generazione di una 
coppia (uguale a m + 8), sarà uguale a zero, cioè inizierà im- 


(32,9) 


mediatamente la formazione spontanea di coppie, processo che non... 


può, in ogni caso, venire considerato nel quadro della teoria ad 
una particella. . 

Tutto questo mostra che l'applicabilità del concetto di campo 
esterno è, nella teoria relativistica, limitata. In particolare, non 
è possibile considerare buche di potenziale troppo profonde. Nel 
quadro di una teoria a piú particelle il problema non è ancora stato 
studiato. 


PROBLEMA 


Determinare i livelli energetici di un elettrone in un campo magnetico co- 
stante. 

Soluzione. Per il potenziale vettore abbiamo Ax = A, = 0, A= Hz (il 
campo H è diretto lungo l’asse z). Oltre all'energia, si conservano le componen- 
ti py Pz dell'impulso generalizzato. 


1) In particolare, questo avrà luogo in presenza di due buche di potenziale 
di segno opposto molto profonde. 
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Usiamo l'equazione del secondo ordine per la funzione ausiliaria ọ (vedi la 
(32,8)) e assumiamo q come autofunzione dell’operatore X, (con gli autovalori 
o = +1), e degli operatori p, e p,. L'equazione per ọ ha la forma 


d2 
{a+ (H2-py)?_eHa} o= mph 


Per la forma questa equazione coincide con l'equazione di Schrödinger per l’o- 
scillatore lineare. Gli autovalori e sono determinati dalla formula 


e2—m2— pì =|e|H(2n+1)—-eHo, n=0,1,2,... 
yr III, § 1412). Notiamo che la funzione d’onda p, definita attraverso p dalla 
ormula (32,8), non è un’autofunzione dell’ operatore 2 ,; questo fatto è in accordo 
con l'affermazione che per una particella in moto lo spin non è una grandezza 
conservativa. 


$ 33. Sviluppo in potenze di i/c!) 
Nel $ 21 abbiamo visto che nel limite non relativistico (v + 0) 
due componenti (x) del bispinore w = (1) si annullano. Quindi 


per velocità piccole dell’elettrone si può porre y « g. Questo fatto 
dà la possibilità di ottenere un'equazione approssimata, contenente 
soltanto la grandezza a due componenti g, sviluppando formalmente 
la funzione d’onda in potenze di 1/c. 

Come punto di partenza prendiamo l’equazione di Dirac per 
un elettrone in un campo esterno, scritta nella forma 


ih Æ = {ca (p—Ż A) +Bme?-+eD} p. (33,1) 


Nell’energia relativistica della particella è contenuta anche la sua 
energia di quiete mc?. Nel passaggio all’approssimazione non rela- 
tivistica quest’ultima deve essere esclusa; per fare questo introdu- 
ciamo al posto di w la funzione wp’ secondo la formula 


p = p'e-ime2/n, 
Allora 
3 ô ' ' 

(i -5 tme) p = {ca (p_ 2 A) + me +e®) wi. 
Rappresentando p’ nella forma yw'= (2) , otteniamo un sistema 
di equazioni 

> G) r r 
(in7_0)o =co(p-_tA4)y, (33,2) 


(in eD+2me)x'=c0o (p_ ŻA) y (33,3) 


1) In questo paragrafo usiamo il sistema di unità ordinario. 
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(in seguito ometteremo gli apici apposti a @ e yi questo non potrà 
causare malintesi, poiché in questo paragrafo noi useremo soltanto 
la funzione trasformata p’). 

In prima approssimazione, nel membro a sinistra dell’equazio- 
ne (33,3) lasciamo solo il membro 2mc?y e otteniamo 


x=-0 (P— LA) (83,4) 


(notiamo che y ~ @/c). Sostituendo questa espressione nella (33,2), 
otteniamo 


(ino) e-#-(0(0-£4))"0 
Per le matrici di Pauli vale la relazione 
(ca) (ob) = ab + io [ab], (33,5) 
dove a, b sono vettori qualsiasi (vedi (20,9)). Nel nostro caso a = 
=b=p— TA, ma il prodotto vettoriale [ab] non si annulla in 
virti della non commutatività di p e A: 


[(p_tA4)(p_TA4)]o=: £ {[4AV]+[V4]}9 =i rot A-Q. 
Abbiamo quindi 
(o (p—44) ` = (p—44)} -20H (33,6) 


(dove H =rot A è il campo magnetico), e per ọ si ottiene l’equa- 
zione 


iñ  -Ho=[5(p_4)+e0-2 on | p. (33,7) 


Questa è la cosí detta equazione di Pauli. Essa si differenzia 
dall’equazione non relativistica di Schrödinger per la presenza 
nell’hamiltoniano dell’ultimo membro, che ha la forma dell'energia 
potenziale di un dipolo magnetico in un campo esterno (vedi III, 
$ 4111). Quindi, nell’approssimazione del primo ordine (in 41/c) 
l’elettrone si comporta come una particella che, oltre alla carica 
elettrica, possiede anche un momento magnetico: 
eh ez 

o= i hs, (33,8) 


2me m 


Come si vede, il rapporto giromagnetico (e/mc) è due volte maggiore 
di quello che si avrebbe per il momento magnetico, connesso con 
il moto orbitale!). 

1) Questo importante risultato fu ottenuto da Dirac nel 1928. La funzione 


d'onda a due componenti, che soddisfa l'equazione (33,7), fu introdotta da 
W. Pauli (1927) ancora prima che Dirac scoprisse la sua equazione. 


/ 
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La densità è p = p*p = p*p + y*yx. In prima approssima- 
zione il secondo membro deve essere trascurato, e si ha quindi 
p = | |}, come deve essere per l'equazione di Schrödinger. 

Per la densità di corrente abbiamo 


j=cp*ap=c (9*0x + x*09). 
In conformità con la (33,4), sostituiamo in questa espressione 


e i prodotti, che contengono due volte il fattore 0, si trasformano 
mediante la formula (33,5) scritta nella forma 


(ca)o = a + i [ca], o (ca) = a + iladl. (33,9) 


Come risultato otteniamo 
p ih h 
j= 5 (9Vo*— 9*Vo)— È Ao*p+7 TOt (pog), (33,10) 


in accordo con l’espressione III (115,4) della teoria non relativistica. 
Troviamo ora l’approssimazione del secondo ordine, continuando 
lo sviluppo fino ai membri -1/c? !). Supponiamo di avere soltanto 
un campo elettrico esterno (4 = 0). 
Notiamo innanzitutto che, se si tiene conto dei membri 1/03, 
per la densità abbiamo 


12 
p=l@P+1xP=|9P+<7a lV. 


Questa espressione si differenzia da quella di Schrödinger. Volendo 
trovare (in seconda approssimazione) un’equazione d’onda, analoga 
all’equazione di Schrödinger, noi dobbiamo introdurre al posto di @ 
un’altra funzione (a due componenti) pschr, per la quale l’integrale 
conservativo abbia la forma f | @senr dV, come deve essere per 
l'equazione di Schrödinger. 

Per chiarire la forma della trasformazione richiesta, scriviamo 
la condizione 


a h2 
\ PichrPschr 4V = | {o*o ta (Vo*-0) (ovg) } dV 


e integrando per parti otteniamo 


a 


Í (79*-0) (ovg) dV = — È 0* (07) (ov) aV = — È g*Ag av 


duo L'esposizione segue qui il metodo di V. B. Berestetskij e L. D. Landau: 
(1949). 
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(oppure questa stessa espressione con p e p* scambiate di posto). 
In tal modo 


h2 
{ P$chrPschr dV = f { P*P— ra (P*Ap+ pAg*)} dV, 
da dove si vede che 
A 2 
Psor = (1+757) P, p= (1— izr ) sonr. (33,11) 


Per semplificare la scrittura supporremo che lo stato è staziona- 
rio, cioè sostituiremo l’operatore —iñô/ôt con l'energia e (dove è stata 
sottratta l'energia a riposo). Nell’approssimazione successiva (alla 
(33,4)), dalla (33,3) abbiamo 

1 e— eD 
= me (1— 2mc2 ) (0P) 9- 
Bisogna ora portare questa espressione nella (33,2) e quindi sosti- 
tuire @ con @scpr secondo la (33,11), omettendo sempre i membri 
di ordine superiore a 1/c?. Dopo un semplice calcolo otteniamo l’equa- 
zione per @schr nella forma e@schr = Hescnr, dove l’hamiltoniano 
è 


4 1 
H= te tz {MO (0p) — i 0409). 
SL e Proson entro parentesi graffa si trasforma mediante le for- 
mule 
(op) D (cp) = Dp? + (opd) (op) = Op? + iñ (o E) (op), 
p’D— Dp = — AD + 2ih Ep 


(dove E = — V@® è il campo elettrico). L'espressione definitiva 
dell’hamiltoniano è la seguente: 


__ P pt eh eh? 1. 

H= 2m Pe << o [Ep] — aa div Æ. (33,12) 

Gli ultimi tre termini sono le correzioni cercate di ordine 1/c?. 

Il primo di essi è la conseguenza della dipendenza relativistica 
dell'energia cinetica dall’impulso (sviluppo della differenza 
€ V p F ma — mc?). Il secondo, che può essere chiamato energia 
di interazione spin-orbita, è l'energia di interazione del momento 
magnetico in moto con il campo elettrico). L'ultimo termine è 


1) Introducendo il momento magnetico (33,8) e la velocità v = p/m, otte- 
niamo questa energia nella forma — z A [Ev]. Di primo acchito questo 
risultato può sembrare innaturale, poiché nel passaggio al sistema di riferimento 
solidale con la particella compare il campo magnetico H = = [E], nel quale 


il momento magnetico dovrebbe possedere l’energia —p H. Questo ragionamento, 
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diverso da zero soltanto in quei punti dove ci sono delle cariche elet- 
triche che creano il campo esterno (ad esempio, per il campo coulom- 
biano di una carica puntiforme Ze si ha AD = —4nZeò (r)) (C. G. Dar- 


win, 1928). 
Se il campo elettrico gode di simmetria centrale, allora si ha 
pad d® 
ca r dr” 


e l'operatore di interazione spin-orbita può essere rappresentato 
nella forma 


eh d® h2 aU 
Tatay OLTP- ner de (33,13) 
Qui 1 è l'operatore del momento angolare orbitale, s = 1/20 l’ope- 
ratore di spin dell'elettrone, e U = e® è l'energia potenziale del- 
l’elettrone nel campo!). 


$ 34. Struttura fina dei livelli dell'atomo di idrogeno 


Determiniamo le correzioni relativistiche ai livelli energetici 
dell'atomo di idrogeno, cioè di un elettrone nel campo coulombiano 
di un nucleo fisso?). La velocità dell'elettrone nell’atomo di idrogeno 
è vle ~ a & í. Quindi le correzioni cercate possono essere calcolate, 
applicando la teoria delle perturbazioni, come valori medi nello 
stato imperturbato (cioè rispetto alla funzione d'onda non relativisti- 
ca) dei membri relativistici nell’hamiltoniano approssimato (33,12). 
Per una maggiore generalità poniamo la carica del nucleo uguale a Ze, 
supponendo, tuttavia, che sia sempre valida la relazione Za « 1. 

L'intensità del campo del nucleo è E = Zer/r?, e il suo potenzia- 
le soddisfa l'equazione AD = —4nZeò (r). Sostituendo questo nella 
(33,12) (gli ultimi tre termini) e tenendo conto del fatto che la 
carica dell'elettrone è negativa, otteniamo l'operatore di perturba- 
zione . 5 7 

x LIL 
V= patata Ô (r) (34,1) 

Poiché, secondo l'equazione non relativistica di Schrödinger, 

si ha 


ph = 2m (+) v 


tuttavia, in realtà non tiene conto, nel modo dovuto, della non inerzialità del 
sistema di riferimento solidale con la particella. La comparsa del fattore 1/2 
{introdotto da L. Thomas nel i è connessa con le condizioni generali di inva- 
rianza relativistica unitamente alle proprietà specifiche dell'elettrone in quanto 
particella « spinoriale » con un proprio valore del rapporto giromagnetico (vedi 


). 

1) La formula Sd) venne usata nel III, $ 72. 

2) L'influenza del moto del nucleo sul valore di queste correzioni costituisce 
un effetto di ordine superiore e qui viene trascurato. 
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(dove eg = —mZ°a?/2n? è il livello imperturbato, n il numero quan- 
tico principale), per il valore medio otteniamo 
n 2 
pi= 4m? (e +42) i 


Questa quantità, come anche il valore medio del secondo membro 
nella (34,1), si calcola mediante le formule (vedi III, $ 36) 


Fiom 3__(ma2?_ 
r =- 7380412)? (34,2) 


— (maZ)3 


r? = — e 
n3l lti (+1) 


(l’ultima formula vale per / s 0); gli autovalori dell’operatore ls 
sono 


A 3 
I8=3[10+1)-10+1)-i] per #0, 
ls = 0 per l= 0. 


Infine, la media del terzo termine vien calcolata mediante le for- 
mule 


O= (4), l=0; (0)=0, 1340. (34,3) 


n 


Il risultato di semplici calcoli, eseguiti mediante le formule 
riportate, può essere rappresentato in tutti i casi (per tutti i j e l) 
nella forma 


o m (Za) 1 3 
he= 37 (+5 =) (34,4) 


La formula (34,4) dà la correzione relativistica cercata all’ener- 
gia dei livelli dell’idrogeno, cioè l’energia della struttura fina!). 
Ricordiamo che nella teoria non relativistica ha luogo sia la degene- 
razione rispetto alle direzioni dello spin, sia la degenerazione cou- 
lombiana rispetto a Z. La struttura fina (l'interazione spin-orbita) 
rimuove questa degenerazione, ma non completamente: rimangono 
doppiamente degeneri i livelli con gli stessi n, j ma con diversi 
l = j + 1/2 (non degeneri risultano soltanto i livelli con il valore 
massimo possibile, per un dato n, j = jmax = lmaz + 1/2 = 


1) Questa formula (come anche la formula pit precisa (36,10)) fu ricavata 
per la prima volta da A. Sommerfeld nell’ambito della vecchia teoria di Bohr 
ancora prima della creazione della meccanica quantistica. 
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= n — 1/2)?). In tal modo, la successione dei livelli dell'idrogeno, 
tenuto conto della struttura fina, è la seguente: 


151/23. 


251/29, 2P1/2» 2P3/25 

N— i 

3s1/2, 3p1/2, 3P3/2: 3d3/2, 3ds,2- 
Velia ra 


Il livello con numero quantico principale n si scinde in n componenti 
della struttura fina. 

Vedremo in seguito che la degenerazione restante viene rimossa 
dalle cosiddette correzioni radiative (spostamento di Lamb), delle 
quali non tiene conto l'equazione di Dirac nel problema di un elet- 
trone. 

Anticipiamo qui che per l’ordine di grandezza queste correzioni 
sono ~mZ*a* In (1/a). La correzione del secondo ordine, dovuta 
all'interazione spin-orbita, sarebbe —m(Za)$, cosicché il suo rapporto 
rispetto alle correzioni radiative vale —Z?a/In (1/a). Per l'idrogeno 
(Z = 1) questo rapporto è chiaramente piccolo, e quindi il problema 
della soluzione esatta dell'equazione di Dirac non ha, in questo 
caso, alcun senso. Questo problema può, tuttavia, avere senso per 
i livelli energetici dell'elettrone nel campo di nuclei con Z grandi 


($ 36). 


$ 35. Moto in un campo a simmetria centrale 


Studiamo il moto di un elettrone in un campo elettrico a sim- 
metria centrale. 

Poiché nel moto in un campo centrale si conservano il momento 
angolare e la parità (rispetto al centro del campo, scelto come inizio 
delle coordinate), per quanto riguarda la dipendenza angolare delle 


. Questa degenerazione è connessa all'esistenza di una legge di conserva- 
zione supplementare, specifica per il campo coulombiano; l’hamiltoniano del- 
l'equazione di Dirac H = ap -+ fm — e% commuta con l'operatore 


1-2 2447 b (21+1) y5(H—mB) 


(M. H. Johnson, B. A. Lippmann, 1950). Nel limite non relativistico si ha 
I + ZA, dove P 


r 1 
A=—4+72 {Up} {Pl} 
è l'operatore corrispondente all’integrale coulombiano classico del moto (cfr. I, 


$ 15). La degenerazione accidentale non relativistica nel campo coulombiano è 
connessa con la legge di conservazione della grandezza A. 
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funzioni d’onda di questo moto vale tutto quanto è stato detto nel 
$ 24 a proposito delle onde sferiche delle particelle libere. Cambiano 
soltanto le funzioni radiali. In accordo con quanto detto, cercheremo 
la funzione d'onda degli stati stazionari (nella rappresentazione 
standard) nella forma 


f(r) Q jim 
p= (9) -{ 14-1 ) ; (35,1) 
1? g(r) Qm 


dove 1 = j + 1/2, l' = 2j — l, mentre il fattore —4 è stato intro- 
dotto per comodità. 
L'equazione di Dirac in rappresentazione standard dà il seguente 
sistema di equazioni per e x: 
(e —m— U) ọ = 0px, 
(e+m_-U)y=0p9, 
dove U (r) = e® (r) è l'energia potenziale dell’elettrone nel campo. 
Il calcolo del risultato che si ottiene sostituendo qui le espressioni 
(35,1) si riduce al calcolo dei membri destri di queste equazioni. 


Esprimendo lo spinore sferico Q;vm attraverso Q;im secondo la 
formula 


(35,2) 


Qjrrm= it-t (0 £) Qim 
(vedi la (24,8)), scriviamo 
(0p) x= — i (0p) (07) £ Qim. 


Trasformando ora il prodotto (op) (or) mediante le formule (33,5) 
e sviluppando le operazioni vettoriali troviamo 


(0p) y= — i {pr + io [pr]} £ Q;im= 
={— div r— (rV)—0[rp]} £ Qim = 
r 2 

T —{g af 8£+£01}Qim, 
dove 1 = [rp] è l’operatore del momento angolare orbitale; l’apice 
significa la derivazione rispetto a r. Gli autovalori del prodotto 
ci = 21s sono 
o=} —P—s=j(j+1)—I(0+1) -= 


j— 1/2 per l=j—1/2, 
=Í —j—3/2 per l=j+1/2. 


i 


' 
I 
h 
h 
I 
| 


PARTICELLE IN UN CAMPO ESTERNO 159 


Allo scopo di uniformare la scrittura in ambedue i casi (l = j + 1/2), 
è comodo introdurre la notazione 


«=Í —(j+1/2)= —(l1+1) per j=141/2, 
l+0G+1/2)=! per j=l— 1/2. 


Il numero x assume tutti i valori interi, escluso lo 0 (i numeri posi- 
tivi corrispondono al caso j = l — 1/2, mentre quelli negativi al 
caso j= [+ 1/2). Allora lo = —(1 + x), e quindi 


(op) y= — (8° +17) Lim 


(35,3) 


Sostituendo questa espressione nella prima delle equazioni (39,2), 
lo spinore sferico Qjım nei due membri dell'equazione si elide. 
Operando analogamente anche con la seconda equazione!), come 
risultato otteniamo il seguente sistema per le funzioni radiali: 

f +4 f—(e+m—U)g=0, 
pa (35,4) 
g' ++ g+ (e—m—U)f=0, 


oppure 
(fry + (fr)—(e+m—U)gr =0, 
(gry —Ž (gr) + (e—m—U) fr =0. 


Studiamo il comportamento di f e di g alle piccole distanze, 
supponendo che il campo U (r) cresca per r- 0 più rapidamente 
di i/r. Allora nella regione delle piccole distanze le equazioni (35,4) 
assumono la forma 


(35,5) 


f+Ug=0, g'— Uf=0. 
Esse hanno soluzioni reali del tipo 


= costante-sen ( f Udr + 8) ; 
g = costante- cos (f Udr + 6) ; (35,6) 


dove $ è una costante arbitraria. Queste funzioni oscillano per 
r— 0, senza tendere a nessun limite. È facile vedere che questa 
situazione corrisponde alla « caduta » della particella nel centro. 

Notiamo innanzitutto che nel caso considerato la funzione d'onda 
possiede uno spettro continuo per qualsiasi €, incluso anche il caso 


1) Non c'è bisogno di ripetere questi calcoli. E sufficiente notare che il 
passaggio dalla prima alla seconda equazione si realizza (come si vede dalle 
(35,1-2)) mediante la sostituzione 


f>-gag>-—-fy,m-+--ml->l',x-—-x. 
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ļe| <m. Effettivamente, la regione delle piccole distanze in 
questo caso non impone limitazioni sulla scelta della soluzione: 
la condizione al contorno per r = 0 per una funzione oscillante, in 
sostanza, non esiste, e quindi la scelta della costante rimane arbitra- 
ria. Un comportamento corretto della funzione d'onda nella regione 
dei grandi r (« saldata » con la funzione (35,8)) può essere ottenuto 
per qualsiasi e mediante una scelta opportuna di ô. 

Tuttavia, in uno stato dello spettro continuo qualsiasi pacchetto 
d'onde finisce, col trascorrere del tempo, per uscire da qualsivoglia 
regione finita di spazio (come è dimostrato dai ragionamenti esposti 
alla fine del III, $ 10). Poiché per 18] <m la particella non può 
«allontanarsi verso l’infinito, questo significa che essa va a finire 
nel centro delle coordinate, cioè cade nel centro. Il moto risulta, 
per cosí dire, infinito dalla parte dei piccoli r. La situazione ora 
descritta è assolutamente inammissibile nella teoria relativistica. 
Effettivamente, in forza della continuità dello spettro per Je | <m 
gli stati a frequenza positiva e quelli a frequenza negativa risultano 
non separati. Questo rende impossibile una qualsiasi descrizione 
razionale del sistema. In particolare, tale sistema sarebbe assoluta- 
mente instabile: qualsiasi perturbazione causerebbe la generazione 
di un numero incalcolabile di coppie. Quindi, un campo con poten- 
ziale, che per r-+ 0 cresce più rapidamente di 1/r, non può essere 
considerato nell’ambito della teoria di Dirac. Sottolineiamo che 
questo vale per i potenziali di ambedue i segni. Sebbene si possa 
parlare di « caduta » soltanto nel caso di attrazione, poiché il segno 
di Y = e® dipende anche dal segno della carica e, in un caso si com- 
portano in modo anomalo i livelli elettronici e nell'altro quelli 
positronici. 

Consideriamo ora il comportamento delle funzioni d’onda alle 
grandi distanze. Se il campo U (r) decresce abbastanza rapidamente 
per r—> co, nel determinare la forma asintotica delle funzioni 
d’onda alle grandi distanze, si può trascurare completamente il 
campo nelle equazioni. Per e >m, cioè nella regione dello spettro 
continuo, si ritorna allora all’equazione del moto libero, e quindi 
la forma asintotica delle funzioni d'onda (onde sferiche) si differen- 
zia da quella per una particella libera soltanto per la comparsa di 
« spostamenti di fase » supplementari, il valore dei quali è determi- 
nato dalla forma del campo alle piccole distanze!). Questi sposta- 
menti dipendono dai valori di j e l, oppure, ciò che è lo stesso, dal 
numero x introdotto prima (ed anche, ovviamente, dall’energia e). 
Indicando questi spostamenti con $, e usando l’espressione dell’onda 
sferica libera (24,7), possiamo scrivere immediatamente la forma 


1) Cfr. III, $ 33. Come anche nella teoria non relativistica, U (r) deve 
decrescere più rapidamente di 4/r. Il caso U ~ 1/r sarà trattato a parte nel 


$ 36. 
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asintotica cercata 
taf TTT al 
Ta i Aa sen (pr 5+ ôx) 
Ve-mQ smsen (pr -5 +ô) 


(35,7) 


(dove p =V 2 — m?). Il coefficiente comune corrisponde alla 
normalizzazione delle funzioni radiali secondo la (24,5). 

Le funzioni d’onda dello spettro discreto (e < m) per r + œ 
decrescono esponenzialmente secondo la legge 


Imre Ao fo, a 
f V aatra exp(—rV m?- e), (35,8) 
dove A è una costante. 

Come anche nella teoria non relativistica, gli spostamenti di 
fase ô, (più precisamente, le quantità e’ — 1) determinano 
l'ampiezza di diffusione nel campo considerato (di questo si parlerà 
più dettagliatamente nel $ 37). Non ci soffermeremo qui a studiare 
le proprietà di analicità di queste grandezze (cfr. III, $ 128). Notiamo 
soltanto che e‘. come funzione dell'energia. ha, come prima, dei 
poli nei punti corrispondenti ai livelli degli stati legati della parti- 
cella. Il residuo della funzione e?! in questi poli è connesso in 

modo determinato al coefficiente dell’espressione asintotica della 
corrispondente funzione d’onda dello spettro discreto. Troviamo 
questa connessione, che generalizza la formula non relativistica 
III (128,17). I calcoli necessari sono del tutto analoghi a quelli 
fatti nel III, $ 128. 

Deriviamo le equazioni (35,5) rispetto all'energia 


rf \' x ðrf Ciao drg _ 
(F) r de (e+m—U) de E 
rg _* drg Lie m__ tn ori E 
(S) roae EU ai 


Moltiplichiamo queste due equazioni rispettivamente per rg e —rf, 
e le due equazioni (35,5) rispettivamente per —rg e rf, e quindi 
sommiamo membro a membro tutte e quattro le equazioni. Dopo 
tutte le semplificazioni otteniamo 


|r (g $42) =r. 


Integriamo questa uguaglianza rispetto a r 


e (e218) = | Pte redr, 
0 
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e quindi eseguiamo il passaggio al limite r + co. In virtù della 
condizione di normalizzazione l’integrale nella parte destra del- 
l'uguaglianza è uguale a 4. Nella parte sinistra invece teniamo conto 
del fatto che nella regione asintotica le funzioni g e f sono legate 


dall’uguaglianza 


(che si ottiene dalla (35,5) trascurando i membri contenenti Ọ 
e 1/r). Come risultato finale otteniamo 


1 , dr arf \' 
e e a (35,9) 

Questa formula differisce dalla formula analoga non relativistica 
(per la funzione %) soltanto per il coefficiente (e + m invece di 2m). 
Non c’è quindi bisogno di ripetere tutti i successivi calcoli, e ripor- 
teremo immediatamente la formula finale, valida nella regione 
vicino al punto e = £ (£ è il livello energetico): 


zi, _/__qyg 24 m— £o 
u (1 E VE, (35,10) 


dove A, è il coefficiente dell'espressione asintotica (35,8). 


PROBLEMA 


Trovare la forma della funzione d’onda nel limite dei piccoli r nel campo 


U ~ r73, dove s < 1. 
Soluzione. Per una particella libera ai piccoli r abbiamo f ~ rl, g ~ r”, 
e quindi per 1< l’ abbiamo f > g, e per L >U: f«& g. Facciamo l'ipotesi 
(giustificata a posteriori dal risultato) che questa relazione sia valida anehe nel 
campo considerato. Per 1< l (cioè l= j — 1/2, x = —l — 1) nella prima 
delle equazioni (35,4) si può omettere il termine contenente g, e quindi si ha, 
come prima, f ~ ri. Dalla seconda equazione abbiamo allora g — rfU, cioè 
g ~ rl+1-s = rl'-8. In modo analogo si tratta il caso ! >. Come risultato 
otteniamo 
per <V: fer, goros 
per 1>l': f~r, g~ r”. 


$ 36. Moto in un campo coulombiano 


Iniziamo lo studio delle proprietà del moto nel caso molto im- 
portante del campo coulombiano analizzando il comportamento 
delle funzioni d’onda alle piccole distanze. Per concretezza consi- 
dereremo un campo attrattivo U = —Za/r!). 


1) In unità ordinarie U = —Ze?/r. Passando alle unità relativistiche e? 
viene sostituito con la costante adimensionale a. 
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Per piccoli r nelle equazioni (35,5) si possono omettere i membri 
contenenti e + m; allora 


(ir + fr gr=0, 
(er — gr +4 fr=0. 


Le due funzioni fr e gr compaiono in ognuna di queste equazioni 
con parità di diritti. Quindi possiamo cercare queste funzioni ambe- 
due sotto forma di uguali potenze di r:fr = arY,gr = br. Sosti- 
tuendo nelle equazioni otteniamo le relazioni 


a (y + x) — bZa = 0, aZa + b (y — x) = 0, 
dalle quali 
y = x? — (Za)?. (36,1) 


Sia (Za)? <x?. Allora y è reale, e dei due valori deve essere 
scelto quello positivo: la soluzione corrispondente o non diverge 
per r = 0, oppure diverge meno rapidamente dell’altra!). In tal 
modo 


g = costante. r- i+, 


Za 
AA 
v= VW P= V GF Za. 


Sebbene la funzione d’onda possa diventare infinita per r = 0 
(se y <1), l'integrale di | y |? rimane, ovviamente, convergente. 

Se (Za)? >x?, ambedue i valori di y nella (36,2) risultano įm- 
maginari, Le soluzioni corrispondenti, per r—> 0, oscillano (com 
r cos (| y | In r)), e quindi si ha di nuovo, come abbiamo già 
spiegato, la situazione della « caduta nel centro », inammissibile 
nella teoria relativistica. Poiché x? = 41, questo significa che il 
campo puramente coulombiano può essere considerato nella teoria 
di Dirac solo per Za <1, cioè per Z < 137. 

Nel caso reale del moto nel campo del nucleo l'andamento del 
potenziale alle piccole distanze si discosta dall'andamento coulotn- 
biano a causa della finitezza delle dimensioni del nucleo. Questo 
porta alla possibilità di principio che possano esistere nuclei a Z 
maggiori?). 

Occorre ancora notare che anche nel caso di una carica puntifor- 
me l’andamento del potenziale alle piccole distanze viene deformato 


(36,2) 


1) La scelta della soluzione che diverge meno rapidamente può essere argo- 
mentata considerando il potenziale « troncato » ad un certo raggio rọ ed ese- 
guendo poi il passaggio al limite rg + 0, similmente a come è stato fatto nel III, 

35. 


2) Per lo studio del problema dei potenziali « troncati » vedi V. S. Popov, 
Jadernaja Fisica, 12, 429, 1970; ZETF, 59, 965, 1970. 
11* 
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dalle correzioni radiative, circostanza che può anche cambiare il 
risultato. Il ruolo di queste correzioni per valori di Za vicini al- 
l’unità non è stato, luttavia, ancora studiato. 

Passiamo ora alla soluzione esatta dell'equazione d'onda 


(G. Darwin, 1928; W. Gordon, 1928). 
a) Spettro discreto (8 <m). Cercheremo le funzioni f e g nella 


forma 
f=Vm+e e 9297! (Qi -+ Q), 
a A (36,3) 
g= —Vm—-se "0" (Q1—-02), 
dove sono state introdotte le notazioni 
p=2àÀr, \=Vm? e, y=V w — Z. (36,4) 


Questa forma risulta naturale dall'andamento, già noto, delle 
funzioni per p > 0 (36,2) e dalla decrescenza esponenziale (~e?) 
per p+ œ. Poiché per p + co le funzioni f e g devono avere un 
comportamento asintotico uguale, da qui discende che per p —> œ 


sarà Qi > Qo 
Sostituendo la (36,3) nella (35,4) otteniamo le equazioni 


P+ Qa + (+) (01+ 04) — PO + Za Y EE (i — Qa) =0, 
PQQ + (7 (Qia) +a Za y ZEER) =0 


(l'apice significa la derivazione rispetto a p). La somma e la dif- 
ferenza di queste equazioni danno rispettivamente 


pQ; + (1-42) + (4—7) 0.=0, 
oQ; + (v+ Eo) Q+ (+47) 0-0, 
oppure, eliminando Q, 0 Qz 
p0+ (27 +1—p) 0i — (1-5) =0, 
P+ 2y-+1—9) 0 (+1) Q= 


(occorre tener presente che y? — (Zae/2)? = x? — (Zam/1)?). Le 
soluzioni, finite in p = 0, di queste equazioni sono 


Qı =4F h-E, 2+1, p), 


(36,5) 


36,6 
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dove F (a, B, z) è una funzione ipergeometrica confluente. Ponendo 
p = 0 in una qualsiasi delle equazioni (36,5), troviamo il legame 
tra le costanti A e B 


Zas 
Lpd 
B=- OA. (36.7) 
Ta 


Ambedue le funzioni ipergeometriche nella (36,6) devono ridursi 
a polinomi (in caso contrario esse cresceranno per p ++ co come e’, 
e con esse crescerà, come e?/2, tutta la funzione d'onda). La funzione 
F (a, B, z) si riduce ad un polinomio se il parametro œ è un numero 
intero negativo o è uguale a zero. Introduciamo la notazione seguen- 


te: 


n FE in. (36,8) 
Se n, = 1,2, ..., ambedue le funzioni ipergeometriche si riducono 


a polinomi. Se invece n, = 0, solo una di esse si riduce a polinomio. 
L’uguaglianza n, = 0 significa, però, che y = Zae/A, e allora, come 
è facile verificare, Zam/A = | x |. Se x <0, il coefficiente B (36,7) 
si annulla e quindi Q, = 0, e la condizione richiesta non viene 
violata. Se invece x >Q0, allora B = —A e Q, rimane, per nr = 0, 
una funzione divergente. In conclusione sono possibili i seguenti 


valori del numero quantico n,:! 
0, 1, 2,... per *<0; 
m=] p (36,9) 
1, 2, 3,... per x>0. 
Dalla definizione (36,8) ricaviamo ora la seguente espressione 
per i livelli energetici discreti: 


E (Za)? 4/2 
— = 1 “7, ———@"@"me . 10 
a (V ape) j 

Per Za « 41 i primi termini dello sviluppo di questa formula 
danno 


è _1=— Z Z) fi I 

m : e ea [ |x| ah 
Introducendo la notazione n, + |x | = n (= 41,2, ...) e notando 
che | x | = j} + 4/2, si ritorna alla formula (34,4), da noi ricavata 


precedentemente mediante la teoria delle perturbazioni. Come 
abbiamo già detto alla fine del paragrafo 34, i termini successivi 
di questo sviluppo non hanno senso, poiché essi si confondono con 
le correzioni radiative. La formula (36,10), tuttavia, ha senso nella 
sua forma esatta per Za ~ 1. Notiamo che la doppia degenerazione 
dei livelli, evidente dalla formula approssimata (34,4), si mantiene 
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anche nella formula esatta; poiché in quest’ultima compare solo 
| x |, i livelli con / differenti coincidono come prima per uno stesso j. 

Nella funzione d’onda ci è rimasto da determinare ancora il 
coefficiente generale di normalizzazione A. Come sempre, una fun- 
zione d'onda dello spettro discreto deve essere normalizzata con la 


condizione f | w dV = 4; per le funzioni f e g questo significa 
{ (P+g9)r2dr=1. 
ð 


Il metodo più semplice per ricavare A è di ricorrere alla forma asin- 
totica delle funzioni per r + co. Mediante la formula asintotica 


T 2 1 nr 
F (re, +1 p) = (o) 


(vedi III (d,14)) troviamo 


n era: T 2 1 -Àr nr- 
frR(—-1) AV mtem e AA, 


Confrontando questa formula con l’espressione (36,22), che verrà 
ricavata più avanti, troviamo 


[ar ytin) (4 


Zam2-nr! 


22 

A= =a 

r (2y+1) 

Riunendo le formule ottenute, scriviamo le espressioni finali 
complete delle funzioni d’onda normalizzate 


= + (24)83/2 T (mte)P(2y+nr +4) 1/2 

gi TTD dm Zan (fee) n 

x (247)? te" f (= —x)F(—m, 2+1, 24r) F 
FmwF(1-n, 2+1, 2Ar) } (36,11) 


(i segni in alto si riferiscono a f, quelli in basso a g). 

b) Spettro continuo (e >m). Non è necessario risolvere nuova- 
mente l'equazione d'onda per gli stati dello spettro continuo. Le 
funzioni d’onda, in questo caso, si ricavano dalle funzioni dello 
spettro discreto mediante la sostituzione!) 


Vm—-e-+-—iVe—m, X>- ip, -myi E (36,12) 


(a proposito della scelta del segno nel prolungamento analitico 


della radice V m — e vedi III, $ 128). Tuttavia, la normalizzazione 
delle funzioni deve essere calcolata di nuovo. 


Zam ) in 
—x 


1) Da qui fino alla fine di questo paragrafo p significa | p | = V2 m. 
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Eseguendo nella (36,11) la sostituzione indicata, rappresentiamo 
le funzioni f e g nella forma 


f _Ve+m } 1,ipr V-1 ri ; i T 
$ Ì ere -A'e (2pr)"-! [e Ea, 2y+1, —2ipr) F 
Fe8F(y+1—iv, 2y+1, — 2ipr)], 


dove A’ è la nuova costante di normalizzazione e dove sono state 
introdotte le notazioni 


y2% de VEN, (36,13) 
D m 


, 


(la grandezza È è reale poiché y° + (Zae/p)?= x? + (Zam/p)?). 
In accordo con la nota formula 


F (a, P, z) = ëF (B — a, B, —2) 
{vedi III (d, 10)) abbiamo 
F(y+1—iv, 2+1, — 2ipr)=e-%P"F(y+iv, 2y+1, 2ipr) = 
=e- ?%iPrF* (y —iv, 2y +1, —2ipr). 
Quindi, otteniamo 
f E im 
$ ) =2iA' V £ +m (2prý Re {e r+ F (y—iv, 2+1, — 2ipr)}. 
(36,14) 
L'espressione asintotica di queste funzioni si trova mediante 
la formula III (d, 14), nella’ quale, nel caso considerato, è essenziale 


soltanto il primo termine (il secondo decresce con una potenza 
maggiore di 41/r)}): 


spr)-Y+ivgi (Pr 
. la VEET T (2741) pr) ka SE} 
r w 
(36,15) 

dove 

ô=i— agl (+i RA, (36,16) 
oppure 

el — ivme TOPIC dina. (36,17) 


y- I FiFi) 


. _ 1) Come anche nel caso dell'equazione di Schrödinger, il fatto che il poten- 
ziale coulombiano decresca lentamente porta ad una deformazione delle fasi 
dell'onda, la quale diventa una funzione che varia lentamente al variare di r. 
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Per futuri rimandi, scriviamo qui l’espressione delle fasi nel caso 
ultrarelativistico (e © m, v & Za): 
2iô, __% T (y+1—iZa) Lin iv i 
“= y iZa T (y+ 1F Za) SR (Ho) 
Confrontando la (36.15) con la formula generale (35,7) per un'onda 
sferica normalizzata (e tenendo inoltre presente la definizione delle 
funzioni f e g (35,1)) si può ricavare la costante di normalizzazione Á’: 


e 


RET n 
id E TQy+41) 1 


PE Tawi Va 


In tal modo, otteniamo la seguente espressione definitiva per le 
funzioni d'onda dello spettro continuo!): 


f mie 3 r( i X 
r te? ytitiv)l (22r) 
} V ne Li P2y+1) r 2 


Im 
X Re fe er+9F (y— iv, 2y +1, — 2ipr)}. (36,19) 


Nel prolungamento analitico nella regione e <m, l’espressione 
(36,17) assume la forma 
216, x—Zam/) T (y+1—-Z@e/A) in d-% 
e x= Toe Iti F Zah) SR (36,20) 


Questa espressione ha dei poli nei punti dove y + 1 — Zae/) = 
= 1 — n,,n,=1,2,... (i poli della funzione T al denominatore), 
e anche nel punto y — Zas = —nr = 0 (se contemporaneamente 
si ha x <0); come era naturale, questi punti coincidono con i livelli 
discreti dell’energia. 

Nell’intorno di uno qualsiasi dei poli con n, 0, abbiamo 

Zam in (1-7) 

- —x je 

( À ) Zae 
stra I (vH i ). 
La forma della funzione I vicino al suo polo può essere stabilita 
mediante la nota formula T (z) F (1 — z) = n/sen nz: 


e” 


Zas n 
r (+17) Tp) senn (y F 1— Zae) ’ 


Zas d / Zae 
sen z (y+1— 7 ) ~ mcos anr- ( 7 )- (@— 8) = 


nr nZam? 


= (—1)" FM (e—e) 


1) Le funzioni d'onda per il caso di un campo repulsivo si ottengono cam- 
biando il segno davanti a Za, cioè cambiando il segno di v. 
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(e, è il livello energetico). In tal modo!) 
ei (fem 


DI —x) ao i 
n I (y+1+nr) Zam? 8—£o ` (36,21) 


ea a (— 1) 
Alla fine del paragrafo precedente venne ricavata una formula, 
che legava il residuo della funzione e? nel suo polo con il coef- 
ficiente nella formula asintotica della funzione d’onda dello stato 
legato corrispondente. Nel caso di campo coulombiano, tuttavia, 
questa formula (35,10) deve essere un poco cambiata in relazione al 
fatto che invece dello sfasamento costante è, (come era nella (35,7)) 
nella (36,15) compare la somma è, + vln (2pr). Nel termine a si- 
nistra della (35,10) occorre quindi scrivere non elia, ma 


exp (216, + 2iv In 2pr) > ebx (2iàr)? (nry) 
Usando la (36,21) e determinando dalla (35,10) il coefficiente A, 


(che sarà ora una funzione di potenze di r), troviamo la forma asinto- 
tica della funzione d’onda normalizzata dello spettro discreto: 


à (Zam/X—x)(m-+e) 72 71/2 BITS e-M 
I= ria] (AMT. (86,22) 


Questa formula è già stata usata per ricavare il coefficiente nel- 
la (36,11). 


$ 37. Diffusione in un campo a simmetria centrale 


Scriviamo l’espressione asintotica della funzione d'onda, che 
descrive la diffusione di particelle nel campo di un centro di forza 
fisso, nella forma?) 


P = Uepe P? + Urp’ a 3 (37,1) 
Qui uep è l'ampiezza bispinoriale dell’onda piana incidente. Il bispi- 
nore usp’ è una funzione della direzione di diffusione n’, e per ogni 
dato valore di n’ coincide nella forma (ma naturalmente non nella 
notmalizzazione) con l'ampiezza bispinoriale dell'onda piana che 
si propaga nella direzione n’. 

Abbiamo visto nel paragrafo 24 che l'ampiezza bispinoriale di 
un’onda piana è determinata completamente da una grandezza a due 
componenti, lo spinore tridimensionale w che rappresenta la fun- 
zione d’onda non relativistica nel sistema a riposo della particella. 
Mediante questo spinore viene espressa anche la densità di corrente: 
essa è proporzionale a w*w (con un coefficiente di proporzionalità 


1) È facile convincersi che questa formula resta valida anche nel caso nr, = 0. | 
2) Nei $$ 37, 38 p indica | p |, e quindi gli indici e,'p apposti all’ ampiezza 
vengono scritti separatamente. 
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x 


«che dipende solo dall'energia e e che è quindi uguale per le parti- 
«celle incidenti e per quelle emergenti). Quindi la sezione d’urto 
-di diffusione è do = (w’*w'/(wv*w) do oppure, se (come anche nel 
‘$ 24) si normalizza l’onda incidente con la condizione w*w = 1, 


do =w'"*w' do. 


Introduciamo l’operatore di diffusione mediante la relazione 
w = fw. (37,2) 


Poiché le grandezze w, w' hanno due componenti, l'operatore, defi- 
nito in questo modo, è del tutto analogo all’ampiezza operatoriale 
di diffusione, che compare nella teoria non relativistica, nella quale 
si tiene conto dello spin (III, $ 140). Quindi si possono usare qui 
direttamente le formule, ottenute nel vol. III, che esprimono l’ope- 
ratore attraverso gli sfasamenti delle funzioni d’onda nel campo 
diffusore. Occorre soltanto trasformare questi sfasamenti esprimendo 
le fasi 6} e é7, introdotte nel III, $140, attraverso lo sfasamento ôx, 
‘che compare nella formula relativistica (35,7). Ricordiamo che le 
fasi 5} e 67 si riferivano a stati di momento angolare orbitale / e di 
momento totale j = l + 1/2 e j = l — 4/2. In accordo con la defi- 
nizione (35,3) abbiamo x = —l — 1 per j = l + 1/2, ex = per 
j=1— 1/2. Quindi noi dobbiamo cambiare le notazioni come 
‘Segue: 
ôt —> -aro ÔT —> ô 


{e ricordare che l'indice apposto alle fasi indica ora un valore del 
numero x!). In tal modo, otteniamo le seguenti formule: 


f = A + Bv, (37,3) 


A = S [(2+1) (e1 4) +1 (e? 1)} Pi (cos0), (37,4) 
1=0 


B => 5 (e°®--1 e) Pi (cos 8), (37,5) 


dove v = [nn']/| [nn]. 

Poiché w è la funzione d'onda spinoriale nel sistema di riferi- 
mento in quiete, anche le proprietà di polarizzazione della dif- 
fusione vengono descritte mediante f dalle stesse formule, ricavate 
nel vol II, § 140. 

Nel caso di un campo coulombiano risulta possibile esprimere 
ambedue le funzioni A (0) e B (0) mediante una sola funzione. 
Indichiamo brevemente lo sviluppo dei calcoli corrispondenti’). 


1) R. L. Gluckstern, S. R. Lin, J. Math. Phys. 5, 1594 (1964). 
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Per un campo coulombiano gli sfasamenti è, sono dati dalla 
formula (36,17), che rappresentiamo ora nella forma 


el — (x_i Zelm JT Co 
C, = — TO ginani-m i 
cs L(p+i+tiv) 
(notiamo che ei? = eit* per x >0, e eil = —e* per x <0). 


Mediante le grandezze introdotte le serie (37,4-5) possono essere 
rappresentate nella forma 


. Ze?m 


A(0)=16(0—155° F(0), 


(37,7) 


B (0) = — È tg 4-6 (0) #52 cotg 3-F (0), 
dove 
G=} X, PC (Pit Pisa), F(0)=5 DIC (Pi— Pim). (37,8) 


1 


l=i L 


Nella trasformazione della serie B (0) sono state usate le seguenti 
formule di ricorrenza tra i polinomi di Legendre: 


P}+ Pi,=— cotg S1 (P,— Pr), (37,9) 
0 
Pi — Pia =tg g 'l (Pit Pia). (37,10) 


D'altra parte, in virtù dell'identità 


(1 + cos 0) 7 [P; (cos 0) — Pi, (cos 0)] = 
=l [P, (cos 0) + Pi_1 (cos 6)] (37,11) 
le funzioni F (0) e G (0) sono legate tra loro dalla relazione 
dF 0 dF 
G=(1—-cos0)—=7 =—_ 00877: (37,12) 


Quindi A (9) e B (0) risultano espresse attraverso l’unica funzione 
F (0)1). 


\ 
$ 38. Diffusione nel caso ultrarelativistico 


Studiamo a parte la diffusione nel caso ultrarelativistico 
(e > m). In prima approssimazione trascuriamo completamente, 
nella funzione d’onda, la massa m. A questo scopo, è comodo usare 

1) La funzione F (0) non è esprimibile, in forma chiusa, attraverso funzioni 


elementari. Risulta, tuttavia, possibile scriverla sotto forma di un integrale 
definito doppio; vedi articolo indicato sopra. 
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la rappresentazione spinoriale p = (2) , cosi che per m = Q le 
equazioni per È e n si scindono 
— ioVé=(e—-U)E, 
i v= ( )E (38,1) 
—ioVn= —(e-U)n 


(assumono la forma « neutrinica», $ 30). 
Allo stato di elicità dell’elettrone, polarizzato lungo la direzio- 


ne p, corrisponde la funzione d'onda y= È ) , mentre all’elettrone 
0 


con la polarizzazione opposta corrisponde Ņ = ( ` ) . Per il fatto 


che le equazioni per É e n sono separate, è evidente che la proprietà 
appena citata non viene meno nel processo di diffusione. In altre 
parole, nella diffusione di elettroni ultrarelativistici la elicità si 
conserva. Da considerazioni di simmetria (polarizzazione longitu- 
dinale) è chiaro che nella diffusione di particelle di elicità determi- 
nata manca l’asimmetria azimutale. Si può anche affermare che la 
sezione d’urto di diffusione di elettroni a elicità determinata non 
dipende dal segno della elicità; questo discende dal fatto che un 
campo centrale è invariante rispetto all’inversione, mentre il segno 
della elicità per l’inversione cambia in quello opposto. 

Nel caso ultrarelativistico le formule (37,3-5) possono essere 
fortemente semplificate (D. R. Yennie, D. G. Ravenhall, R. N. Wil- 
son, 1954). 

Sia l’elettrone incidente polarizzato, per esempio, lungo la 
direzione del moto n. Per un'onda piana con un dato valore di no 
lo spinore Ẹ (= (@ + x)/V 2) è proporzionale a quello stesso spino- 
re tridimensionale w, che figurava nella rappresentazione standard 
dell'onda. Per questo, il legame tra le ampiezze spinoriali dell’onda 


incidente e dell'onda diffusa è realizzato, nella nuova rappresenta-. 


zione, dal medesimo operatore f. 

A seguito della diffusione la polarizzazione ruota insieme all’im- 
pulso e assume la direzione n’. L'azione dell'operatore f sulla fun- 
zione d’onda di spin dell’elettrone si riduce quindi alla rotazione 
di un angolo 0 (angolo formato da n e x’) attorno all'asse v=[nn']. 
A sua volta, questa rotazione è equivalente alla rotazione del sistema 
di coordinate attorno a quello stesso asse nella direzione opposta, 
cioè di un angolo — 0. Da qui discende che l'operatore f deve coinci- 
dere (a meno di un coefficiente) con l'operatore che realizza la tra- 
sformazione della funzione d’onda per la rotazione citata del sistema 
di coordinate, cioè con l'operatore (18,17), dove 0 + —0. Da un 
confronto della (37,3) con la (18,17) troviamo la relazione 

P__igi. (38,2) 
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In tal modo, nel limite ultrarelativistico abbiamo 
1-A(0)[1-itg3-vo]. (38,3) 


L'espressione (37,4) per A (0) può venire anch'essa semplificata 
se si sfrutta la relazione tra gli sfasamenti 6, e $_,, che compare 
nel limite ultrarelativistico. Per ricavare questa relazione notiamo 
che le equazioni (35,4) per le funzioni f e g, dopo l'esclusione dei 
termini contenenti m, diventano invarianti per la sostituzione 


x —> —Y, f> 8, g>- f, 


che non interessa i parametri della particella o del campo stesso. 
Per questa ragione deve valere la relazione fx/g,x = =g l Í Siwi 
e, dopo la sostituzione delle espressioni asintotiche, troviamo le 
relazioni 


tg (pr Ft a) = — cotg (pr—+5+ ôx), 
p= ôn (EH (n+) 


dalle quali discende 
eiu = e?n, (38,4) 


Usando questa relazione (e sostituendo nel primo termine della 
somma nella (37,4) l'indice di sommatoria Z con l — 1) otteniamo!) 


A (0) => S L(e?™i — 1) [P, (cos 0) +P; (cos 8)]. (38,5) 
l=i 


Dalla (38,2) discende che Re(4B*)=0. Questo significa che 
nell’approssimazione considerata la sezione d'urto non dipende 
dalla polarizzazione iniziale delle particelle, e che un fascio non 
polarizzato rimane tale anche dopo la diffusione (vedi le formu- 
le III (140,8-10)). Notiamo anche che per 0 + x l’espressione A (0) 
(38,5) tende a zero come (a — 0)? (ricordiamo che P, (4) = (-1))). 
Contemporaneamente tende a zero anche la sezione d'urto 


d A (9) |? 
a SATR a (38,6) 


2 


Le proprietà citàte vengono meno, naturalmente, nelle approssima- 
zioni successive in m/e. In particolare, un'analisi mostra che per 
0+ x la sezione d’urto tende ad un limite proporzionale a (m/e)?. 


1) Con una trasformazione analoga alla formula (37,5) si può ottenere di 
nuovo la relazione (38,2). Per fare questo è necessario usare le formule di ricor- 
renza per i polinomi di Legendre (37,10). 
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Per il campo coulombiano nel caso ultrarelativistico gli sfasa- 
menti è, non dipendono dall’energia, come è chiaro dalla formu- 
la (36,18)!). In un campo coulombiano puro la sezione d'urto di 
diffusione per e ® m ha, quindi, la forma 

do=3® do, (38,7) 


e2 


dove t è funzione solo dell’angolo. 


$ 39. Sistema di funzioni d'onda dello spettro continuo 
per la diffusione nel campo coulombiano 


In seguito ($ 93) verranno studiati diversi processi anelastici, 
che avvengono nella diffusione di elettroni ultrarelativistici nel 
campo di un nucleo pesante (Za ~ 1). Per il calcolo dei corrispon- 
denti elementi di matrici ci saranno necessarie le funzioni d’onda, 
la cui forma asintotica (per r + œo) si ottiene componendo un’onda 
piana e un'onda sferica. 

Noi vedremo che nel caso ultrarelativistico (energia dell’elettro- 
ne e > m) il ruolo fondamentale nella diffusione è svolto dai trasfe- 
rimenti di impulso (dall’elettrone al nucleo) dell’ordine g = | p’ — 
— p | ~m. A questi valori di g corrispondono « distanze d’urto » 
p ~ 1/q ~ 1/m, e per gli angoli di diffusione dell’elettrone valgono 
le relazioni?) 

q m i 
In termini di coordinate r (distanza dal centro) e di variabile z = 
= r cos 0 queste relazioni danno il seguente dominio di valori: 


p=r sen 0 ~ +, p(r—z)=pr(1—c0s0) 1. (39,2) 


Inoltre vale la relazione r ~ e/m?, cioè siamo nella regione delle 


grandi distanze. 
Scriviamo l'equazione di Dirac nella forma 


(e-U-mf+iav)y=0, U=-—£. (39,3) 


Applicando l'operatore (e — U + mf — iaV), trasformiamo la 
(39,3) in un’equazione del secondo ordine 


(A + p? — 22U)w=(-iavU—U?)w. (39,4) 


Poiché nella regione considerata r > Za/e, si ha la relazione 
U « e. In prima approssimazione, nella (39,4) si può trascurare la, 


1) Questo si vede direttamente dalle equazioni (38,1), poiché per il campo 
coulombiano l’energia e può venire esclusa completamente dalle equazioni 
mediante la sostituzione r + r’/e. - 

2) In questo paragrafo p sta per | p |. 
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parte destra. La parte restante dell'equazione 
2eZ 
(A++ 2 \ p= 0 (39,5) 


r 


coincide nella forma con l'equazione non relativistica di Schrödinger 
in un campo coulombiano 


differendo da essa solo per un cambiamento evidente delle notazioni 
dei parametri (nell’« energia potenziale » c’è, in più, il fattore 
e/m). Noi possiamo, quindi, scrivere immediatamente la soluzione 
avente la forma asintotica dovuta (vedi III, $ 136). 

Cosî, la funzione d’onda, contenente un’onda asintoticamente- 
piana (c0ei?”) e un’onda sferica divergente, ha la forma 


u 
i =C E eiprF 


VE ( iZae 


i A E i(pr—pr) ’ 
E ) (39,6) 


C= enzael22T (14— i ray, 


dove F è una funzione ipergeometrica confluente, e Uep è l'ampiezza 
bispinoriale costante dell’onda piana, normalizzata con la condi- 
zione da noi adottata (23,4) 


Ueplep = 2M. (39,7) 


La funzione d’onda (39,6) è normalizzata in modo che londa. 

piana abbia la forma asintotica solita 

Usp A 

—-— err, 

V2e 
corrispondente ad una « particella nell'unità di volume ». Poiché 
nel caso ultrarelativistico p g, nella (39,6) si può fare la sostitu- 
zione Zae/p % Za: 


H LC TE eirrF (iZa, 1, i(pr—pr)). (39,8) 
È 


ep 
C = ežan/ 2T (1 —iZa). 


Notiamo che, anche se si considerano distanze tanto grandi per: 
le quali vale la relazione pr > 1, nella (39,8) non si può sostituire 
la funzione ipergeometrica con la sua espressione asintotica; argo- 
mento della funzione F, infatti, non è pr, ma la quantità pr (1 — così), 
che noi non supponiamo grande). 


1) Nel vol. III, $ 135 venivano considerati r grandi a piacere, talché questa 
sostituzione era possibile per angoli @ qualsiasi. 


i 
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Per le applicazioni. nella funzione risulta necegsaria anche 
lapprossimazione successiva, avente una struttura spinoriale, dif- 
ferente dalla struttura della (39,8) (che si riduce al fattore Uep). 
Per trovare questa nuova approssimazione, scriviamo nella forma 


x 


C 
ap: Vi 


2e 


ei” (Ue F + q). 


Nel membro destro dell'equazione (39,4) conserviamo ora il termine 
con la prima potenza di U, e per la funzione otteniamo l’equa- 
zione 

(A--2ipV — 28U) «== — itea VU. (39,9) 
La soluzione è facile da trovare, se si nota che la funzione F soddisfa 
l'equazione 

(A =- 2ipV— 2U) F = 0 
(cosa facilmente verificabile sostituendo la (39.6) nella (39,5)). 
Applicando a quest’equazione l'operatore V, otteniamo 
(A — 2ipV — 2eU) VF = 2eF YU. 


Confrontando con l'equazione (39,9). troviamo 
q= -5 (aV) Ue, F. 


Scriviamo l’espressione definitiva per y* e per la corrispondente 
funzione y' che contiene nella sua espressione asintotica un’onda 
sferica convergente. 


pre 7z einr (1 —$ v) F(iZa, 1, i (Pr — pPr)) uep, 
(p e gi (1-3 V) F(—iZa. 1. —i (pr + pr)) uep, (39,10) 
Ep VE De ‘ b: P p Ep»? ’ 


C = 672a (1 —iZa) 


(W. H. Furry, 1934). Scriviamo anche le funzioni analoghe (pe-p) 
a «frequenza negativa», che saranno necessarie nello studio di 
processi con la partecipazione di positroni. Queste funzioni si pos- 
sono ricavare dalla funzione pe, mediante la sostituzione p+ — p, 
e > — e, dove p = |p | non cambia (come conseguenza di quest’ulti- 
mo fatto, il parametro della funzione ipergeometrica iZa cambia 
segno, come si vede dall'espressione originaria (39,6), nella quale 
Questo parametro compare nella forma iZae/p). In tal modo, otte- 
niamo 


pei, 7z e-ipr ( i È v) F(-iZa,1,i(pr4-pr))0_e_,, 
>) c> -ipr „ia ; È 
eg, na 3 (+ V)FiZa,1, —i(pr—pr))u_s_,, (39,11) 


C=e-%Za2T(1-LiZa). 


\ 
\ 
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A proposito dei calcoli eseguiti, è necessario fare ancora l’osserva- 
zione seguente. La condizione asintotica da noi posta non è di per 
se stessa affatto sufficiente per una scelta univoca della soluzione 
dell'equazione d’onda (questo è chiaro anche solo dal fatto che a p 
si può sempre aggiungere, senza violare questa condizione, una 
qualsiasi onda sferica divergente coulombiana). Scrivendo la solu- 
zione dell'equazione (39,5) nella forma (39,6), implicitamente 
abbiamo scelto una soluzione finita per r = 0. Questa richiesta 
era necessaria nel vol. III, $$ 135, 136, dove si consideravano solu- 
zioni dell'equazione esatta di Schrödinger, che valevano in tutto 
lo spazio!). Nel caso considerato, invece, l'equazione (39,5) vale solo 
per le grandi distanze, e quindi la scelta fatta della soluzione neces- 
sita di una giustificazione supplementare. 

Questa è data dal fatto che a grandi « distanze d’urto » p = 
= r sen 6 corrispondono grandi momenti angolari orbitali / e piccoli 
angoli di diffusione 0; per p — 1/m abbiamo 


l-ppope n Èi, 
mentre l'angolo 0 può essere stimato in maniera quasi-classica 
1 dU U' (p) p .m 

Questo significa che nello sviluppo di p in onde sferiche compa- 
riranno (nel dominio considerato di r e 0) principalmente onde con 
i grandi valori di Z indicati. Un’onda sferica a grandi / decresce 
chiaramente fino ad assumere valori piccoli a misura che ci si avvi- 
cina all'origine delle coordinate oltre le distanze « classicamente 
raggiungibili » r ę l/e (fatto reso possibile dalla barriera centri- 
fuga). Se si effettua la « saldatura » della soluzione dell’equazio- 
ne (39,5) con la soluzione dell'equazione esatta (39,4) alle piccole 
distanze per r ~ ri, dove l/s > ri > Za/e, la condizione al contorno 
per la soluzione dell'equazione (39,5) consisterà nel richiedere che 
essa sia piccola, fatto che giustifica la scelta da noi fatta. vg 


PROBLEMA / 


Trovare la correzione (di ordine relativo ~ Za) alla funzione d'onda non 
relativistica dello spettro discreto nel caso di un campo coulombiano attrattivo 
con Za < 1. : ; 

Soluzione. La velocità dell'elettrone nello stato legato è v ~ Za e quindi 
per Za < 1 in approssimazione zero la funzione d’onda è non relativistica, cioè 


p= utpþnon rel» 


1): Nella soluzione esposta nel vol. IIT, §135, questa condizione era garantita 
dalla scelta dell’integrale particolare della forma (135,1) al posto della somma 


i \ 


generale di integrali con vari valori di fi; e $. 
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dove non rel è la funzione di Schrödinger, u è un bispinore della forma u= 
= (E , dove w è uno spinore che descrive lo stato di polarizzazione dell’elettro- 


ne. Nell’approssimazione successiva scriviamo = U\Pnon'rel + y1 e, so- 
stituendo nella (39,4), troviamo per pi) l'equazione 

4 Za , Za 1 
(> A— |En +2) po =i (v 7) (au) Pnon rel» 


dove £, è il livello energetico discreto non relativistico. Qui sono stati omessi 
i termini di ordine (Za)? (occorre tener presente che nel caso non relativistico le 
distanze fondamentali sono dell’ordine del raggio di Bohr r ~ 1/mZa). La solu- 


) È P < i Sii £ 
zione di questa equazione è Ņ® = —— auVinon re! e quindi per p troviamo 
q q Sm q 


v=(1-3 ov) UYPnon rel» 


$ 40. Elettrone nel campo di un'onda elettromagnetica piana 


L'equazione di Dirac può essere risolta esattamente per un elet- 
trone che si muove nel campo di un’onda elettromagnetica piana 
(D. M. Volkov, 1937). 

Il campo di un’onda piana a quadrivettore d'onda k (k? = 0) 
dipende dalle 4-coordinate solo nella combinazione g = Xx, e quindi 
per il 4-potenziale abbiamo 


A = A" (9), (40,1) 
che soddisfa la condizione di gauge di Lorentz 
ôA" = kA" =0 


(l'apice significa la derivazione rispetto a @). Poiché in A un termine 
costante non è essenziale, in questa condizione si può omettere 


l’apice e scrivere 
kA =0. (40,2) 


Partiamo dall’equazione del secondo ordine (32,6), nella quale 
il tensore del campo ha la forma 
Fuy=kyAy — kyA p. (40,3) 


Sviluppando il quadrato (iô — eA)? occorre tenere presente che, 
in virti della (40,2), si ha ô, (A*p) = AFd,p. Come risultato otte- 
niamo l’equazione 
[—02— 2ie (Að) + e242— m? — iek A] y=0 (40,4) 
(0° = ô”). 
Cerchiamo la soluzione di questa equazione nella forma 


p= e-iprzF (9), (40,5) 


\ 
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dove p è un`quadrivettore costante. L'aggiunta a p di qualsiasi 
vettore del tipo costante-X non cambia la forma della funzione p 
(è necessario solo il corrispondente cambio di notazione della fun- 
zione F (Q)). Senza perdita di generalità, si può quindi imporre a p 
una condizione addizionale. Sia 


p? = mè, (40,6) 


Allora, spegnendo il campo, i numeri quantici p* si trasformano 
in componenti del quadrivettore energia-impulso di una particella 
libera. Il senso delle componenti del 4-vettore p, in presenza di un 
campo, risulta più chiaro in un sistema di riferimento speciale, 
scelto in modo che in esso sia Ag = 0. Sia il vettore A, in questo 
sistema, diretto secondo l’asse zt, e k secondo l’asse z? (sia cioè 
il campo elettrico dell'onda diretto lungo l’asse z!, il campo magne- 
tico lungo l’asse z?, e l’onda si propaghi nella direzione z3). Allora 
la (40,5) sarà un’autofunzione degli operatori 


ee. _ 9 9 9 
Pi =t Gal 3 P25? FA 1 Po— pa=i (45 a 37) 


con gli autovalori p,, P2, Po — P3 (questi operatori, come è facile 
vedere, commutano con l’hamiltoniano dell'equazione di Dirac). 
In tal modo, nel dato sistema di riferimento, p!, p? sono le compo- 
nenti dell'impulso generalizzato lungo gli assi 21, xz? e p° — p? 
è la differenza tra l’energia totale e la componente dell’impulso 
generalizzato lungo l’asse 28. 

Operando la sostituzione della (40,5) nella (40,4) notiamo che 


PF =k"F', 00"F=k®F"=0, 
e per F (ọ) troviamo l'equazione 
2i (kp) F’ +[— 2e (pA) + 24? — iek4']F=0. 
L'integrale di questa equazione è 


ek u 


F_exp{—i Sa PA ray A] +79 VR’ 


dove u/V 2p, è un bispinore costante qualsiasi (circa la forma della 
sua scrittura vedi più avanti). 
Tutte le potenze di kA superiori alla prima sono nulle, poiché 
kå kÂ = —kkAA2(kKA)kA= — kA? =0. 
Si può quindi fare la sostituzione 


ekÂ e EE 
eP z — L 2 (kp) kA; 
12% 
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in, modo che y assuma la forma 


e pa u 
vo=[1 tra Ma (40,7) 
dove!) 
kx 
N e e2 


Per chiarire le condizioni, imposte al bispinore u, supponiamo 
che l'onda subisca uno smorzamento piccolo a piacere. Allora per 
A — 0 x —> co e anche y deve trasformarsi nella soluzione dell’equa- 
zione libera di Dirac. A questo scopo u = u (p) deve soddisfare 
l'equazione 


p_mu=0. (40,9) 


Con questa condizione vengono eliminate tutte le soluzioni « ridon- 
danti » dell'equazione del secondo ordine. Poiché u non dipende 
dalle coordinate, questa condizione vale anche per valori finiti 
di x, dove la presenza di un debole smorzamento non influisce sulla 
forma di p. In tal modo, u (p) coincide con l'ampiezza bispinoriale 
dell'onda piana libera; supporremo che essa sia normalizzata con 
la stessa condizione (23,4): zu = 2m. 

I ragionamenti esposti permettono anche di chiarire immedia- 
tamente la normalizzazione delle funzioni d’onda (40,7). Per le 
funzioni d’onda dello spettro continuo l’integrale di normalizza- 
zione si forma nelle regioni lontane dello spazio. Dopo l’introdu- 
zione di un debole smorzamento le funzioni d’onda in queste regioni 
coincideranno con le funzioni del moto libero. Da qui discende che le 
funzioni (40,7) soddisfano la stessa condizione di normalizzazione 

1 ZE, , 
Tr | lr = | Prt =8(p'—p), (40,10) 
cui soddisfano le onde libere piane. 

Troviamo la densità di corrente, corrispondente alle funzio- 


ni (40,7). Notando che 
inant —E— ik |eis 
P =g l+ ren fE], 
con una moltiplicazione diretta troviamo 
Oor E. u__ „Au, puf (PA) _ eA? > 


Se A” (ọ) sono funzioni periodiche, il loro valore medio (rispetto 
al tempo) si annulla, e quindi il valore medio della densità di cor- 


1) Notiamo che S caincide-cen l’azione classica’ per una particella che si 
muove nel campo dell'onda, vedi II, $ 47, problema 2. 
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rente è 


n oife u 
t= ("— T Ak J (40,12) 


Troviamo anche la densità di impulso cinetico nello stato pp. 
L'operatore dell'impulso cinetico è dato dalla differenza p — eA = 
= iĝ — eA. Mediante calcoli diretti troviamo 


pi (p"— eA”) pp = Ppy’ (p”— eA") pp = 


A 242 
= p" — eA" + k” (FE o) tx Fiy(u*o*%u). (40,13) 


Il valore medio, rispetto al tempo, di questo quadrivettore, che 
indicheremo con g*, è 


ERA ` 


Il suo quadrato è 


dove m4 ha il ruolo di « massa efficace » dell'elettrone. Confrontando 
la (40,14) e la (40,12), vediamo che 


ped (40,16) 


Notiamo anche che la condizione di normalizzazione (40,10), 
espressa attraverso il vettore g, ha la forma 


1 + 
Ta f vi pod = 2 ô (a'— q) (40,17) 


(il passaggio dalla (40,10) alla (40,17) è più facilmente realizzabile 
nello speciale sistema di riferimento indicato prima). 


$ 41. Moto dello spin in un campo esterno 


Il passaggio all’approssimazione quasi-classica nell'equazione di 
Dirac viene fatto in modo analogo a quello seguito nella teoria 
non relativistica. Nell’equazione del secondo ordine (32,7a) sosti- 
tuiamo nella forma!) 

is 
p= ue? 
(dove § è uno scalare, u un bispinore che varia lentamente). Si sup- 
pone che sia soddisfatta la condizione solita di quasi-classicità: 
l’impulso della particella deve variare poco su distanze dell’ordine 
della lunghezza d’onda È/| p |. 


1) Qui vengono usate unità ordinarie. 
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Nell’approssimazione di ordine zero in È si ottiene l'equazione 
relativistica classica ordinaria di Hamilton — Jacobi per l’azio- 
ne S. Tutti i termini contenenti lo spin (e proporzionali a h) scom- 
paiono dalle equazioni di moto. Lo spin compare soltanto nell’ap- 
prossimazione successiva in %. In altre parole, l’effetto del momento 
magnetico dell’elettrone sul suo moto è sempre dello stesso ordine 
di grandezza delle correzioni quantistiche. Questo è del tutto natu- 
rale, vista la natura puramente quantistica dello spin, il cui valore 
è proporzionale a È. 

In questa situazione acquista un senso il problema del comporta- 
mento dello spin dell'elettrone, che compie un dato moto quasi- 
classico in un campo esterno. La soluzione del problema posto 
è contenuta nell’approssimazione successiva in % dell'equazione di 
Dirac. Noi ricorreremo, tuttavia, ad un altro metodo, più signifi- 
cativo e che non è legato direttamente all’equazione di Dirac. Esso 
presenta il vantaggio di permettere di considerare il moto di qual- 
siasi particella, ivi comprese particelle con rapporto giromagnetico 
«anomalo », che non è descritto dall’equazione di Dirac. 

Il nostro scopo è quello di stabilire l'equazione di moto dello 
spin per un moto (dato) qualsiasi della particella. Iniziamo dal caso 
non relativistico. 

L’hamiltoniano non relativistico di una particella in un campo 
esterno è 

H = H’ — poH, (41,1) 


dove in H’ sono stati inclusi tutti i termini non contenenti lo spin 
(vedi III, § 110); p è il momento magnetico della particella. Questa 
forma dell’hamiltoniano non è legata con una particolare specie di 
particelle. Per gli elettroni u = eħ/2mc (la carica dell’elettrone 
è e = — |e|l!}), mentre per i nucleoni u contiene anche una parte 
«anomala »!) 

W= pi (41,2) 


2me * 


In accordo con le regole generali della meccanica quantistica, 
l'equazione operatoriale del moto dello spin si ricava dalla formula 
seguente: 


s=<(Hs-sH)= > (Ho—cH). (41,3) 


Sostituendo qui la (41,1) troviamo 


. i u 
S; = — 55 H, (00i — 0:0) = — -y einHnon 


1) Se si tiene conto delle cosiddette correzioni radiative, anche il momento 
magnetico dell’elettrone contiene una piccolissima « parte anomala ». 
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ovvero È 
s-- [sH]. (41,4) 


Mediamo questa uguaglianza operatoriale rispetto allo stato del 
pacchetto d’onde quasi-classico, che si muove lungo una traiettoria 
data. Questa operazione si riduce alla sostituzione dell’operatore 
di spin con il suo valore medio $, e del vettore H con la funzione 
H (t), che rappresenta la variazione del campo magnetico nel punto 
dove si trova la particella (il pacchetto d'onda) per un moto dato 
secondo una traiettoria della particella stessa. Nell’approssima- 
zione non relativistica (cioè nell'ambito dell'equazione di Pauli) 
s = 0/2 è l'operatore di spin della particella nel suo sistema a ripo- 
so, il cui valore medio è stato indicato nel $ 29 con $/2. In tal modo, 
noi arriviamo all’equazione 


dé 2 
Z= -L $H (6). (41,5) 


In questa forma l'equazione ha, in sostanza, carattere puramente 
classico. Questo significa che il vettore momento magnetico compie 
una precessione attorno alla direzione del campo con la velocità 
angolare —2u27/h, restando invariato in modulo!). 
Nel caso non relativistico la velocità v della particella varia 
secondo l'equazione 
dv e 
di — me [vH], 
cioè il vettore v ruota attorno alla direzione di H con la velocità 
angolare — eH/mc. Se p'=0, allora p = eħ/2mc, e questa velocità 
angolare coincide con la velocità —2u.H/% con cui ruota il vettore $; 
in altre parole, il vettore polarizzazione conserva costante l'angolo 
che esso forma con la direzione del moto (vedremo più avanti che 
questo risultato rimane valido anche nel caso relativistico). 
Generalizziamo ora l'equazione (41,5) al caso relativistico. Per 
una descrizione covariante della polarizzazione occorre ricorrere ai 
4-vettori a, introdotti al $ 29, e l'equazione di moto dello spin deve 
determinare la derivata da/dt rispetto al tempo proprio tê). 


1) Classicamente, l'equazione (41,5) si ricava direttamente dall’uguaglianza 


dM 
a = bHl 


dove M è il momento della quantità di moto del sistema, p il suo momento 


magnetico; [uH] è il momento delle forze agente sul sistema. Ponendo M = 3 ht, 


= È $ = può, otteniamo la (41,5). 
2) Da questo punto in avanti porremo nuovamente c = 1, 7 = 1. 
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La forma possibile di questa equazione può essere stabilita già 
da considerazioni di invarianza relativistica, se si tiene presente 
che la sua parte destra deve essere lineare e omogenea rispetto al 
tensore del campo elettromagnetico FWY e al quadrivettore al, 
e può contenere, oltre a queste grandezze, soltanto la 4-velocità 
uh = p‘/m. A queste condizioni soddisfa soltanto un'equazione del 
tipo 


dela aF"”a, + Bu” Fuar, (41,6) 
di 


dove a, B sono coefficienti costanti. È facile vedere che, in virtú 
della condizione a ut = 0 e della antisimmetria del tensore Fev 
(da cui discende che Fwvu,uy = 0), non è possibile comporre nes- 
sun'altra espressione della forma richiesta. 

Per v — 0 questa equazione deve coincidere con la (41,5). Ponen- 
do at = (0, $), u = (1,0), t = tf, otteniamo 

Š -a [$H]. 

Confrontando con la (41,5), troviamo a = 2u. 

Per determinare f usiamo la condizione atu; = 0. Derivando 
questa uguaglianza rispetto a t e usando l'equazione classica del 
moto di una carica in un campo 


du” 
m = eF”u, 


di 
(vedi II, $ 23), otteniamo 
da! du! e e 
va Wa“ Py Tm F”Yuyay, 


Moltiplicando ora l'equazione (41,6) da ambedue le parti per Uno 
tenendo conto dell'uguaglianza u u” = 41 e dividendo per il fattore 
comune FWu,a,, otteniamo 


b= -2 (ié) == 


In tal modo, otteniamo finalmente l'equazione relativistica del 
moto dello spin 
u 
de =2p Fa, —2p'u” Fua (41,7) 
(V. Bargmann, L. Michel, V. Telegdi, 1959))). 
Passiamo ora dal quadrivettore a alla grandezza ģ, che carat- 
terizza direttamente la polarizzazione della particella nel suo siste- 
ma « istantaneo » in quiete; il legame tra a e $ è dato dalle formule 


1) In una forma diversa, questa equazione venne per la prima volta ottenuta 
da Ja. I. Frenkel (1926). 
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(29,7-9). Notiamo subito che dalla (41,7) discende immediata- 
mente che a,da#/dt = 0, e quindi apa” = costante. Poiché aa” = 
= —Ẹ?, questo è un risultato naturale: nel moto della particella la 
sua polarizzazione $ rimane invariata in modulo. 

L'equazione, che determina il cambiamento di direzione della 
polarizzazione, si ottiene passando, nella (41,7), a notazioni tridi- 
mensionali. Sviluppando le componenti spaziali di questa equazia- 
ne, troviamo 


da _ 2um 2um + 2p'e 
e" [aH] +7 (av) E— -z Y (A E) + 


yir v (v [a H]) e v (av) (vE). 


Qui occorre sostituire la (29,9), tenendo conto, nella derivazione, 
delle uguaglianze p = ev, e°=p? + m? e delle equazioni del moto 


IP -eE + evH], 4 =e (wE). (41,8) 


Un calcolo elementare, anche se abbastanza lungo, porta alla se- 
guente equazione!): 
d 2 2u' (em 2u'e 
de 2em +24 Cm) (097) + 202 wH) ot + 
2um+ 2p'e 
+ IGIEO]]. (44,9) 

Di particolare interesse non è tanto il cambiamento di direzione 
assoluta della polarizzazione nello spazio, quanto il suo cambia- 
mento rispetto alla direzione del moto. Rappresentiamo § nella 


forma 
=ni tő (41,10) 


(dove n=v/v) e scriviamo l'equazione per la proiezione della pola- 
rizzazione lungo la direzione del moto. Il calcolo, eseguito mediante 
le formule (41,8-9), porta al seguente risultato?): 


d m r 
m = 2p' (8, ([Hm}) +Ž ( pre — p ) (1E). (41,11) 


1) Se, come si fa spesso, si introduce per le particelle cariche il coefficiente 
giromagnetico (fattore di Lande) g secondo la formula p = g A z( =g z 3) i 


questa equazione assume la forma 
g 


de (e—2+2 2) Euit ef IT 


d Im 


+a (e) EIE. (41,9) 


3 Un metodo piú breve per ottenere questa equazione consiste nello svilup- 
pare la componente temporale dell'equazione (41,7). 
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Una serie di esempi di applicazione delle equazioni ricavate 
verrà data nei problemi alla fine di questo paragrafo. Qui ci limi- 
tiamo ad osservare che nel moto in un campo magnetico puro la 
polarizzazione di una particella priva di momento magnetico ano- 
malo conserva costante l'angolo che essa forma con la velocità 
(gl, = costante). In questo modo, il risultato ottenuto, già indicato 
per il caso non relativistico, ha effettivamente un carattere generale. 

Precisiamo ora le condizioni dell’applicabilità delle equazioni 
ottenute. La richiesta, ricordata all’inizio, di una variazione suf- 
ficientemente lenta della quantità di moto della particella è equiva- 
lente ad una determinata condizione di piccolezza delle intensità 
dei campi E e H; in particolare, il raggio Larmor nel campo magne- 
tico (~p/eH) deve essere grande rispetto alla lunghezza d’onda 
della particella. Oltre che questa condizione tuttavia, deve essere 
soddisfatta, rigorosamente parlando, anche la condizione che i campi 
varino nello spazio non troppo rapidamente: il campo deve variare 
di poco su distanze dell’ordine delle dimensioni del pacchetto d’onda 
quasi-classico. In tal modo, il campo deve variare debolmente su di- 
stanze dell'ordine della lunghezza d’onda della particella (1/p), 
e anche della lunghezza d’onda Compton, 1/m!). 

Praticamente, nei problemi del moto in campi macroscopici, 
la condizione di una variazione lenta è evidentemente soddisfatta, 
e quindi di fatto si richiede che l’intensità dei campi sia sufficien- 
temente piccola. 

Nel $ 33 sono state calcolate le prime correzioni relativistiche 
all’hamiltoniano di un elettrone, che si muove in un campo esterno. 
Per un elettrone in un campo elettrico l’hamiltoniano approssimato 
ha la forma (vedi la (33,12)) 


H=H-%-(o[E 2]) (p= — ið), (41,12) 


dove in H’ sono stati inclusi i termini che non contengono lo spin. 
Nel nostro caso, in virtú della lenta variazione del campo, in H’ 
occorre trascurare il termine con le derivate rispetto a E (cioè con 
div E); si può omettere anche il piccolo termine con pt, non avente 
nessuna relazione con gli effetti del campo che a noi qui interessano; 
in tal modo H' (in assenza di campo magnetico) si riduce all’hamil- 


2 
toniano non relativistico H’ = P + e®. 
2m 


1) -L'ultima richiesta discende dalla condizione che la dispersione delle 
velocità nel pacchetto d'onde sia, nel suo sistema di quiete, piccolo rispetto a c; 
in caso contrario in questo sistema non si potrebbero usare le formule non rela- 
tivistiche. 

Se il campo varia troppo rapidamente nelle equazioni possono risultare 
essenziali dei termini supplementari, che contengono derivate del campo rispetto 
alle coordinate. 
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La formula (41,12) si può ottenere anche partendo dall’equa- 
zione (41,9) senza ricorrere direttamente all’equazione di Dirac. 
In questo modo si otterrà la generalizzazione (nel caso quasi-clas- 
sico) per particelle dotate di momento magnetico anomalo. 

A meno di termini del primo ordine rispetto alla velocità v, 
l'equazione del moto dello spin in un campo elettrico si ricava 
dalla (41,9) nella forma 


Z (+) ELEV = (zi + 2) f6 Ev. 


Se si impone di ottenere questa equazione con il metodo quantomec- 
canico della commutazione dell'operatore dello spin con l'hamil- 
toniano (secondo la (41,3)), come è facile verificare, occorre porre 


H=H'—(p' + (e [EL]. (44,13) 


Questa è l’espressione cercata. Per u’ = 0 si ritorna alla (41,12). 
Sottolineiamo che il momento magnetico « normale » e/2m compare 
con il fattore addizionale 1/2 rispetto al momento anomalo p’). 


PROBLEMI 


1. Determinare il cambiamento di direzione della polarizzazione di una 
particella nel moto che essa compie in un piano perpendicolare ad un campo ma- 
gnetico omogeneo (v L H). 

Soluzione. Nella parte destra dell'equazione (41,9) rimane solo il primo ter- 
mine, cioè il vettore $ effettua una precessione attorno alla direzione di H (asse 2) 
alla velocità angolare 


2um +-2p' (e— m) _ e , 
nti oli H=— ($+ ) a. 


Con questa stessa velocità angolare ruota nel piano zy la proiezione di $ su que- 
sto piano (indichiamola con &). Il vettore v ruota in questo stesso piano alla 


velocità angolare —e H/e (come si vede dall’equazione di moto p= ev = e [vH]. 
Da qui si vede che È, ruota attorno alla direzione di v alla velocità angolare 
Py, Il problema 4 per il caso che il moto avvenga in un piano parallelo alla 
direzione del campo magnetico. 

Soluzione. Se le direzioni di v e H coincidono, l'equazione (41,9) si riduce 
alla forma 


cioè $ compie una precessione attorno alla direzione comune di v e H alla 
velocità angolare —2umH/e. 
3. Il problema 4 per il caso di un moto in un campo elettrico omogeneo. 
Soluzione. Sia il campo E diretto lungo l’asse z, mentre il moto avviene nel 
piano zy (cioè p, = costante). Dalla (44,9) si vede che il vettore $ compie una 


1) Questo è il « fattore di Thomas », ricordato nella nota a pag. 154. La 
deduzione qui esposta mostra chiaramente la sua origine. 
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precessione attorno all’asse z alla velocità angolare istantanea 


e 5 Py 
(arta) 
Scomponiamo ancora $ nelle componenti ¢, e È, (nel piano zy). Allora 


v 
e y 
E= da cos P, $ E= —{; sen p-> i 


Dalla (41,11) troviamo che &, ruota attorno alla direzione di v alla velocità 
angolare istantanea 


2vy pm? P Py {em ; 
ale) 


$ 42. Diffusione di neutroni in un campo elettrico 


Negli urti di neutroni con nuclei la diffusione a grandi angoli 
è determinata dall’interazione fondamentale, le forze nucleari. 
Nella diffusione ad angoli piccoli invece diventa importante, come 
vedremo, l'interazione del momento magnetico del neutrone con il 
campo elettrico del nucleo (J. Schwinger, 1948). 

Supporremo il neutrone non relativistico, e quindi l'interazione 
considerata è descritta dall’hamiltoniano approssimato (41,13). 
Tutto il momento magnetico di una particella elettricamente neutra 
è « anomalo », e l'operatore H’ si riduce, in questo caso, all’opera- 
tore dell’energia cinetica!) 


h2 . ph 
Essendo l'interazione elettromagnetica del neutrone piccola, 


l'ampiezza di diffusione fem, dovuta a questa interazione, può essere 
calcolata nell’approssimazione di Born 


fem = — 3 f ent (i BÈ a [EY)) eiernaz 
(vedi III, § 126), oppure 
fom= gigt [Ep], Eq= | E (r) e-i0vdta (42,2) 


(p, p' sono gli impulsi del neutrone prima e dopo la diffusione; 
hg = p' — p). In questa forma l’ampiezza fem è un operatore rispet- 
to alla variabile di spin. 

Prima di passare ai calcoli successivi, facciamo la seguente osser- 
vazione. La formula (42,1) venne ricavata nel $ 41 per il caso di 
campi variabili lentamente (fatto questo, che significava trascurare 
nell’hamiltoniano termini contenenti le derivate del campo rispetto 


1) In questo paragrafo vengono usate unità ordinarie, e la lettera m designa 
la massa del neutrone, 
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alle coordinate). Riferito al campo coulombiano del nucleo questo 
significa che la lunghezza d'onda A/p deve essere piccola rispetto 
alle distanze r ~ 4/9, essenziali nell'integrale Eq. Da cui fig & P, 
e quindi l’angolo di diffusione 0 ~ ħq/p & 1. In tal modo, la condi- 
zione richiesta è soddisfatta proprio per la diffusione ad angoli pic- 
coli. 

Per il campo coulombiano di potenziale © = Zelr, la trasfor- 
mata di Fourier dell'intensità è 


Ey=— ig®,= — ia E 


(vedi II (51,5)). Sostituendo nella (42,2), otteniamo 


. 2Z ' 
fem =i TI (o [PP )). 


Per piccoli angoli di diffusione si ha ħq = p9, [pp'] = p°èv, dove v 
è il versore nella direzione individuata dal prodotto [pp']. In tal 
modo, troviamo 

, 2Zen 


= V. 
l Bic o 


fem 


A questa espressione occorre aggiungere l'ampiezza di diffusione 
nucleare. Poiché le forze nucleari diminuiscono molto rapidamente 
con la distanza, questa ampiezza tende per piccoli angoli ad un 
valore complesso finito (che dipende dall’energia), che denoteremo 
con la lettera a. Quindi l'ampiezza totale di diffusione è 

-atig0ov, b= 270. (42,3) 
Vediamo che la diffusione elettromagnetica diventa effettivamente 
preponderante per angoli sufficientemente piccoli. 

La forma dell'espressione (42,3) coincide con quella dell’espres- 
sione esaminata nel vol. III, $ 140. Per questo possiamo usare 
direttamente le formule là ricavate. La sezione d’urto di diffusione, 
sommata su tutte le possibili polarizzazioni finali, è data dalla 
formula 


d b2 
=lat g tH Im a-Ný%, (42,4) 


dove & è la polarizzazione iniziale del fascio di neutroni (P nel 
vol. III, $ 140). Se lo stato iniziale non è polarizzato ( = 0), la 
polarizzazione dopo la diffusione è 

1 2bIm a-0 

$ "TREE y. (42,5) 
Questa polarizzazione è massima per 0 = b/| a |, dove essa raggiunge 
il valore -Cnax = Im a/] a |. 
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$ 43. Operatore di interazione elettromagnetica 


L'interazione di elettroni col campo elettromagnetico può, di 
regola, venire descritta mediante la teoria delle perturbazioni. Ciò 
è connesso al fatto che l'interazione elettromagnetica è relativamente 
debole; quest’ultima circostanza trova la sua espressione nella pic- 
colezza della relativa costante di accoppiamento adimensionale, la 
costante della struttura fina a = e?/hc = 1/137. Il fatto che questa 
costante sia piccola ha un’importanza fondamentale nell’elettro- 
dinamica quantistica. 

Nell’elettrodinamica classica (vedi II, $ 28) l'interazione elet- 
tromagnetica è descritta dal termine 


— ej"A, (43,1) 


nella densità di lagrangiano del sistema « campo + cariche » (A è il 
quadripotenziale del campo, j il quadrivettore densità di corrente). 
La densità di corrente soddisfa l’equazione di continuità 


du)"=0, (43,2) 


che è l’espressione della legge di conservazione della carica. Ricordia- 
mo (vedi II, $ 29) che l’invarianza di gauge della teoria è stret- 
tamente connessa proprio con questa legge. Effettivamente, per la 
sostituzione Ay > Ay + ô y (4,1), alla densità di lagrangiano (43,1) 
viene ad aggiungersi la grandezza —ej*d,x, la quale, in forza del- 
la (43,2), può essere scritta sotto forma di divergenza quadridimen- 
sionale 


— dn (xi), 
e quindi scompare quando nell’azione S = { Ld'x si esegue l'in- 


tegrazione in diz. 

Nell'elettrodinamica quantistica i quadrivettori j e A vengono 
sostituiti con corrispondenti operatori di seconda quantizzazione. 
L'operatore di corrente viene espresso attraverso gli operatori 


secondo la relazione j = pyy. Il ruolo di « coordinate » generalizzate 
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q nel lagrangiano 
f Lidz = —e | (jA) Pz 


è svolto dai valori di w, +, A in ogni punto dello spazio. Poiché la 
densità di lagrangiano risulta dipendere solo dalle « coordinate » g 
(ma non dalle loro derivate rispetto a x), il passaggio alla densità 
di hamiltoniano secondo la formula (10,11) si riduce al solo cam- 
biamento di segno nella densità di lagrangiano!). In tal modo, 
l'operatore di interazione elettromagnetica (cioè l'integrale su 
tutto lo spazio della densità dell'hamiltoniano di interazione) ha la 
forma 


V=e f GA) dz. (43,3) 


L'operatore del campo elettromagnetico libero è rappresentato 
dalla somma 


A = X| [cnAn (2) + h44 (2)], (43,4) 


che contiene gli operatori di creazione e di distruzione di fotoni nei 
diversi stati (numerati dall’indice n). Ognuno di questi operatori 
ha elementi di matrice relativi soltanto ad un aumento o una dimi- 
nuzione di 1 del corrispondente numero di occupazione N, (restando 
invariati i rimanenti numeri di occupazione). Di conseguenza anche 
l'operatore A ha elementi di matrice solo per transizioni con varja- 
zione del numero di fotoni di 1. In altre parole, nell’approssimazione 
di ordine 1 della teoria delle perturbazioni compaiono solo processi 
monofotonici di radiazione o di assorbimento. 
Secondo la (2,15), gli elementi di matrice sono 


(Nn—1|0n|Nn)=(Nalck|[Nn-1)=V Na. (43,5) 
Se nello stato iniziale del campo i fotoni (di tipo n) mancano, allora 


si ha (1 |c |0) = 1. L'elemento di matrice dell'operatore (43,3) 
per l'emissione di un fotone è 


Vat) =e | Grâr) dz, (43,6) 


dove A, (x) è la funzione d'onda del fotone emesso, e j;; l'elemento 
di matrice dell’operatore j per la transizione del sistema irraggiante 


dallo stato iniziale i nello stato finale f?). Il quadrivettore jh = 
= (pj Jy) è chiamato corrente di transizione. 


1) Indipendentemente da queste considerazioni notiamo che se si parla solo 
di correzione del primo ordine, qualsiasi altra correzione al lagrangiano passa 
nell'hamiltoniano cambiando soltanto di segno (vedi I, $ 40). 

2) Le notazioni usate nella (43,6) contengono una certa incoerenza; gli 
indici di Vy si riferiscono agli stati di tutto il sistema « sorgente della radiazio- 
dee campo », mentre gli indici di jj; si riferiscono solo alla sorgente della 
radiazione. 
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Analogamente si trova l'elemento di matrice per l'assorbimento 
di un fotone: 


Wa (=e | UnAn) dz. (43,7) 


Esso differisce dalla (43,6) solo per il fatto che al posto di A* (x) 
compare A, (z). 

Indicando in V;; l'argomento #, si vuole sottolineare che si 
parla di un elemento di matrice dipendente dal tempo. Evidenziando 
nelle funzioni d’onda i fattori temporali, si può passare agli elementi 
di matrice che non dipendono dal tempo 


Vist) =V petto (43,8) 


(E;, E; sono rispettivamente l'energia iniziale e finale del sistema 
irraggiante; # si riferiscono rispettivamente all'emissione e al- 
l'assorbimento di un fotone ©). 

La funzione d'onda del fotone di dato impulso Æ e data polariz- 


zazione è 
ell 


ya (43,9) 


A! =V 4n 
20 


DI 


(vedi la (4,3); il fattore temporale è stato omesso). Sostituendo 
nella (43,6), troviamo l’elemento di matrice per l'emissione di un 


fotone nella forma 
1 


V 2o 
dove j;; (X) è la corrente di transizione nella rappresentazione degli 
impulsi, cioè la trasformata di Fourier 


Vij=eV 4a et jhi (k), (43,10) 


jn (k)= { jn (r) e-itrdz. (43,11) 
La formula analoga per l'assorbimento di un fotone è 
Te 1 i 
Viij=eV 4n Va elfi (— k). (43,12) 


L'equazione di conservazione della corrente nella rappresenta- 
zione degli impulsi si scrive sotto forma di condizione di trasversa- 
lità quadridimensionale delle correnti di transizione: 


kuji =; (k)— kj (k) =0. (43,13) 


Le formule scritte nel presente paragrafo, nelle quali la forma 
dell'operatore di corrente non è determinata, hanno carattere gene- 
rale e valgono per processi elettromagnetici in cui intervengono 
particelle cariche di qualsiasi tipo. La teoria esistente dà la possibi- 
lità di stabilire la forma dell'operatore di corrente (e quindi di 
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calcolare, in linea di principio, i corrispondenti elementi di matrice) 
solo per gli elettroni. Nell’applicazione a sistemi di particelle suscet- 
tibili di interazioni forti (ivi compresi i nuclei) ci si deve limitare 
ad una teoria semifenomenologica, nella quale le correnti di transi- 
zione intervengono come quantità dedotte dall’esperimento, e che 
soddisfano soltanto le condizioni piú generali di simmetria spazio- 
temporale e l’equazione di continuità. 


$ 44. Emissione e assorbimento 


La probabilità di transizione per effetto di una perturbazione V 
è data, in prima approssimazione, dalle note formule della teoria 
delle perturbazioni (III, $ 42). Sia dato che gli stati iniziale e finale 
del sistema irraggiante appartengono allo spettro discreto!). Allora 
la probabilità (in 1 s) che avvenga la transizione i + f con emis- 
sione di un fotone è 


dw=2n |V; 28 (E;:— E;—@) dv, (44,1) 


dove dv indica simbolicamente l'insieme delle grandezze che carat- 
terizzano lo stato del fotone e che assumono una serie continua di 
valori (la funzione d’onda del fotone si suppone normalizzata secon- 
do una funzione ô « delle grandezze v »). 

Se il fotone emesso possiede momento angolare determinato, 
l’unica grandezza continua è la frequenza œ. L'integrazione della 
formula (44,1) rispetto a dv = do elimina la funzione ô (œ viene 
sostituito con un valore determinato œ = E; — E;), e allora la 
probabilità di transizione è 


w= 27| V; |}. (44,2) 


Se invece si considera l’emissione di un fotone di dato impulso k, 
allora dv = d* = @*dodo. In questo caso nella formula (44,4) si 
sottintende che la funzione d'onda del fotone è normalizzata con la 
funzione è (k). Tuttavia, in questo volume noi normalizziamo tutte 
le onde piane con « una particella nell'unità di volume ». Questa 
normalizzazione differisce dalla normalizzazione con la funzione 
6 (k) per la mancanza del fattore (2r)-*?. Con la nostra normalizza- 
zione dell’onda piana fotonica, quindi, la probabilità di emissione 
di un fotone di dato impulso si scrive nella forma?) 


dw=2n|V;;|28(E;— E;— @) Ter. (44,3) 


1) In questo modo, si sottintende che, in ogni caso, il rinculo viene trascu- 
rato: globalmente, il sistema irraggiante rimane fisso. 

2) Questa scrittura corrisponde al fatto che, per la normalizzazione con « un 
fotone nel volume V = 1 », nella (44,1) occorre scrivere, al posto di dv = d*%, 
il numero degli stati nel volume di fase V d'k, uguale a d*%/(2n)?. 
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oppure, dopo l’integrazione in do, 
dw = z |V j Pot do. (44,4) 

In questa formula deve essere messo l'elemento di matrice V;; dal- 
la (43,10). 

Nei paragrafi seguenti noi useremo queste formule per calcolare 
la probabilità di radiazione in diversi casi concreti. Qui ci limi- 
tiamo a considerare alcune relazioni generali tra i vari tipi di proces- 
si di radiazione. 

Se nello stato iniziale del campo c’era già un numero dato N, 
di fotoni, differente da zero, allora l'elemento di matrice di transi- 
zione viene moltiplicato ancora per 


Nn +1|ck|Nn)=VNn+1, (44,5) 


cioè la probabilità di transizione viene moltiplicata per N, + 1. 
L'unità in questo fattore corrisponde all’emissione spontanea, che 
avviene anche per N, = 0. Il termine N, determina l’emissione 
forzata (o indotta); noi vediamo cosí che la presenza di fotoni nello 
stato iniziale del campo stimola una supplementare emissione di 
fotoni simili. 

L'elemento di matrice V;;, relativo alla transizione con cambiar 
mento inverso dello stato del sistema (f + i), differisce dall’elemen- 
to V;; per la sostituzione della (44,5) con la 


(N, — 1 |en Nn) =VN 


(e per la sostituzione di tutte le altre grandezze con le corrispondenti 
complesse coniugate). Questa transizione inversa rappresenta l'as- 
sorbimento di un fotone da parte del sistema, che passa dal livello 
E; al livello Æ;. Tra la probabilità di emissione e la probabilità di 
assorbimento di un fotone vale, quindi (per una data coppia di 
stati i e f), la relazione!) 

Wemiss _ Nt! 44.6 

Wass Nn (aa, ) 

(questa relazione venne stabilita per la prima volta da A. Einstein, 
1916). 
Troviamo il legame tra il numero di fotoni e l’intensità della 
radiazione che cade sul sistema dall’esterno. Sia 


Ike do do (44,7) 


l'energia della radiazione, che cade in 4 s su 1 cm? e avente polariz- 
zazione e, frequenza compresa nell'intervallo do e direzione del 
vettore d'onda nell’elemento di angolo solido do. Agli intervalli 


1) Da qui in avanti, in questo paragrafo, useremo unità ordinarie. 
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citati corrispondono k? dk do/(2x)? oscillatori del eampo, ad ognuno 
dei quali corrispondono Nxe fotoni di polarizzazione data. Quindi, 
la stessa energia (44,7) si ottiene componedo il prodotto 


Daf qui troviamo la relazione cercata 


8302 

Nre =- Ike (44,8) 
Sia du?) la probabilità di emissione spontanea di un fotone ` 
di polarizzazione e nell'angolo solido do; con gli indici (in) e (ass) 
denotiamo le analoghe probabilità di emissione indotta e di assorbi- 
mento. Secondo la (44,6) e la (44,8) queste probabilità sono legate 

tra loro dalle seguenti relazioni: 
i 81362 
dwke? = duel? = dwk? TT 


Ire (44,9) 


Se la radiazione incidente è isotropica e non polarizzata (Ike non 
dipende dalle direzioni di k e e), l'integrazione della (44,9) in do 
e la somma su e portano a relazioni analoghe tra le probabilità 
totali delle transizioni radiative (tra gli stati determinati i e f del 
sistema) 


(285) = pin) — pP) mi I, (44,10) 
dove I = 2-4nIxe è l'intensità spettrale totale della radiazione 
incidente. 

Se gli stati i e f del sistema irraggiante (o assorbente) sono dege- 
neri, la probabilità totale di emissione (o di assorbimento) di fotoni 
dati si ricava sommando su tutti gli stati degeneri finali e mediando 
su tutti i possibili stati iniziali. Indichiamo l’ordine di degenera- 
zione (i pesi statistici) degli stati i e f rispettivamente con gi e g; 
Per i processi di radiazione spontanea o indotta, iniziali sono gli 
stati i mentre per l'assorbimento sono gli stati f. Supponendo, 
in ogni caso, che tutti i g; e g; degli stati iniziali siano equiproba- 
bili, al posto della (44,10), otteniamo, evidentemente, le relazioni 
seguenti!): 


grue = gwd = gp) EÈ 7, (44,11) 


1) Nella letteratura si usano spesso i cosiddetti ccefficienti di Einstein, 
determinati come A4;; = w, Biy; = wi cI, Bi = w) c/I (la quantità 
Ile è la densità spettrale spaziale dell'energia di radiazione). Questi coefficienti 
sono legati tra loro dalle relazioni 


23 
8;B;i= giBi}= giAi; ST (44,112) 


13% 
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$ 45. Radiazione di dipolo 


Applichiamo le formule ottenute all'emissione ‘di un fotone da 
parte di un elettrone (nel caso relativistico generale), che si muove 
in un campo esterno dato. La corrente di transizione, in questo caso, 
è l'elemento di matrice dell'operatore 


j= Pro, 
nel quale gli operatori p si suppongono sviluppati secondo il siste- 
ma delle funzioni d'onda degli stati stazionari dell'elettrone nel 
dato campo ($ 32). Alla transizione dell'elettrone dallo stato iniziale 
i allo stato f corrisponde l’elemento di matrice (0,1; | j | 1:0;). 


Questa variazione dei numeri di occupazione è realizzata dall’ope- 
ratore aja;, e per la corrente di transizione otteniamo 


Mi= py = (y, die), (45,1) 


dove! p; e p; sono le funzioni d'onda degli stati iniziale e finale del- 
l'elettrone. 

Prendiamo la funzione d’onda del fotone nel gauge trasversale 
tridimensionale (il quadrivettore polarizzazione e = (0, e)). Allora 
nella (43,10) abbiamo j;e* = —j;;e*. Sostituendo V;; nella (44,4), 
otteniamo la seguente formula per la probabilità (in 4 s) di radia- 
zione nell'elemento di angolo solido do di un fotone di polarizzazio- 


ne e: 


den =e z | e* jy (k) |P do, (45,2) 
dove 
ju (k) = | yopi e= ttr dz. (45,3) 


La somma sulle polarizzazioni del fotone viene fatta eseguendo 
la media sulle direzioni di e (nel piano perpendicolare alla direzione 
data n = k/œ), e quindi si moltiplica il risultato per 2 corrispondente- 
mente alle due possibili polarizzazioni indipendenti del fotone!'). 
In tal modo, si ottiene la formula 


dun=e -> | [njn (k)] |? do. (45,4) 


1) Per il calcolo del valore medio si usa la formula 
— í 
ceay (ir — ning) (45,4a) 


ovvero 
(ae) 0 =+ {ab—(an) (bn)}=4 lan] [ðn], (45,4b) 


dove a, b sono”vettori costanti (cfr. IT (78,6)). 
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È molto importante il caso in cui la lunghezza d’onda del foto- 
ne À è grande rispetto alle dimensioni a del sistema irraggiante. 
Questa situazione viene a crearsi di solito quando le velocità delle 
particelle sono piccole rispetto alla velocità della luce. In prima 
approssimazione in 2/4) (caso che corrisponde alla radiazione di 
dipolo, cfr. II, $ 67) nella corrente di transizione (45,3) si può sosti- 
tuire con l’unità il fattore e-i**, che varia debolmente nella regione, 
dove o w; 0 p; sono sensibilmente differenti da zero. Questa sostitu- 
zione significa, in altre parole, che si trascura l’impulso del fotone 
rispetto agli impulsi delle particelle nel sistema. 

Sempre in prima approssimazione l'integrale jy; (0) può venire 
sostituito dall’espressione non relativistica corrispondente, cioè 
semplicemente dall’elemento di matrice v;; della velocità dell’elet- 
trone rispetto alle funzioni d'onda di Schrödinger. A sua volta, 
questo elemento è v;; = —i@7;;, e erji = dj, dove d è il momento 
di dipolo dell’elettrone (nel suo moto orbitale). In tal modo, per 
la probabilità di radiazione di dipolo troviamo la formula seguente: 


den = I e*d;; |} do (45,5) 


(la direzione n compare qui in forma implicita: il vettore e deve 
essere perpendicolare a n). Sommando sulle polarizzazioni, otte- 
niamo 


diwn=" | [ndz] P do. (45,6) 


Poiché queste formule hanno carattere non relativistico (rispetto 
all’elettrone), la loro generalizzazione a sistemi elettronici qualsiasi 
è evidente: per d;; occorre intendere l'elemento di matrice del mo- 
mento di dipolo totale del sistema. 

Integrando la formula (45,6) su tutte le direzioni, troviamo la 
probabilità totale di radiazione 


403 
w=% |dyP, (45,7) 
oppure, in unità ordinarie, 
403 
w= lij |2. (45,7a) 


L'intensità / di radiazione si ottiene moltiplicando la probabilità 
per ho 


404 
I=53 linl (45,8) 


Questa formula mostra un’analogia diretta con la formula clas- 
sica (vedi II (67,11)) per l'intensità della radiazione di dipolo da 
parte di un sistema di particelle che compiono un moto periodico; 
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l'intensità di radiazione a frequenza œ, = s0 (dove œ è la frequenza 
del moto delle particelle, s un numero intero) è uguale a 


L= a,b, (45,9) 


dove d, sono le componenti di Fourier del momento di dipolo, cioè 
i coefficienti dello sviluppo 


d(t)= Di dei (45,10) 


s=- 0 


La formula quantistica (45,8) si ricava dalla (45,9) mediante la 
sostituzione delle componenti di Fourier con gli elementi di matrice 
delle transizioni corrispondenti. Questa regola (che esprime il 
principio di corrispondenza di Bohr) è un caso particolare di una 
corrispondenza più generale tra componenti di Fourier di grandezze 
classiche ed elementi di matrice quantistici nel caso quasi-classico 
(vedi III, $ 48). La radiazione è quasi-classica per transizioni tra 
stati a grandi numeri quantici; inoltre la frequenza di transizione 
ho = E; — E; è piccola rispetto alle energie £; e E;. Questo fatto, 
tuttavia, non può portare a nessun cambiamento nella forma della 
formula (45,8), che vale per qualsiasi transizione. Questo spiega 
il fatto (in un certo senso accidentale) che il principio di corrispon- 
denza per l’intensità di radiazione risulta valido non solo nel caso 
quasi-classico, ma anche nel caso quantistico generale. 


$ 46. Radiazione di multipolo elettrico 


Invece di considerare la radiazione di un fotone in una direzione 
data (cioè con un impulso dato), consideriamo ora la radiazione di 
un fotone con dati valori del momento angolare j e della sua proie- 
zione m su una certa direzione scelta z. Abbiamo visto al $ 6 che 
questi fotoni possono essere di due tipi: elettrico e magnetico; 
incominciamo dalla radiazione di fotoni di tipo elettrico. Anche 
in questo caso, supporremo le dimensioni del sistema irraggiante 
piccole rispetto alla lunghezza d’onda. 

I calcoli si possono più comodamente eseguire mediante le fun- 
zioni d’onda del fotone nella rappresentazione degli impulsi, cioè 
rappresentando il quadrivettore A*(r) in forma di integrale di 
Fourier. Allora l'elemento di matrice si scrive nella forma 

: : Bk l 

Vize | hlr) Ai (r) Pane | deih) | igs Ae 

(46,1) 


(per semplificare la scrittura delle formule ometteremo gli indici 
wjm delle funzioni d’onda del fotone). 
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Per un fotone Ej prendiamo la funzione d'onda dalla (7,10), 
assumendo la costante arbitraria C uguale a 


-STFI 
C=—y = ; 


Con questa scelta della costante si fa in modo che nelle componenti 
spaziali della funzione (4A) si elidano i termini contenenti funzioni 
sferiche di ordine j — 1 (come si vede dalle formule (7,16)). Allora A 
conterrà solo funzioni sferiche di ordine j + 4, e quindi il corrispon- 
dente contributo in V;; sarà (come risulterà evidente dai calcoli che 
seguiranno) di ordine di grandezza più elevato (in a/A) che non il 
contributo della componente A? = Ò, contenente funzioni sferiche 
‘di ordine inferiore a j. 
In tal modo, poniamo 


j+1 4n2 r 
A" == (D, 0), D= NH Sra 8(|R|- ©) Yim (n) 
(n = k/o). Sostituendo questa espressione nella (46,1) e integrando 
in d | k |, otteniamo 


Va=—ey H Yo {2-01 (r) | done=tY ga (m). (46,2) 


Per calcolare l'integrale interno usiamo lo sviluppo (24,12), 
scrivendolo nella forma 
o0 l 
Š x k 7 
eitr=zia DI DI igi (kr) Yin ($) Ym (£), (46,3) 
l=0 m=-l 
dove!) 


gir) = V FE Jisp (r). (46,4) 
Sostituendo questo sviluppo nella (46,2), otteniamo 


| e=ttrY gn (n) don = 4niÎg; (kr) Yim (Z) 
(gli altri termini si annullano per l’ortogonalità delle funzioni sfe- 
riche). In forza della condizione 4/4 & 1 nell’integrale in d'z saran- 


1) Le funzioni g; (kr) dipendono solo dai prodotti kr ed è quindi chiara la 
simmetria delle formule rispetto ai vettori r e k. È indifferente su quale delle 
due funzioni sferiche stia il segno di coniugazione complessa. 

La normalizzazione delle funzioni g, è scelta in modo che la loro forma 


asintotica per kr + co sia 
>. al 
sen (xri — 2L) 


kr) æ 
gı (kr) pra è 


(46,42) 
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no importanti solo quelle distanze, per le quali kr « 1. Quindi si 
possono sostituire le funzioni g; (kr) con i primi termini del loro 
sviluppo in kr!): 


kr)i 
ga (kr) E (46,5) 


Per risultato otteniamo 


as RED. oH 
Vi = (— 1)™ 1;i y En ni e (OO m)jis (46,6) 


(27+1)!! 
dove sono state introdotte le grandezze 
4 $ 
(05); = Var f Pri (9) rY im (+) d3x (46,7) 


(ricordiamo che Y; -m = (—4)?-” Yfm). Le grandezze (46,7) sono 
chiamate momenti di multipolo elettrico di ordine 2’ di transizione 
del sistema per analogia con le corrispondenti grandezze classiche 
(II, $ 41)?). 

Per un elettrone in un campo esterno p;; = wjw;, e allora le 
grandezze (46,7) si calcolano come elementi di matrice della grandez- 
za classica 


(e) 4n j 
im T DETE PY im: 


Nel caso non relativistico (rispetto alle velocità delle particelle) 
il momento di transizione può essere, in linea di principio, calcolato 
in modo analogo per qualsiasi sistema di N particelle interagenti. 
La densità di transizione si esprimerà attraverso le funzioni d’onda 
del sistema nella forma 


pr (r)= | W (ro sue, Py) Pili o. PN) X 
N 


x DI ô(r— rn) dt... d'ey, (46,8) 


n=i 


dove l'integrale è calcolato su tutto lo spazio delle configurazioni’). 


1) La potenza di kr coincide con l'ordine della funzione Y;m, con la quale 
viene moltiplicata g;. Con ciò si giustifica l’omissione dei termini in A, che 
contengono funzioni sferiche di ordine più elevato. 

2) Noi determiniamo i momenti di multipolo senza la costante e concorde- 
mente col fatto che anche le correnti sono determinate in questo libro senza la 
costante di carica. 

3) La supposizione che le velocità degli elettroni nel sistema siano piccole 
ha come solo scopo la possibilità di descrivere il sistema mediante la funzione 
d'onda e in questo senso non ha carattere fondamentale. Può verificarsi la situa- 
zione, in cui la probabilità di transizione si annulla per regole approssimate di 
selezione, che valgono solo se si trascura l'interazione spin-orbita degli elettroni. 
In questo caso, per ottenere un risultato non nullo occorre usare funzioni d'onda 
con correzioni relativistiche, che tengano conto di questa interazione. 
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La funzione d'onda del fotone, da noi usata, corrisponde (in rap- 
presentazione orbitale) alla normalizzazione secondo una funzione è 
delle quantità œ, come del resto si presupponeva nella formula (44,2). 
Sostituendo in essa la (46,6), otteniamo la probabilità della radia- 
zione Ej!) 

ce) _ 2027441) +41) pitie) 1? 
Wm =E Die © e“ |(O mail (46,9) 

In particolare, per j = 1 abbiamo 

403 
= e | (QF mai P (46,10) 


Le quantità Q, sono legate alle componenti del vettore momento 
di dipolo elettrico dalle formule 

eQ} = id, eQ =F qz + idy). (46,11) 
Sommando la (46,10) sui valori di m noi torniamo, come c'era da 
aspettarsi, alla già nota formula (45,7) per la probabilità totale di 


radiazione di dipolo. 
La distribuzione angolare della radiazione di multipolo è deter- 


minata dalla formula (7,11). Normalizzando quest’ultima con la 
probabilità totale di emissione Wjm, abbiamo 


Ww; 
dwm =| Y(n) wmdo= 7g |VrY mdo. (46,12) 


In particolare, per j = 1 


ie ; E ; 
Yu =i} È coso, Yi a1 =F iJ Fsendes io, 


dove 8 e @ sono, rispettivamente, l'angolo polare e azimutale della 
direzione n rispetto all’asse z. Calcolando il gradiente, troveremo 
che la distribuzione angolare della radiazione di dipolo, con deter- 
minati valori di m, è data dalle espressioni 
© 3 3 1-+cos20 

dio = Wio Ba sen? @ do, dwi, 44i = Wi, +1 g toot do. (46,13) 
Queste formule si sarebbero potute ottenere anche dalla (45,6), 
ponendo in essa una volta (per m = 0) dy = dy = 0, d, = d, e una 
seconda volta (per m = +1) dy = Fid, = div ?, d; = 0. 

Se l'ordine di grandezza delle dimensioni del sistema (dell'atomo 
o del nucleo) è a, allora l'ordine di grandezza dei momenti di multi- 


1) Di primo acchito, può sembrare che in virtù dell’isotropia dello spazio 
la probabilità totale di emissione di un fotone non debba dipendere dal valore 
di m. È facile capire che non è cosí, se si nota che per l'emissione di fotoni di 
valori m diversi, devono essere diversi anche gli stati finali del sistema (per 
uno stato iniziale dato); cfr. più avanti con la regola (46,46). 
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polo elettrico è, generalmente parlando, Q®) ~ ai. La probabilità 
della radiazione di multipolo è 


wE, ~ ak (ka). (46,14) 


L'aumento dell’ordine del multipolo di 1 diminuisce la probabilità 
di radiazione nel rapporto ~ (ka)?. . 

Le leggi di conservazione del momento angolare e della parità 
portano a determinate regole di selezione, che limitano le possibili 
variazioni dello stato del sistema irraggiante. Se il momento ango- 
lare iniziale del sistema è J;, dopo l’emissione di un fotone di mo- 
mento angolare j il momento angolare del sistema può assumere 
solo i valori J;, determinati dalla regola di composizione dei momenti 
angolari (J; — J; = J): 

(Ji— Ii KISS tSp (46,15) 


Per valori dati di J; e J;, la regola (46,15) determina ipossibili 
valori del momento angolare j del fotone. Poiché, però, la probabi- 
lità di radiazione decresce rapidamente con l’aumentare di j, la 
radiazione avviene principalmente nell’ordine più basso possibile 
di multipolo. 

Le proiezioni M; e M; dei momenti angolari J; e J;, insieme 
con le proiezioni m del momento angolare del fotone, soddisfano 
la seguente ‘regola (evidente dalla stessa regola di composizione dei 
momenti) 


M;— M;=m. (46,16) 


Le parità P; e P; degli stati iniziale e finale del sistema irrag- 
giante devono soddisfare la condizione P;Ptot = P;, dove Prot è la 
parità del fotone emesso; poiché le parità possono prendere solo 
1 valori +4, questa condizione può anche venire scritta nella forma 


PP; = Prot. (46,17) 


Per un fotone di tipo elettrico, Prot = (—1)’, e quindi la regola 
di selezione secondo la parità per la radiazione di multipolo elettrico 
si può scrivere nella forma 


P;P;=(-1). (46,18) 


Le regole di selezìone secondo il momento angolare totale e la 
parità sono assolutamente rigorose e devono essere osservate per 
radiazione da parte di qualsiasi sistema. Accanto a queste regole, 
ne possono esistere anche altre, più restrittive, connesse con queste 
o quelle particolarità della struttura di concreti sistemi irraggianti. 
Queste regole hanno inevitabilmente carattere più o meno appros- 
simato; esse verranno studiate nei paragrafi seguenti di questo 
capitolo. 
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La dipendenza della probabilità di emissione dai numeri quanti- 
cim, M;, M; è interamente determinata dal carattere tensoriale dei 
momenti di multipolo. Le quantità Q;m per dati j formano un ten- 
sore sferico di rango j. La dipendenza dei suoi elementi di matrice 
dai numeri quantici citati è data dalla formula 


{rx J5M {Qi -m | nJ: Mi) = 


Hip Jp 
= (Mn ag) IMA Qslinda (46,49) 


(vedi III (107,6)), dove la lettera n indica convenzionalmente l'in- 
sieme di tutti gli altri numeri quantici del sistema, oltre a J ed M.. 
Gli elementi di matrice ridotti, che figurano nella parte destra 
dell'uguaglianza (46,19), non dipendono dai numeri m, M;, My. 
Sostituita nella (46,9) questa formula determina la dipendenza 
cercata, che risulta essere proporzionale alla quantità 


(8, m x) 
M; m — M; 


(ovviamente, si suppone che il sistema irraggiante non si trovi in un 
campo esterno; allora la frequenza di transizione œ non dipende 
dai numeri M; e My). 

Sommando la probabilità su tutti i valori Mọ; (per un dato M;), 
noi troviamo la probabilità totale di emissione di un fotone di 
data frequenza dal livello iniziale r;J; del sistema. In virtù del- 
l’isotropia dello spazio è a priori evidente che questa quantità 
non dipenderà nemmeno dal valore iniziale M;. La somma viene 
eseguita mediante la formula 


DI JMi) Qi, -m| J: Ma = IF |{regTyWQ;Im:Fi)|} (46,20) 
M 
f 
(vedi III (107,11)). 


$ 47. Radiazione di multipolo magnetico 


La funzione d’onda di un fotone di tipo magnetico è AP = 
= (0, A), dove A è dato dalla formula (7,6). Sostituendo quest'’ulti- 
ma nella (46,1), otteniamo per l'elemento di matrice l’espressione 


Vas cete | dBx-jy (1) | doncetrYim* (n). (47,1) 


Le componenti del vettore YM) si esprimono, secondo la (7,16), 
attraverso funzioni sferiche di ordine j. Usando nuovamente lo 
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sviluppo (46,3), per l’integrale interno otteniamo 
| e-ur yie" (n) don= rig (kr) Y” (E), 
e sostituendo g; dalla (46,5),1) 
duta I 
Va= ei Fo fin Mr (1) de. 
In accordo con la definizione (7,4), qui occorre porre 


m(fr\___t pur 
Yim ( = ) VIOD [YVY jml, 

e quindi, trasformando l’espressione integranda 
rin [PVY}m] SET [rd ji] vV (rY 3m) 


otteniamo 
n/O et 
Va=(—-1)"i rn Gini e (OÙ m fis (47,2) 


dove sono state introdotte le quantità 


( MUTI II | [rj ah (rY im) dîx (47,3) 
che sono chiamate momenti di multipolo magnetico di ordine 2’ di 
transizione. 

Dall’analogia tra le espressioni (47,2) e (46,6) segue che per la 
probabilità di emissione si ottiene una formula, che si differenzia 
dalla (46,10) soltanto per la sostituzione dei momenti elettrici con 
quelli magnetici. Rimane valida anche la formula (46,12) per la 
distribuzione angolare (come era già stato notato in relazione alla 
(7,14). 

Consideriamo la struttura dell’espressione (47,3) per j= 1. 
In questo caso, le funzioni hanno la forma 


Za P Ca i 5 
V Eromi y G FR a E 
e i loro gradienti sono semplicemente uguali ai versori sferici e%, 
e‘#D(7,14). Quindi le quantità e (0);; sono le componenti sferiche 
del vettore 


43 


pa=$ | [rg dz, (47,4) 


il quale, per la sua struttura, è analogo al momento magnetico 
classico (vedi II, $ 44). Mostriamo ora in che modo la formula (47,4) 


1) Non confondere la corrente j con il momento angolare j! 
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è legata con l’ordinaria espressione quantistica non relativistica 
dell’operatore del momento magnetico. 
L'espressione non relativistica della corrente di transizione è 


(vedi III, $ 115) 
jn = — z (WV pi — di VI) + E rot (7s), (47,5) 


2m 
dove p è il momento magnetico della particella, s il suo spin. Perciò 


abbiamo 
‘ 


p= | Wiry pdz 7 | view gidtz+ 


++ [r rot (p7syp:)] d'z. (47,6) 
Nel secondo termine scriviamo 


{witevi vi@z=— | UP irvi vidtz+ | rot (riv) dz 


L'ultimo integrale si trasforma in integrale su una superficie all’in- 
finito e si annulla. In tal modo, i due primi termini nella (47,6) 
sono uguali. Nel terzo termine trasformiamo l’integrale nel modo 
seguente (denotiamo temporaneamente F = pfsw;): 


{teivendz= dira FI | PVI FI dz. 


L'integrale di superficie si annulla, e nell'ultimo integrale abbiamo 
[E7] r] = —F div r + F = —2F.In tal modo, otteniamo 


f [rrot F]dîx=2 f Fë. 


Come risultato di queste trasformazioni, l’espressione per Mj; 
prende la forma 


n= | w (E L+Es) ida, (47,7) 


dove” L = —i [r V] è l'operatore del momento angolare orbitale 
della particella. Come c’era da aspettarsi, my; risulta essere lele- 
mento di matrice dell'operatore 


u=3—L+Ès, (47,8) 


che si ottiene componendo l’operatore del momento magnetico 
orbitale della particella fcon il suo momento magnetico intrinseco. 
Le regole di selezione per la radiazione di multipolo magnetico 
sono analoghe alle regole per il caso elettrico; per il momento ango- 
lare totale valgono le stesse regole (46,15-16), e per la parità vale 
la regola 
P;P;=(- 1), (47,9) 
che si ottiene sostituendo nella (46,17) la parità del fotone Mj : Pa = 
i +t 
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$ 48. Distribuzione angolare e polarizzazione della radiazione 


Le formule ricavate nei paragrafi 46 e 47 si riferivano all’emis- 
sione di un fotone di valori dati del momento angolare j e della sua 
proiezione m. In accordo con ciò, si supponeva che anche il sistema 
irraggiante (per esempio, un nucleo) avesse, prima e dopo l’emis- 
sione, non solo valori determinati del momento angolare J, ma 
anche polarizzazioni determinate, cioè valori determinati di M. 

Consideriamo ora il caso, più generale dei precedenti, della 
radiazione da parte di un nucleo parzialmente polarizzato (le sue 
dimensioni si suppongono, come prima, piccole rispetto alla lunghez- 
za d'onda). Il fotone emesso è dotato, come prima, di un dato mo- 
mento j, ma può essere parzialmente polarizzato. Troviamo la 
probabilità di radiazione in funzione della direzione del fotone n. 
Essa deve essere espressa attraverso le matrici densità, che descri- 
vono gli stati di polarizzazione del nucleo e del fotone. 

Per fare questo, scriviamo preventivamente la probabilità di 
emissione in funzione della direzione n e della elicità A del fotone 
(à = +1) per il caso, in cui il nucleo iniziale e il nucleo finale 
hanno i valori determinati J;M;, J;M;. 

L'elemento di matrice per l'emissione di un fotone di dati jm 
è proporzionale all’elemento di matrice del momento di multipolo 
di ordine 2’ (elettrico o magnetico) del nucleo: 


(JMi; jm|V|J;M) ~ (— 14” JMi Qi, -m| JiM). (48,4) 

La funzione d'onda del fotone emesso (nella rappresentazione degli 

impulsi) è proporzionale a Y®) (n) oppure a YM (n). La funzione 

d'onda di un fotone con impulso in direzione n ed elicità 4 è pro- 

porzionale al vettore polarizzazione e. L'elemento di matrice 

per l’emissione del fotone nÀ si ottiene moltiplicando la (48,1) con 

la proiezione della funzione d’onda dello stato |jm) sulla fun- 

zione d’onda dello stato | mA): 

(JM j; MA|V|JiM) ~ (— 1)” Mil Q, -ml iMi) (e*m). 

In accordo con la (16,23) per i fotoni di ambedue i tipi, abbiamo 

eY m(n) ~œ DÊ, (n). (48,2) 


Esprimiamo invece l'elemento di matrice del momento di multipolo 
nel modo solito attraverso l'elemento di matrice ridotto. Come 
risultato, otteniamo l’ampiezza di probabilità di transizione nella 


forma 
-— m J; j Ji 3 
(JMi mA |V JiM) oo (— 17M E ciù al QD, (n), 
(48,3) 
dove con Q si denota (J;|{Q[{][JT;). 
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Ora possiamo passare al caso generale di stati di polarizzazione 
miscelata. Secondo le regole generali della meccanica quantistica 
la probabilità di transizione è proporzionale all'espressione!) 


E (J Mi NAV |J: M) J; M4; nN |V | JMi)" x 
(m) ; 
x (Mil pP MA (M;|09|My)(2"|pM]A), (48,4) 


dove pò, p®, p® sono le matrici densità di polarizzazione del 
nucleo iniziale, del nucleo finale e del fotone emesso; il simbolo (m) 
sotto il segno di sommatoria significa che la somma viene eseguita 
su tutti gli indici m (M;M;M;Mj}X') che si ripetono due volte. 
Occorre sostituire la (48,3) nella (48,4). 

Indichiamo la probabilità di radiazione nell’angolo solido do 
con w (n) do. La probabilità totale di radiazione in tutte le dire- 
zioni e con tutte le polarizzazioni del fotone e del nucleo secondario 
non dipende, evidentemente, dallo stato di polarizzazione iniziale 
del nucleo. Essa è data da formule a noi già note e qui non ci inte- 
ressa. Perciò conveniamo di normalizzare la probabilità w (n) a 1. 
Per la probabilità otteniamo?) 
w(n)= GEO EI) 5 (=D M;-Mi x 

(m) 


mr s PA J si gi 
(9) (3), Í t Í i (i , 
X Dim A'm e —m n E — m! mi) Ma 1001 M9x 
x (Mil pO |M) A |p] Ay 


1) Se gli stati iniziale e finale del sistema sono descritti dalle sovrapposizioni 


p= Yan O= X bmp, 
m 


n 


allora l'elemento di matrice è 
GVli= dI bmaânV mn, 
mn 


e il suo quadrato 
IIVI D= DI VmrVin enim 
nn'mm' 
Il passaggio al caso di stati miscelati è realizzato mediante la sostituzione 


i $ 
anaž, > ps, Bmebi + Phim? 


e quindi 
IGIVI)R+ D VaV fen Pha Pme 
nn'mm' 
.. 2) Nelle trasformazioni del fattore che determina il segno si può utilizzare 
il fatto che i numeri 2J;, 27;, 2M;, 2M; hanno la stessa parità. Ricordiamo anche 
che i numeri j, m sono interi, e à = +4. È 
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(più avanti ci convinceremo che questa normalizzazione è giusta). 
Trasformiamo questa formula, sviluppando in serie il prodotto delle 
due funzioni D III (110,2) 


DEP DË re =(— 1) DADI, = 
n PE EUF ig 
Sgert hi y a] (i Tw PR 
L 


(dove A = à — A’; p = m — m'; L sono numeri interi, L > 2j). 
In tal modo, otteniamo il risultato definitivo seguente: 


L m) 


j j L j iÍ ZI, j i) 
di la 2° 5 (i —m —u/\-M;—m M; 


J; j Ji patate i 

x E = dr) DE, (n) (M: |09 | Mi) (M; pO |M x 
X(A|pM|A). (48,5) 
Come anche prima, il simbolo >i indica la somma su tutti gli 


indici m che si ripetono due volte. Occorre ricordare, a questo pro- 
posito, che gli indici à e X sono differenti da tutti gli altri indici m: 
la somma rispetto a questi indici viene fatta non su tutti i 2j + 1 
valori possibili (per un dato j), ma solo sui due valori à, V = +1, 
che corrispondono alle due polarizzazioni del fotone. 

La formula (48,5) contiene tutta l’informazione necessaria sulla 
distribuzione angolare dei fotoni emessi e sulla loro polarizzazione, 
e anche sulla polarizzazione dei nuclei secondari (cioè, dei nuclei 
che hanno emesso un fotone). In tutto questo ragionamento era sot- 
tinteso che la matrice densità di polarizzazione iniziale era data. 


Distribuzione angolare 
La distribuzione angolare dei fotoni si ottiene sommando su 
tutte le polarizzazioni del fotone e del nucleo secondario. La media 
sulle polarizzazioni si esegue sostituendo nella (48,5) le matrici 
densità degli stati non polarizzati 
, 1 , i 
Alp) = z ôw, (Mi 109 |M) = SFT Smi (48,6) 
dopodiché la somma si riduce alla moltiplicazione per 2 (per il 
fotone) e per 2J; + 1 (per il nucleo). In altre parole, la somma viene 
fatta mediante la sostituzione 


(10024) ars (My 109 |M} +8xg,24j GO 
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In tal modo, per la distribuzione angolare otteniamo 


w(m) = DEIEZED S S (194 (2241) DIR (n) x 
L (m) 


j jL o j a) ( J; “ J; AE 
CARO ASI —m M, —M; —m' M; 

x (Mil p® | M}). 

Questa formula può essere semplificata sostanzialmente som- 


mando sugli indici m. 
Notiamo innanzitutto che 


Groso {aro = 60 


e quindi per la somma otteniamo 


È jL 5 j j L\ per L pari, 
2: (a —a 0/52 —10 
A=41 
0 per L dispari. 
Di conseguenza nella somma su L rimangono solo i termini a L 


pari, cioè in essa compaiono funzioni sferiche (DI) soltanto di 


ordine pari. Questo risultato si poteva prevedere: per la legge di 

conservazione della parità, la probabilità deve essere invariante 

rispetto all’inversione, cioè rispetto alla sostituzione n + — n. 
In tal modo otteniamo 


= _ i+) R+) 9 + Ply 
(L) pnt E 1 ne 
A A 2a 1) # —m' be e —m M; R 


Dl oR 


j 
; îi) k 
Sad ani si (Mil p® | Mi). 


Notiamo che a questo punto è facile verificare la normalizzazione; 
in forza della formula 


d 
f DI (n) T = È 10810 
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dopo l'integrazione sulle direzioni, rimane solo il termine con L = 
= p=0; usando le formule 


j jo TE 
I —m o) =! VTi 
Jj Ay 4 
ISEE e SI (i) — 
2 (a) aree 


Mpm 
ci possiamo convincere che questo termine è uguale a 1. 
Successivamente, la somma su mm'M; nella sommatoria inter- 
na, viene eseguita mediante le formule III (108,4). Finalmente per 
la distribuzione angolare dei fotoni troviamo la formula seguente: 


w(n)=(— piy BOV AH 7 


EE? mn] di r} 
x Di ( VIZI (I 40 E A x 
pari L 
x J, PE Dip (n), (48,9) 
dove sono stati introdotti i simboli 


PO =I V CLF): + X (—1i x 


J, m 
MI) MoO LM), (48,10) 
Pir = (PE -w 
La somma interna nella (48,9) viene eseguita su tutti i | u | < L, 
mentre la somma esterna si esegue su tutti i valori pari di L, che 
soddisfano le condizioni 

L& 2j, Lz2J; (48,11) 
(queste condizioni sono la conseguenza della regola del triangolo, 
alla quale devono soddisfare i simboli j nei simboli 3}, che figurano 
nelle (48,9-10)). In forza di queste condizioni il numero dei termini 
nella somma, di solito, non è elevato. Per esempio, per Jj= 0 
oppure 1/2, rimane solo il termine con L = 0, cioè la radiazione 
è isotropa (è facile verificare che il termine con L = 0 è uguale 
a 1/4, come deve essere per la condizione di normalizzazione). Per 
J; = 1, 3/2 oppure per j = 1 nella somma su Z rimangono due 
termini: L = 0, 2. Notiamo anche che se la matrice densità p 
è diagonale (M; = Mi), allora p = 0 e la funzione di distribu- 
zione (48,9) assume la forma di uno sviluppo in polinomi di Legendre 
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(secondo la (16,5) e la III (58,23) le funzioni D@ si riducono alle 
funzioni P, (cos 0)). Infine, se 


(M;|p9®]Mj)= ô 


1 
2J; +1 MM 


cioè se il nucleo iniziale non è polarizzato, tutti i PA = 0, ad 
eccezione di PH = 11). 

Le quantità #,, sono comode per caratterizzare lo stato di 
polarizzazione del nucleo; li chiameremo momenti di polarizzazione. 
La formula (48,10) determina queste quantità attraverso la matrice 
densità pax. Con una verifica diretta ci si può facilmente convin- 
cere della validità della formula inversa, che esprime la matrice 
densità attraverso i momenti di polarizazzione 


LEI H JLL J 

2L+1 .- -M' 
puw = DI RA iP E (m i hi Pr. (48,12) 
Lu 


Sia fz„ un certo tensore sferico, che dipende dallo stato di pola- 
rizzazione del nucleo. Secondo le regole generali (vedi III (14,8)) 
il suo valore medio nello stato di matrice densità pmm è uguale a 


fiu= DI 0mm IM" | fin | JM). (48,13) 


Esprimendo gli elementi di matrice delle quantità fr, attraverso 
l'elemento di matrice ridotto (J | | fz || J) secondo la formula 


a J LJ 
IM fal p g) OUND 


e introducendo i momenti di polarizzazione secondo la definizione 
(48,10), otteniamo 

(JI fz iJ) P 48.44 
Verne da 


fap 


1) Effettivamente, notando che 


JO J La 1 
( )= 1 "arti Sua» 


—M' 0 M 
abbiamo 
J-M’ JLJ 
S (—1) ai u m) ôume = 
MM’ 


=V F1 Si (a i x) (cas i) =V TF ded 
MM’ 


e quindi dalla definizione (48,10) troviamo il risultato indicato. 
14% 
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iPolarizzazione del fotone 


Se (oltre alla matrice p®) sono date le matrici p e p® la 
formula (48,5) determina la probabilità di transizione con emissione 
di un fotone che lascia il nucleo in determinati stati di polariz- 
zazione. Questi stati sono, in sostanza, una caratteristica non del 
processo di radiazione in quanto tale, ma di quei detectors che 
registrano il fotone e il nucleo di rinculo, evidenziando le loro pola- 
rizzazioni. Un’impostazione più naturale del problema consiste nel 
non fissare a priori lo stato finale del sistema « nucleo + fotone » 
e nel determinare la matrice densità di polarizzazione di questo 
stato fissando solo la direzione di emissione del fotone. 

La risposta a questo problema è data sempre dalla formula 
(48,5). Rappresentando quest’ultima nella forma 


w=w(n) X (My; nA|p|M;; NAYA Ip] AMi pOL Mi, (48,15) 
(m) 


l’espressione (M;; nà |p | Mi; n) rappresenterà proprio la matrice 
densità voluta, poiché, secondo le regole generali della meccanica 
quantistica, la probabilità di transizione w in uno stato fissato 
a priori è data dalla sua « proiezione » sulle matrici date p Mp0. 


Il fattore w (n) nella (48,15) è evidenziato affinché la matrice densità 
resti normalizzata con la condizione solita 


DI (M;; n |p|M;; ni)=1. 
KM; 


Se a noi interessa solo la polarizzazione del fotone, allora occorre 
sommare su M; = Mj: 


(mA |p| nA) = i (My; nà|p| M; ni’). 
Í 


Con un metodo del tutto analogo a quello usato per ricavare la (48,9), 
troviamo 

no (4H QIYA HA 
(nA|p|nX)=(—1) na) x 


sO vih mer Br i iIjX 
x DPL (n), (48,16) 
u 


(A = à — XY’), e la somma viene eseguita su tutti i valori interi 


di L, che soddisfano la condizione (48,11). 
In particolare, la polarizzazione circolare è determinata dai 


parametri di Stokes 
En=(n1|p|n1)— n, —1]|plm, —1) 
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(vedi problema al $ 8). In forza della relazione (48,8) in questa 
differenza vengono a cadere tutti i termini con L pari, e per È, 
si ottiene una formula, che differisce dall’espressione (48,9), soltanto 
per il fatto che la somma viene eseguita sui valori dispari (e non 
pari) di L. i 

Polarizzazione dei nuclei secondari 


Infine, se a noi interessa solo la polarizzazione finale dei nuclei, 
bisogna porre p™— ô. Se si esegue inoltre anche l'integrazione sulle 
direzioni del fotone, allora la matrice densità del nucleo secondario 
sarà 
(My}p|M}= | 1 (n) (Myn |p] Mym) do = 

J Pia 
Li . __4\23;-M;-Mi; Í i 
fe F i Ji 
Í J i ; J 
| o® 
I momenti di polarizzazione, calcolati secondo questa matrice, sono 
P T OENE A E JE . 
PÙ=(-ATIAIIVOETF1) 2741) Y P AG (48,17) 
f vi 


x 


Se il nucleo iniziale non è polarizzato, non lo sarà nemmeno il 
nucleo finale. Tuttavia, ci sarà una polarizzazione di correlazione, 
cioè la polarizzazione del nucleo dopo la radiazione in una data 


direzione. Ponendo p® + 8/(2J; + 1) (e corrispondentemente w (n) = 
= 41/4n) ed eseguendo un calcolo analogo alla deduzione della (48,9) 
per la matrice densità, che descrive questa polarizzazione, otteniamo 


(My; nlp Mi m)=(2j+1)(— 17H x 


x 3 era (| 1 al Bi i x 
pari L 

J; J; L 
x{ i} 7} DR (©). (48,18) 
I momenti di polarizzazione corrispondenti a questa matrice sono 

PR =i (14) (27 +1) V@L+) 25541) x 

$i 

xhi -10){} I gR. 1619) 


Si hanno qui solo momenti di ordine pari (questo è una conseguenza 
della conservazione della parità, già ricordata). 
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Se il nucleo secondario irraggia a sua volta, allora, essendo pola- 
rizzato, darà una distribuzione non isotropa dei fotoni. Poiché 
i momenti di polarizzazione (48,19) dipendono dalla direzione n 
del fotone emesso nel primo decadimento, nasce allora una deter- 
minata correlazione tra le direzioni dei fotoni emessi nelle fasi 
successive (per un nucleo primario non polarizzato). In modo analogo 
possono essere studiati anche altri fenomeni di correlazione in 
processi di radiazione a cascata (correlazione delle polarizzazioni 
e simili)!). 

PROBLEMA 

Determinare il legame tra i momenti di polarizzazione Py e Pay coni va- 
lar medi del vettore momento angolare J e del tensore momento di quadrupo- 
0 ih» 
iosa Gli elementi di matrice ridotti del vettore J e del tensore Qir 
si ricavano dalle uguaglianze 

FIGI g (71019)? 
271? “ik 27+1 
(cfr. III (107,10-141)). L'operatore Q;, si esprime attraverso gli operatori del 
momento angolare secondo la formula III (75,2) 


ae — 2 125; 
Q= y (HaHa F Pn). 
Da qui troviamo il valore medio 


g? -2 (4J2—3)= Q2 
ik = 9J2 (2) —1)? E 


Per gli elementi di matrice ridotti troviamo 
(IIS H9)=VI(7+1) I F1), 


. /(SGTTIDNUTINOIT3 
JIQNI)= Q STO, 


Dalla (48,14) è chiaro ora che i momenti di polarizzazione 9°, coincidono con le 
componenti sferiche del vettore 


x 3 > 
V TURI: 
ed i momenti Pz, coincidono con le componenti sferiche del tensore 


(405 25-1)_ Qua 
I} 3(7+1) 27+3) Q 


3(27+1) (7+1) (27+3) 
CAI J i 


$ 49. Radiazione di atomi. Tipo elettrico?) 


L'energia degli elettroni esterni dell'atomo (che partecipano ai 
processi radiativi ottici), secondo una stima grossolana, è dell’ordine 


1) Un'esposizione particolareggiata di questi problemi si può trovare nel- 
l'articolo di A. Z. Dolginov nel volume « I raggi gamma », Ed. Accademia delle 


Scienze dell'URSS, 1961. o a 
2) Nei $$ 49-54, 53, 55 useremo unità ordinarie. 
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di grandezza E ~ me4[h*, e quindi per le lunghezze delle onde irrag- 
giate abbiamo le relazioni A ~ Āc/E ~ h?/ame?. Le dimensioni 
dell'atomo sono a ~ È?/me?. Quindi, negli spettri ottici degli atomi, 
di regola, ha luogo la disuguaglianza a/A ~ a « 1. Dello stesso 
ordine di grandezza è la relazione v/c ~ a, dove v sono le velocità 
degli elettroni ottici. 

In tal modo negli spettri ottici degli atomi è soddisfatta la 
condizione, secondo la quale la probabilità di radiazione di dipolo 
(se è ammessa dalle regole di selezione) è sensibilmente maggiore 
della probabilità di transizioni di multipolo”. In relazione a questo 
fatto, in spettroscopia atomica il ruolo di maggiore importanza 
è svolto proprio dalle transizioni di dipolo elettrico. 

Come si è già detto, queste transizioni sottostanno a regole di 
selezione rigorose relative al momento angolare totale dell’atomo J 
e alla parità P”: 

[J —J|S1sJ +J", (49,1) 
PP' = — 1. (49,2) 


La disuguaglianza | J’ — J | < í significa che il momento angola- 
re J può variare solo di 0, +1; in forza della disuguaglianza J + J' >È 
= 1 è inoltre vietata la transizione 0 +0. Le parità degli stati 
iniziale e finale devono essere opposte?). 

La probabilità di radiazione con transizione nJM + n'J'M' 
è determinata dal corrispondente elemento di matrice del momento 
di dipolo dell'atomo secondo la formula 


w(nJM + n'J'M')= S| (03M dml nI M), (49,3) 


o =0 (nJ > n'J’). 


Sommando la (49,3) su tutti i valori M’ = M — m (per un dato M), 
si ottiene la probabilità totale di radiazione di una data frequenza 
dal livello atomico nJ. La somma viene eseguita mediante la (46,20) 


e dàî) 


ry 403 1 ir 

1) Valori tipici della probabilità di transizioni di dipolo nel campo ottico 
dello spettro atomico sono dell’ordine di 108 s. 

?) Da qui in avanti denoteremo i numeri quantici degli stati iniziali e 
finali rispettivamente con lettere senza apice e con apice. Con le lettere n, n' 
saranno indicati i numeri quantici, che, insieme con quelli indicati esplicita- 
mente, determinano gli stati del sistema. 

3) La regola di selezione relativa alle parità venne per la prima volta sta- 
bilita da O. Laporte, 1924. 

4) L’intensità osservabile della radiazione si ottiene moltiplicando w per 
ko e per il numero di atomi nella sorgente, che si trovano nel dato livello eccitato 
(Nn). Ad esempio, in un gas a temperatura 7 questo numero è Nhy S 
~ (27 +- 1) exp (—Eny/T); il fattore (27 + 1) è il peso statistico del livello 
di momento angolare J. 
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Il quadrato del modulo dell'elemento di matrice ridotto che 
compare qui è detto, a volte, intensità della riga di transizione; 
questa quantità è simmetrica rispetto agli stati iniziale e finale. 

Ulteriori conclusioni circa le probabilità di transizione negli 
spettri atomici si possono fare solo specificando questa o quella 
caratteristica degli stati dell'atomo. Noi non ci soffermeremo qui 
sui metodi di calcolo degli elementi di matrice, il cui grado di 
approssimazione non ha un carattere teorico ben definito. Determi- 
neremo soltanto alcune relazioni per una categoria abbastanza larga 
(soprattutto negli atomi leggeri) di stati, costruiti secondo il tipo 
di accoppiamento LS (vedi III, $ 72). Tali stati sono caratterizzati, 
oltre che dal momento angolare totale, anche da determinati valori 
del momento angolare orbitale L e dello spin S, che in questo caso 
si conservano. 

Poiché il momento di dipolo è una grandezza puramente orbitale, 
il suo operatore commuta con l’operatore di spin, cioè la sua matrice 
è diagonale rispetto al numero S. Relativamente al numero L per 
il momento di dipolo valgono le stesse regole di selezione che per 
qualsiasi altro vettore orbitale (vedi III, $ 29). In tal modo, le 
transizioni tra stati, costruiti secondo il tipo di accoppiamento LS, 
sottostanno a regole di selezioni supplementari (oltre che alle (49,1-2) 


S'’—S=0, (49,5) 
FATA AI (49,6) 


Sottolineiamo ancora una volta che queste regole hanno carattere 
approssimato e vengono violate qualora si tenga conto dell’intera- 
zione spin-orbita. 

Notiamo che la regola (49,5) (divieto di transizioni tra termini 
di molteplicità differente) è valida non solo per le transizioni di 
dipolo, ma in generale per tutte le transizioni del tipo elettrico; 
i momenti di multipolo elettrico di tutti gli ordini sono tensori 
orbitali, e quindi le loro matrici sono diagonali rispetto allo spin. 
Cosî, per le transizioni di quadrupolo elettrico, oltre alle regole 
generali 


I —JIx<x2<J +J, PP =1, (49,7) 


nel caso di accoppiamento LS valgono le seguenti regole di sele- 
zione supplementari: 


S —SsS=0, II —-LIL2?<LL+4+ L. (49,8) 


La dipendenza della probabilità di radiazione dai numeri S, L, 
J’ può essere determinata in forma esplicita. Questo problema si 
risolve direttamente mediante le formule generali per gli elementi 
di matrice di tensori sferici con composizione di momenti angolari. 
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Secondo le formule III (109,3) abbiamo!) 
|n L'SJ' || d{|rLSJ)}= 


r , 


S 2 
+941] VIS i) |oeZ'|lalnZ)P. (49,9) 


Sostituendo questa espressione nella (49,4) otteniamo 
w(nLSJ +n'L'SJ')= 


UA t 


= 4 J nf T 'L'\|d\\nL)\, (49,10) 
= 27401, 7 qf Ean, (49, 


dove œ = øo (nLS + n'L'S)?). 
Per queste probabilità si può ricavare una determinata regola 
di somma. Per i quadrati dei simboli 6j vale la regola di somma 


(vedi III (108,7)) 


, L' t S -A 1 
Di (24 i È i] =: (49,11) 
P 
Mediante questa formula dalla (49,10) troviamo 
3 
S w (nLSI > n' LSI) =E Tri |GeL'||d\|nL)|?. (49,12) 


de” 

Notiamo che questa grandezza non dipende dal valore iniziale di J. 
Se abbiamo a che fare con radiazione da parte di gas a tempera- 
tura molto maggiore degli intervalli della struttura fina del termine 
atomico n.SL, gli stati a diverso J sono popolati uniformemente, 
cioè tutti i valori di J sono equiprobabili. La probabilità che l’ato- 
mo si trovi in un livello con un determinato valore di J è, in questo 

caso, uguale a 

2741 

EL+D Eesti): (ie) 
è cioè uguale al rapporto tra il peso statistico di questo livello e il 
peso statistico totale del termine r.SL. Il calcolo della media delle 
espressioni (49,10) o delle loro somme (49,12) rispetto a queste 
probabilità si riduce alla moltiplicazione per il fattore (49,13); 
indichiamo questo valore medio con una soprallineatura della 
lettera. La probabilità totale di radiazione di tutte le righe spettrali 


1) Nelle formule III, $ 109 per « momenti dei sottosistemi 1 e 2 » occorre 
intendere ora il momento angolare orbitale e lo spin dell’atomo, dei quali noi 
trascuriamo l'interazione reciproca. Il ruolo delle grandezze f{} è svolto dal 
vettore orbitale d,. 

2) Trascurando l'interazione spin-orbita nel calcolo degli elementi di 
matrice, noi trascuriamo anche la dipendenza delle frequenze da J e J’, cioè 
la struttura fina dei livelli iniziale e finale dell’atomo. 
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del multipletto (formato da tutte le possibili transizioni tra i com- 
ponenti della struttura fina dei due termini n.SL e n'SL') è la somma 


w(nLS+n'L'S)=YYNw (nLSJ +n'L'SJ'). (49,14) 
TI 
Poiché, ovviamente, X; (2J + 1) = (2S + 1) (2L + 1), per la pro- 


J 
babilità totale si ottiene un’espressione, che coincide con la (49,12). 


Perciò, per la probabilità relativa (o, ciò che è lo stesso, per l’inten- 
sità relativa) di una singola riga spettrale otteniamo 


w(nLST+n'L'SJ)__(21+1) CPSI È na (49,15) 
wals >is CSF JL 1j’ i 


L'analisi dei valori numerici, dati da questa formula, mostra 
-che tra le linee del multipletto le più intense sono quelle per le 
quali AJ = AL (sono chiamate righe principali, a differenza delle 
‘altre componenti del multipletto, chiamate righe satelliti). L’inten- 
sità delle righe principali è tanto maggiore quanto più grande è il 
‘valore iniziale di J. 

La somma delle quantità (49,15) su J o su J' dà 


S W(nLSI + n'L'SJ') 


J’ at 2J +1 
w(nLS+n'L'S) © (L+1)(2S+1)' 


w 
w (nLSJ + n'L'SJ' 

clan aai A (49,16) 
w(nLS+n'L'S) (2L+-1) (254-1) i 


In tal modo, la somma delle intensità di tutte le righe spettrali del 
‘multipletto, aventi uno stesso livello iniziale (o finale), è proporzio- 
nale al peso statistico del livello iniziale (o finale). 

Soffermiamoci ancora sulla struttura iperfina delle linee spettrali 
dell'atomo. Ricordiamo che la separazione iperfina dei livelli 
«atomici avviene in conseguenza dell’interazione degli elettroni con 
lo spin del nucleo, se esso è differente da zero (vedi III, $ 122). 
Il momento angolare totale F dell'atomo (insieme col nucleo) è com- 
posto dal momento angolare totale degli elettroni J e dal momento 
del nucleo T. Ogni componente della struttura iperfina del livello nJ 
è caratterizzato dal valore del numero quantico F. 

La legge di conservazione del momento angolare porta ad una 
rigorosa regola di selezione relativa al momento totale F; per la 
radiazione di dipolo elettrico vale la relazione 


|E-FIZAIZF4+ FP" (49,17) 
A causa, però, della eccezionale debolezza dell’interazione degli 


elettroni con lo spin del nucleo, questa regola può essere trascurata 
nei calcoli degli elementi di matrice dei momenti elettrici (e magne- 
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tici) dello strato elettronico dell’atomo. Quindi restano valide 
anche le precedenti regole di selezione relative al momento elettro- 
nico J e alla parità elettronica. In particolare, in forza di quest’ulti- 
ma regola, sono proibite le transizioni di dipolo elettrico tra compo- 
nenti della struttura iperfina di uno stesso termine: tutti i livelli 
hanno la stessa parità, mentre le transizioni indicate sono possibili 
solo tra stati di parità differente. 

Poiché l'operatore del momento di dipolo commuta con lo spin 
del nucleo, la dipendenza degli elementi di matrice dai numeri / 
e F può essere stabilita in forma esplicita; questi calcoli si differen- 
ziano da quelli fatti per il caso di accoppiamento LS soltanto per 
un evidente‘cambiamento delle notazioni. La probabilità di radia- 
zione, sommata sui valori finali della proiezione del momento 
angolare totale F è 

, f 3 1 rà 
w(nJIF >n J'IF') = a gryr | @WIIF|d|\nJIF)P, 
o =0 (nJ —>n'J'), (49,18) 
dove il quadrato dell'elemento di matrice ridotto è dato dalla for- 


mula 
{(n'T'IF'\|d|\rJIF)f= 


, t 


2 
SORDON p 7 4} Le ialnDp (4949 


PROBLEMA 


La maggioranza delle righe spettrali dei metalli alcalini può essere descritta 
come il risultato di transizioni di un elettrone esterno (ottico) nel campo autocon- 
sistente del resto dell'atomo, che forma 


una configurazione chiusa; lo stato dell’a- J-L+ 1. 
tomo è costruito secondo il modello di accop- nL 2 
piamento LS. In queste ipotesi trovare le . J=1-// 


intensità relative dei componenti della 
struttura fina delle righe spettrali. 


Soluzione. I momenti angolari totali L e a c 
S = 1/2 dell’atomo coincidono col momento 
orbitale e con lo spin dell'elettrone ottico. J=L-% 
Perciò la parità dello stato è uguale a (DE mw, L-i J-L 34 
=L /2 


(la parità della configurazione chiusa del 

resto atomico è positiva). Le regole di 

selezione relative alla parità vietano, di Fig. 1 

conseguenza, la transizione di dipolo a 

L' = L, e quindi sono possibili solo le tran- ur y 
sizioni a L’ — L= +1. Le transizioni tra i componenti dei livelli di doppietto 
nLe n', L —1 danno, in forza della regola di selezione relativa a J, tre righe 
in totale (fig. 1). Le intensità relative (che indichiamo con a, b, c) si determi- 
nano più facilmente (senza ricorrere direttamente alla formula (49,15)) median- 
te le regole (49,16). Facendo il rapporto tra le somme delle intensità delle 
righe aventi due dati livelli iniziali (o finali) troviamo le due seguenti ugua- 


220 CAPITOLO V 


glianze: 


dalle quali otteniamo 
a:b:c={(L+1) (Q2—1)]:1:{(L—1) 2L--1)]. 


Se L = 1, allora il livello più basso non è separato, la riga c manca, e a/b = 2. 


$ 50. Radiazione di atomi. Tipo magnetico 


Il momento magnetico dell'atomo è dell’ordine di grandezza 
del magnetone di Bohr: u ~ eh/me. Questa stima si differenzia per 
il fattore a dall’ordine di grandezza del momento di dipolo elettrico: 
d ~ ea ~ h?/me (poiché anche v/c ~ a, si ha u ~ dle, come c'era 
da aspettarsi). Da qui discende che la probabilità di radiazione di 
dipolo magnetico (M1) da parte di un atomo è circa a? volte minore 
della probabilità di radiazione di dipolo elettrico (della stessa fre- 
quenza). Perciò la radiazione magnetica è di fatto importante solo 
per quelle transizioni, che sono proibite da regole di selezione inerenti 
al caso elettrico. 

Per quanto riguarda la radiazione di quadrupolo elettrico (£2), 
il rapporto della sua probabilità alla probabilità di radiazione MI, 
è, per ordine di grandezza, uguale a 


E2 (ea2)2 2/02 atm202 AE \2 5 
moe oeo (3) (50,1) 


(il momento di quadrupolo è ~ea?, E ~ h?/ma? è l’energia atomica, 
AE la variazione energetica nella transizione). Come si vede, per 
frequenze atomiche medie (cioè per AE ~ E) le probabilità delle 
radiazioni £2 e M1 sono dello stesso ordine di grandezza (a condi- 
zione, ovviamente, che ambedue le radiazioni siano permesse dalle 
regole di selezione). Se invece AZ K&K E (ad esempio, per transi- 
zioni tra componenti della struttura fina di uno stesso termine), 
allora la radiazione M1 è più probabile della radiazione £2. 

Le transizioni di dipolo magnetico obbediscono a rigorose regole 
di selezione 


IS -JII<1<zT+J, (50,2) 
PP'=1. (50.3) 


Nel caso di accoppiamento LS si hanno regole addizionali di 
selezione ancora più restrittive che non per il caso elettrico. Quest’ul- 
tima circostanza è connessa con una proprietà specifica del momento 
magnetico dell'atomo, dovuta alla identità delle particelle del 
sistema (elettroni). Precisamente, l’operatore del momento magne- 
tico dell’atomo si esprime attraverso gli operatori dei suoi momenti 
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‘orbitale e di spin secondo la relazione 
u = —po (L + 25) = —m (J + S), (50,4) 


dove pọ = |e | 7/2mc è il magnetone di Bohr (vedi III, $ 113). 
Poiché il momento totale si conserva, l’operatore J non ha elementi 
di matrice non diagonali rispetto all'energia; quindi, nello studio 
delle transizioni radiative è sufficiente scrivere p = —puyS!). 

Se si trascura l'interazione spin-orbita, ognuno dei momenti 
L e S si conserva separatamente. Perciò l'operatore S è diagonale 
in tutti i numeri quantici n.SL, caratterizzanti il termine non 
separato. Perché avvenga una qualsiasi transizione, deve, quindi, 
variare necessariamente il numero J. In tal modo, abbiamo le 
seguenti regole di selezione: 


n =n, S'=S, L'=L, J'-J = #1, (50,5) 


cioè le transizioni sono possibili solo tra componenti della struttura 
fina di uno stesso termine. 

Il calcolo della probabilità di radiazione può, in questo caso, 
essere portato fino alla fine. Cambiando opportunamente le nota- 
zioni nella formula (49,10), abbiamo 

, 


n 40843 P S J' L)? 
w (nLSJ +nLSJ')= has (24 +i s i KIDDIE 


L'elemento di matrice ridotto, che compare qui, dello spin rispetto 
alle proprie autofunzioni, è dato dalla formula 
(S || SS) =V S(S+1)(25+1) (50,6) 


(vedi III (29,13)). Il simbolo 6j che ci è necessario è il seguente: 


SI —1 L\?_(h+S+J+1)(L+S_-J+4)(L-S+)(S-L+9) (50,7 
JS 1J 7 S (2541) (25 +2) (27—1) 27 25+1) 11) 


(vedi tabella III, $ 108). Come risultato otteniamo 


w (nLSJ +nLS,J-1)= St w(nLS,J-1+nLSJ)= 


3 
METIS) S (L+S+J+1)(L+S-J+1)(7+S-1) (J+L— 85). 
(50,8) 


Le transizioni tra componenti della struttura iperfina di uno 
stesso livello (le frequenze corrispondenti cadono nel campo delle 
onde radio) non possono avere luogo come transizione di dipolo 


, 1) Un'eccezione è costituita dai casi, in cui il momento elettronico del- 
l atomo J non si conserva: se si tiene conto della struttura iperfina, in presenza 
di campo esterno, ecc. (vedi problemi). 
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elettrico, in quanto tutti questi componenti hannu la stessa parità. 
Senza cambiamento di parità avvengono le transizioni £2 e MI. 
Ma per la larghezza relativamente piccola degli intervalli della 
struttura iperfina, la radiazione £2 è poco probabile rispetto alla M1 
(cfr. la (50,1)), e quindi le transizioni citate avvengono come transi- 
zioni di dipolo magnetico. 


PROBLEMI 


1. Trovare la probabilità di transizione M1 tra componenti della struttura 
iperfina di uno stesso livello. 

Soluzione. La probabilità di transizione è data dalle formule (49,18-19), 
nelle quali figurerà ora l’elemento di matrice ridotto diagonale del momento 
magnetico (nJ || p || nJ). Il suo valore può essere scritto immediatamente se si 
nota che l'elemento di matrice completo (non ridotto) (nJ M] uz |nJM) determi- 
na proprio la separazione del dato livello per effetto Zeeman (vedi III, $ 113) 
ed è uguale a — pog M, dove g è il fattore di Landé. L'elemento di matrice ridotto 
invece è (vedi III (29,7)) 


(nJ jju | nJ)= -7 VIUFDOIFI (nIM | p| nJM)= 
=—mg V IO FEIF. 


Come risultato, per la probabilità cercata, troviamo!) 


w(nJIP-+nJI; r= w(nJI, F—1 > nJIP)= 


pig? 
= na ent FHIAR HD HIR) (FHIII). 
Questa espressione si differenzia dalla (50,8) solo per un evidente cambiamento 
delle notazioni e per il fattore addizionale g?. 

2. Trovare la probabilità di transizione M1 tra i componenti Zeeman di uno 
stesso livello atomico. 

Soluzione. Il problema riguarda la transizione M + M-1 per valori invaria- 
ti di nJ; la frequenza di transizione edi più avanti, la formula (51,3)) è fo = 
= bo gH (g è il fattore di Landé). L'elemento di matrice della componente sferica 
Hı del vettore u è determinato dalla formula 


IJ-M-+1)(J+M 
10, MA ps aM = y O ny pid) |= 


= noe] + 9-M+1)(74+-M) 


1) Un interessante esempio è dato dalla transizione tra le componenti della 
struttura iperfina del livello fondamentale dell’atomo di idrogeno (15,/9), rigoro- 
samente vietata non solo come transizione £1, ma anche come £2 (questo secondo 
divieto è connesso con la regola che proibisce la transizione di quadrupolo in cui 
J + J’ = 1). A questa transizione corrisponde la frequenza © = 27 -1,42.109 8-1 
(lunghezza d'onda À = 24 cm). Ponendo g = 2, I = 4/2, J = 1/2, F = 1, F' = 
= 0, otteniamo 


doti _ 15 gH 
w= Ta 7 285-107 si. 
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(vedi III (27,12) e problema precedente). Per la probabilità di transizione tro-- 


viamo 
408 2u5.H3 
w= za I, M_-1|pu [aJ M) = EE (7-M+1) (J+M). 


$ 51. Radiazione di atomi. Effetto Zeeman e effetto Stark 


In un campo magnetico esterno H (che è supposto debole) ogni 
livello atomico di momento totale J si separa in (27 + 1) livelli 


Eu =E®+pgMH, (51,1): 


dove E è il livello imperturbato, uo è il magnetone di Bohr, g il 
fattore di Landé, M la proiezione del momento J sulla direzione 
del campo (vedi III, $ 113). La degenerazione rispetto alle direzioni 
del momento viene, in tal modo, rimossa completamente. 

Corrispondentemente si separano anche le righe spettrali, con- 
nesse con le transizioni tra due livelli separati. Il numero delle 
componenti di una riga è determinato dalla regola di selezione rela- 
tiva al numero M, secondo la quale nella radiazione di dipolo deve 
valere la relazione!) 


m = M — M' = 0, +1. (51,2) 
Le componenti, connesse alle transizioni con m = 0emz= +1, 
sono chiamate componenti x e componenti g. Le frequenze relative 


sono 
ho = ho! + poll (g—g') M, 


hos=ho® + poH [gM — g' (M + 1)]. (91,3) 
Nel caso particolare in cui g = g', abbiamo 
hox=hHo®, hog=h0® F pogll, (51,4). 


indipendentemente dal valore di M; in altre parole, in questo caso 
la riga si separa in un tripletto con la componente x non spostata 
e le componenti o disposte simmetricamente rispetto ad essa (si ha 
il cosiddetto effetto Zeeman « normale »). 

La probabilità totale (su tutte le direzioni) di radiazione è pro- 
porzionale al quadrato del modulo | (@'JM" |d_m | nJM) |?. 
Quindi, in virtú della formula (46,19) in cui j = 1, la probabilità 
relativa di radiazione di ciascuna delle componenti Zeeman della 
riga spettrale vale 


r a Li Di 

so : 

M' m —Mj ` ( ) 

1) Sono inoltre vietate le transizioni a M = M' = 0, se J' = J. Questo 


segue direttamente dalle espressioni generali IIE (29,7) per gli elementi di 
matrice di un vettore qualsiasi. 
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Nel caso particolare dell’effetto Zeeman « normale »si hanno 
in tutto tre componenti, ognuna delle quali è connessa a transizioni 
da tutti i valori iniziali di M per un dato m. Poiché 

J' 1 J\2_K 


MM’ 


{vedi III (106,12)), in questo caso la radiazione di tutte e tre le compo- 
nenti è equiprobabile. 

Presenta, tuttavia, un grande interesse l'intensità relativa delle 
componenti Zeeman relativamente ad una determinata direzione 
(definita rispetto alla direzione della sorgente del campo magnetico 
applicato). Secondo la (45,5) la probabilità di radiazione (e insieme 
l'intensità della riga) in una data direzione n è proporzionale a 
DI | e*d;; |, dove la somma viene fatta sulle due polarizzazioni 
‘indipendenti di e, per il dato n. 

Parallelamente alla direzione del campo (asse z) questa somma 
è uguale a 


(dx) P+ | (dy)ji 2, 
oppure, passando in coordinate sferiche 
| (ha) PHI (d-s 2. 


Questo significa che nella direzione longitudinale (parallela al 
scampo) si possono osservare soltanto le due componenti o (m = +1); 
le loro intensità sono proporzionali a 


| J' 1 I? 
MFi +1 Er : g 


Possedendo valori determinati della proiezione del momento m 
lungo la direzione di propagazione, queste righe sono polarizzate 
circolarmente a destra (m = 1) e a sinistra (m = —1) (vedi $ 8). 

Nella direzione perpendicolare alla direzione del campo (sia 


questa la direzione dell’asse z) l'intensità è proporzionale alla somma 


(a) P+ (Aa P= Ae PHE {A H A) I 


In tal modo, nella direzione trasversale si osservano le due compo- 
nenti o e la componente x, aventi intensità rispettivamente propor- 


zionali a 
ig A T ps J)? 
Aaa +1-m) ° \xmo sia) (51,8) 


(le intensità delle componenti ø sono due volte minori dell'intensità 
nella direzione longitudinale). La componente x è polarizzata 
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linearmente secondo l’asse z, mentre le componenti o in questa 
direzione sono polarizzate linearmente secondo l’asse y. 

Notiamo che le intensità relative delle componenti Zeeman sono 
completamente determinate dai valori iniziali e finali di J e di M 
indipendentemente dalle altre caratteristiche dei livelli. 

Le regole di selezione vietano le transizioni di dipolo elettrico 
tra componenti Zeeman di uno stesso livello, poiché tutte hanno la 
stessa parità. Per la stessa ragione indicata alla fine del paragrafo 
precedente per le transizioni tra componenti della struttura iperfina 
di un livello, le transizioni citate avvengono come transizione di 
dipolo magnetico. In forza della regola di selezione relativa al 
numero M, le transizioni avvengono soltanto tra componenti conti- 
gue (M' — M = +1). 

La separazione dei livelli di un atomo in un campo elettrico 
debole (effetto Stark), a differenza della separazione in un campo 
magnetico, non rimuove completamente la degenerazione rispetto 
alle direzioni del momento angolare. Tutti i livelli, ad eccezione 
dei livelli di M = 0, rimangono doppiamente degeneri: ad ognuno 
sono connessi due stati con proiezione del momento angolare M 
e —M. 

Il calcolo delle intensità relative delle componenti Stark di una 
riga spettrale è del tutto analogo a quello esposto sopra per l’effetto 
Zeeman?). Occorre tener presente che nell’intensità delle componenti 
x danno il loro apporto (per M = 0) le transizioni M + Me —M —> 
—> —M e all'intensità delle componenti o le transizioni M + M + 
+1 e —M — — (M +1). Perciò, ad esempio, nella direzione 
trasversale le intensità delle componenti sono proporzionali a 


2 (1, 1 sr 


M 0-M 
mentre le intensità delle componenti o sono proporzionali alle somme 
1 J' 1 de 4 J 1 J\2 
i (aa F1 ia z\_mxt +1 y i 


| J' 1 J\2 
C\M+1 FI ca 


1) Le frequenze di queste transizioni cadono nella banda centimetrica e 
vengono osservate in assorbimento o in emissione forzata (risonanza paramagne- 
tica elettronica): gli atomi assorbenti si trovano in un intenso campo magnetico 
costante (che produce la separazione per effetto Zeeman) e in un campo debole 
di onde radio di frequenza di risonanza. 

2) Ci si riferisce qui all’effetto quadratico Stark, che è proprio di tutti gli 
atomi, ad eccezione dell’idrogeno (vedi III, $ 76). Il campo è supposto tanto 
debole che la separazione da esso causata è piccola perfino rispetto agli intervalli 
della struttura fina. 
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(ricordiamo che per il cambiamento del segno di tutti i numeri della 
seconda riga i simboli 3j possono cambiare solo di segno, e quindi 
i loro quadrati non cambiano). 

In un campo esterno, anche debole, il momento angolare totale J, 
rigorosamente parlando, non si conserva più; in un campo omogeneo 
viene osservata esattamente solo la conservazione della proiezione 
del momento M. Quindi anche nelle transizioni radiative in un 
campo debole la conservazione del momento non è rigorosamente 
obbligatoria, e nello spettro degli atomi possono comparire righe, 
vietate dalle ordinarie regole di selezione. 

Il calcolo delle intensità di queste righe si riduce al calcolo delle 
correzioni nella matrice del momento di dipolo, che, a sua volta, 
richiede la determinazione delle correzioni alle funzioni d'onda 
degli stati stazionari. Nell’approssimazione del primo ordine (ri- 
spetto al campo esterno debole) della teoria perturbativa, nella 
funzione d'onda compaiono « miscele » di stati, legati con gli ori- 
ginari elementi di matrice, non nulli, della perturbazione (—Ed per 
un campo elettrico); la correzione di un certo stato p, allo stato yi 


è uguale a 


Di conseguenza, nell'elemento di matrice della transizione « vietata » 
compare il termine 
— (Edy) d32 
E — E, * 


che è differente da zero se sono possibili le transizioni da uno stato 
« intermedio » 2 agli stati iniziale e finale 1 e 3. 


$ 52. Radiazione di atomi. Atomo di idrogeno 


L'atomo di idrogeno costituisce l’unico caso nel quale il calcolo 
degli elementi di matrice di transizione può essere eseguito fino 
alla fine in forma analitica (W. Gordon, 1929). 

La parità di stato dell’atomo di idrogeno è uguale a (—1)’, 
è cioè univocamente determinata dal momento angolare orbitale 
dell’elettrone (ricordiamo che il numero /, in quanto numero che 
determina la parità di stato, conserva il suo significato anche per le 
funzioni d'onda relativistiche esatte, cioè quando si tiene conto del- 
l'interazione spin-orbita). Perciò, la regola di selezione relativa alla 
parità vieta rigorosamente le transizioni di dipolo elettrico senza 
variazione di l; sono possibili solo transizioni in cui l —> l + 1. 
La variazione del numero quantico principale n non è in alcun modo 
limitata. 

Il momento di dipolo dell’atomo di idrogeno si riduce al raggio 
vettore dell’elettrone: d = er. Poiché la funzione d'onda dell’elettro- 
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ne nell’atomo di idrogeno è data dal prodotto della parte angolare 
con la funzione radiale R,,, gli elementi di matrice ridotti del raggio 
vettore si possono anch'essi rappresentare sotto forma di prodotto 


(n°, 1-1]|r][e2)=—1][v][2) f Rw, 1-1 Rn? dr, 
0 


dove (l — 1 || v || Z) sono gli elementi di matrice ridotti del versore v 
nella direzione x. Questi ultimi sono uguali a 


Q_-1||v[D=]v{|Z-1)}*=iV7 
(vedi III (29,14). In tal modo, troviamo 
(n, 1-A4]rln)= — re, 1— 1)= 
=iVl | Rw, 1-1 Rar’ dr. (52,1) 
0 


Le funzioni radiali non relativistiche dello spettro discreto del- 
l'atomo di idrogeno sono date dalla formula III (36,13)!) 


= 2 (n+2)! 
Rn = nl+2 (2141)! Van i 
x (2r)'e-rinF (—n+1+4,21+2, Æ), (52,2) 


L’integrale (52,1), contenente il prodotto di due funzioni ipergeo- 
metriche confluenti, si calcola mediante le formule riportate nel 
vol. III, appendice, $ f2). Il calcolo porta al risultato seguente: 


i - (-1 n’-1 
(n', I-4||r||nd)=iV! ‘DINI % 


AnFDI mw FIZT)! (Ann) (n— n'et -21-2 
x V Mu w= (png x 


x{F(—n+1+1,—n'+1,21, 55) 


(IZV F (—n+i—1, =w +1, 2, E)}, 629) 


1) In questo paragrafo si usano unità atomiche. In unità ordinarie le espres- 
sioni che seguono per gli elementi di matrice della coordinata devono essere 
moltiplicate per }?/me? (se invece si tratta di uno ione idrogenoide di numero Z, 
occorre moltiplicare per &°/mZe?). 

2) Con le notazioni là introdotte si vuole indicare il calcolo dell’integrale 
Ji, a (n + L+ 1, —n' + 2). Il calcolo viene eseguito mediante le formule 
(£, 12-16) 

15* 


228 CAPITOLO V 


dove F (a, B, y, z) sono le funzioni ipergeometriche. Poiché i para- 
metri œ e fi, in questo caso, sono uguali a numeri interi negativi 
(oppure a zero), queste funzioni si riducono a polinomi). 
Riportiamo, per comodità di consultazione, alcune espressioni 
che si ricavano dalla (52,3) in alcuni casi particolari (il valore di / 
viene indicato mediante il simbolo spettroscopico s, p, d, ...): 
28n° (n—1)2n-5 
[dsl riep P= Gprs 
2147n? (n2—1)(n_-2)2n$ . 
|(2s||r|[np)|}= — Gar (52,4) 
24979 (n2 — 1) (n — 2)207 
K2p lir lind) P =— pnp —è 
245n9 (n — 2)2n-6 
[2p lirin =- u pyme" 
La formula (52,3) non è applicabile alle transizioni senza varia- 
zione del numero quantico principale n (cioè a transizioni tra compo- 


nenti della struttura fina del livello). In questo caso (n = n’) per 
l'integrazione partiamo dalla rappresentazione delle funzioni radiali 


attraverso i polinomi di Laguerre: 
2 (n—-1-1)! __ 2r \! 72141 ( 2r 
(Z) La (F) (625) 


Ru=— aV Tato * si 
Nell’integrale 
| Ra, Ra? dr co | e=opiaLRt (p) Laxia (0) dp 
0) 0 


sostituiamo uno dei polinomi con la sua espressione attraverso la 
funzione originale (vedi III, appendice, $ d) 
PIESSI E (n+2)! pp-2l-1 LA n-l-1 = pp 
Ln+l (p) = (n-1—-1)l ep (4) . ep 
Dopo la (n — l — 1)-esima integrazione per parti otteniamo l’inte- 
grale della forma 
n d \n-l-i 2l- 
| e-o (PTT PLarima (P) dps 
0 
nel quale si va a sostituire il polinomio di Laguerre con la sua espres- 


sione esplicita secondo la formula 
n-m j 
m m: E (—P 
LE (0)=(- 1) D (ma) H 
k=0 
1) Tabelle numeriche per elementi di matrice e di probabilità di transizione 
per l'idrogeno si possono trovare nel libro: H. A. Bethe, E. E. Salpeter, Quantum 
Mechanics of one- and two- Electron Atoms, New York, 1957. 
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Dopo la derivazione, nella somma restano in tutto tre termini 
e l'integrazione è elementare. Il calcolo porta al seguente semplice 


risultato: 
(n, 1-1||rlln)=iVT-ÎnVi=E. (52,6) 


L'integrale 


oo 


f Rw, 1m1 Bnr? dr = al Xn’, li (rYni) dr 
0 


(dove Yn1 = rAni) è il coefficiente dello sviluppo della funzione ryni 
secondo il sistema di funzioni ortogonali Xn, :-14( = 1, 2, ...). 
La somma dei quadrati dei moduli di questi coefficienti è uguale 


all’integrale del quadrato della funzione sviluppata!). Quindi abbiamo 
Di Le, 1-4 Ilrind)P=2 È rendr. (52,7) 
n’ 0 


Servendoci della nota espressione per il valore medio di r? nello 
stato nl (vedi III (36,16)), troviamo la seguente regola di somma; 


Dl, I—1|r||r2){2= ra [572+ 14—31 (1+4). (52,8) 


Per iu valori di n, l e grandi valori di n’ l’elemento di matrice 
della transizione nl + n'l’ decresce secondo la legge 


[œt lrland oo Sr, (52,9) 


come è facile convincersene sia dai casi particolari (52,4), che dalla 
formula generale (52,3). Questo risultato è del tutto naturale: 
i livelli energetici coulombiani E’ = —1/2n’? per grandi n’ sono 
disposti in modo quasi continuo, e la probabilità di transizioni in 
qualsiasi livello nell’intervallo dE’ è proporzionale alla densità 
« di disposizione » di questi livelli, che a sua volta è = n'~ 
L'effetto Stark nell’idrogeno possiede, come è noto, una sua 
peculiarità (III, $ 77): la separazione è proporzionale alla prima 
potenza dell'intensità del campo elettrico. Il campo è supposto non 
intenso (condizione dell’applicabilità della teoria delle perturbazioni) 
ma, nel contempo, tale che la separazione dei livelli sia grande ri- 
spetto alla loro struttura fina. Con queste condizioni la grandezza 
del momento angolare non si conserva e i livelli devono essere classi- 
ficati secondo i numeri quantici parabolici nı, ną, m. L'ultimo di 
questi numeri, il numero quantico magnetico m, determina, come 


1) La somma viene eseguita sia rispetto agli stati dello spettro discreto che 
dello spettro continuo. 
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prima, la proiezione del momento orbitale sull’asse z (direzione del 
campo), la quale, nelle date condizioni (si trascura l’interazione 
spin-orbita), si conserva. Perciò per questo numero quantico vale la 
solita regola di selezione 


m — m =0, +1. (52,10) 


Per la variazione dei numeri n, e n,, invece, non si hanno restrizioni. 

Gli elementi di matrice del momento di dipolo in coordinate 
paraboliche possono essere calcolati analiticamente. Le formule che 
si ottengono, tuttavia, sono molto complesse e noi non le ripor- 
teremo!). 


PROBLEMA 


Trovare la separazione per effetto Stark dei livelli dell’idrogeno nel caso in 
cui il valore della separazione è piccolo rispetto agli intervalli della struttura 
fina (ma grande rispetto allo spostamento Lamb). 

Soluzione. Nelle condizioni indicate rimane una doppia degenerazione dei 
livelli imperturbati con l= j + 4/2, e quindi la separazione per effetto Stark re- 
sta lineare rispetto al campo. Il valore A della separazione si determina 
dall’equazione secolare 

—A Ed), 
— E (dz)z4 — A 
{gli indici 1, 2 corrispondono agli stati di /=j+ 1/2 e di dato numero quantico 
magnetico m; la perturbazione V = Sa è diagonale in m e non ha elementi 
e 


diagonali in 1). L'elemento di matrice della grandezza orbitale d, si calcola 
mediante le formule III (29,7), III (109,3) secondo le quali si ha 


=0, A= + E | (dz)12 | 


i, 1-4, m| dz |jim= =" (j, 1-1{d]j 
(j, 1-4, m| dz | jim) Tomeri (i, 1—1 ild lijd, 


G,i1nanim=—@+9 7t tP} a-tnano, 


dove occorre porre I = j + 1/2; la quantità (Z — 1 || d || Z) è data dalla (52,6). 
Come risultato finale otteniamo 


3 5 nm 
se SZ 2 ea. 
Ast VEUF EE 


$ 53. Radiazione di molecole biatomiche. Spettri elettronici 


La peculiarità degli spettri molecolari è legata, in primo luogo, 
alla suddivisione dell’energia della molecola in energia elettronica, 
oscillazionale e rotazionale; ognuna di queste energie è piccola ri- 
spetto a quella che la precede. La struttura dei livelli delle molecole 
biatomiche è stata dettagliatamente studiata nel vol. III, cap. XI. 


1) Queste formule e le corrispondenti tabelle numeriche si possono trovare 
nel libro già citato di H. Bethe e E. Salpeter. 
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Ora cercheremo di chiarire la struttura dello spettro e di calcolare 
le intensità delle righe spettrali!). 

Incominciamo dal caso generale, quando per la transizione cambia 
lo stato elettronico della molecola (e insieme ad esso cambiano anche, 
generalmente, gli stati oscillazionale e rotazionale). Le frequenze 
di queste transizioni cadono nel campo visivo e ultravioletto dello 
spettro. L'insieme di queste transizioni formano il cosiddetto spettro 
elettronico della molecola. Qui noi parleremo sempre di transizioni 
di dipolo elettrico; le transizioni di altri tipi sono poco importanti 
nella spettroscopia molecolare. 

Come anche per le transizioni di dipolo in un sistema qualsiasi, 
è valida la regola di selezione relativa al momento angolare totale J 
della molecola: 

|T-JT|Z41A<ZIJ+J3 (53,1) 


Alla rigorosa regola di selezione relativa alla parità del sistema 
corrisponde, in questo caso, la regola di selezione relativa al segno 
del livello; ricordiamo che, secondo la terminologia usata in spettro- 
scopia molecolare, gli stati associati a funzioni d'onda, che per 
l’inversione spaziale (cambio del segno delle coordinate degli elettro- 
ni e dei nuclei) cambiano o non cambiano segno, sono chiamati stati 
positivi o negativi, rispettivamente. In tal modo, abbiamo la seguente 
regola rigorosa: 

++, ++. (53,2) 


Se la molecola è composta di atomi identici (con nuclei di uno 
stesso isotopo), si ha la classificazione dei livelli rispetto alla permu- 
tazione delle coordinate dei nuclei: livelli simmetrici (s) associati 
a funzioni d'onda che non cambiano segno per la trasformazione 
indicata, e livelli anzisimmetrici (a) associati a funzioni d’onda che 
invece cambiano segno. Poiché l’operatore del momento di dipolo 
elettronico non viene affatto toccato da questa trasformazione, i suoi 
elementi di matrice sono differenti da zero solo per transizioni senza 
cambiamento di questa simmetria?) 


s—>s, a>a. (53,3) 


Questa regola non è, tuttavia, assolutamente rigorosa. Infatti, il 
fatto che un livello goda di questa simmetria è connesso con il 
fatto che la molecola possiede questo o quel valore determinato 
dello spin totale dei nuclei /. Per la straordinaria debolezza del- 
l'interazione degli spin nucleari con gli elettroni, lo spin / si con- 


1) La parte che segue è basata su materiale contenuto nel vol. III, $$ 78, 
per Per non appesantire il testo, eviteremo i continui rimandi a questi para- 
grafi. 

ti 2) Questa regola vale, ovviamente, per transizioni di multipolo di qualsiasi 
ordine. 
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serva con un elevato grado di precisione, ma non rigorosamente. 
Se si tiene conto di questa interazione, / non avrà un valore deter- 
minato, la proprietà di simmetria non si conserverà e la regola di 
selezione (53,3) viene a cadere. 

I termini elettronici di una molecola di atomi identici sono caratte- 
rizzati anche dalla parità (g oppure u), cioè dal comportamento delle 
funzioni d’onda per il cambiamento di segno delle coordinate degli 
elettroni (assumendo come centro il centro della molecola) lasciando 
invariate le coordinate dei nuclei. Esiste uno stretto legame tra 
questa proprietà del termine elettronico da una parte, la simmetria 
nucleare e il segno relativo a questo termine dei livelli rotazionali 
dall'altra. I livelli, relativi ad un termine elettronico pari (g), 
possono avere le caratteristiche s+ oppure a—, e quelli relativi 
ad un termine dispari le caratteristiche s— oppure a+. Dalle regole 
(53,2) e (53,3) discende anche la regola 


g>u, u> ge. (53,4) 


La regola (53,4) resta approssimativamente valida anche per 
molecole costituite di isotopi differenti di uno stesso elemento. 
Poiché le cariche dei nuclei sono identiche, nello studio del termine 
elettronico per nuclei fissi, noi abbiamo a che fare con un sistema di 
elettroni in un campo elettrico, che ha un centro di simmetria (situato 
nel punto che divide a metà la distanza tra i due nuclei). La sim- 
metria della funzione d’onda elettronica rispetto all’inversione in 
questo punto determina la parità del termine, e poiché il vettore 
momento di dipolo elettrico per questa trasformazione cambia segno, 
noi arriviamo alla regola (53,4). Il fatto che questa regola, dedotta 
come abbiamo detto, sia approssimata è legato alla necessità di 
considerare i nuclei come immobili. Perciò questa regola viene 
violata se si tiene conto dell’interazione tra lo stato elettronico e la 
rotazione della molecola. 

Altre regole di selezione sono connesse con queste o quelle concrete 
supposizioni circa l’intensità relativa delle diverse interazioni nella 
molecola (cioè circa il tipo di legame). Di conseguenza queste regole 
possono essere solo approssimate. 

La maggior parte dei termini elettronici di molecole biatomiche 
appartiene ai tipi di legame a oppure b. Ambedue questi tipi sono 
caratterizzati dal fatto che l’interazione del momento orbitale con 
l'asse (l'interazione elettrica dei due atomi nella molecola) è forte 
rispetto a tutti gli altri tipi di interazione. In relazione a ciò esistono 
i numeri quantici A e S (proiezione del momento angolare orbitale 
degli elettroni sull'asse della molecola e spin totale degli elettroni). 
L'operatore relativo ad una grandezza orbitale, il momento orbitale 
elettronico, commuta con l’operatore di spin, e quindi si ha 


S'-— S=0 (casi a, b). (53,5) 
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La variazione del numero A obbedisce alla seguente regola di sele- 


zione: 
A'—A=0, +1 (casi a, b), (53,6): 
e per le transizioni tra stati a A = 0 (termini Z) vale inoltre la regola 
Z++ 5+, X£-+ X (casi a, b) (53,7) 


(ricordiamo che gli stati 2* e X- si differenziano per il comporta- 
mento rispetto alla riflessione nel piano passante per l’asse della 
molecola). Le regole (53,6-7) si ricavano considerando le molecole 
nel sistema di coordinate solidale coi nuclei (vedi III, $ 87); la 
regola (53,6) è analoga alla regola di selezione relativa al numero 
quantico magnetico nel caso di atomi. 

I tipi di legame a e b si differenziano tra loro per la relazione tra 
l'energia di interazione « spin-asse » e l'energia rotazionale (cioè 
le differenze tra l'energia dei livelli rotazionali). Nel caso a la 
prima di esse è maggiore della seconda, nel caso b è invece di molto 
inferiore. Studiamo ora questi due casi separatamente. 

Caso a. In questo caso esiste il numero quantico È, proiezione 
dello spin totale sull'asse della molecola (e con esso esiste anche il 
numero quantico Q = 5 + A, proiezione del momento angolare 
totale). Se ambedue gli stati (iniziale e} finale) sono relativi all caso a, 
allora è valida la regola 


E’ — X =0 (caso a) (53,8) 


(che discende dalla già citata commutatività del momento di dipolo 
con lo spin). Dalle (53,6) e (53,8) discende!) 
O — Q = 0, +4. (53,9) 


Se Q = Q’ = 0, addizionalmente alla regola generale (53,1), sono 
vietate le transizioni con J’ = J?): 
J-JT= +1 per Q=Q' =0 (caso a). (53,10) 


Consideriamo le transizioni tra due dati livelli oscillazionali 
qualsiasi, relativi a due termini elettronici diversi (del tipo a). 
Tenendo conto della struttura fina del termine elettronico, ognuno di 
questi livelli si separa in più componenti, il cui numero deve essere 
identico per ambedue i livelli in forza della regola (53,5) ed è uguale- 

1) Questa regola rimane valida anche nel caso c (l'interazione del momento 
angolare orbitale è piccola rispetto all’interazione « spin-orbita »), quando i 
numeri A e E separatamente non esistono. 

2) Questa regola è analoga al divieto ‘delle transizioni con J = J’ per M= 
= M’ = 0 nel caso di atomi (vedi nota a pag. 223), dove, tuttavia, essa presen- 
tava interesse soltanto in presenza di un campo esterno. Nel caso considerato, la 
regola segue direttamente dalla formula riportata più avanti (53,42); il simbolo- 
3j (7 i A si annulla per J’ = J, quando la somma J' + J + 1è dispari. 
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a (25 + 1). Secondo la regola (53,8) ogni componente di un livello si 
combina solo con una componente di un altro livello con lo stesso 
valore di X. 

Prendiamo ora una coppia di livelli con identici X; i loro valori 
Q e Q’ possono differenziarsi (insieme a A e A’) di O o di +1. Se si 
tiene conto della rotazione, ognuno di essi si separa in una successione 
di livelli, che si differenziano per i valori dei numeri J e J’, che 
assumono i valori definiti dalle disuguaglianze J > |Q], J > 
= |Q |. La dipendenza delle probabilità di transizione da questi 
numeri può venire stabilita in forma generale (H. Hönl, F. London, 
1925). 

L'elemento di matrice della transizione nAQJM ;—> n'A'Q'J'Mj 
{dove n indica tutte le altre caratteristiche del termine elettronico, 
‘oltre a Q e A) è uguale a 


{0 A'O'J'M;|dy|nAQJM)|= 
VETTIETFI | E, 1 
= f , , ’ x 
CESI sO 


x|'A'|dy|rA)|, (53,11) 


dove dg e dọ sono le componenti sferiche del vettore momento di 
«dipolo relative rispettivamente al sistema di coordinate fisso xyz 
e al sistema «mobile » Eng con l’asse & diretto lungo l'asse della 
molecola (questa formula si ricava mediante la III (110,6)). 
‘Gli elementi di matrice (’A’ | dy | nA) non dipendono dai numeri 
quantici rotazionali J, J’, ma dipendono solo dalle caratteristiche 
«dei termini elettronici (nel caso considerato non dipendono nemmeno 
dal numero 2!)); perciò nella notazione dell’elemento di matrice 
sono stati omessi gli indici Q’ = A+ E, e Q=A+. 

La probabilità della transizione nAQJ+ rn'A'Q'J' è propor- 
zionale al quadrato dell’elemento di matrice (53,11), sommato su M3. 
In forza della formula III (106,12) 

( J1 J li 4 
2 |M; q M; 
MJ 


2J F1’ 
otteniamo 
J' 1 J\2 
w (RAQU+n'AN'QJ')=(2J"+1) m vo si B(n',n; A', A), 


(53,12) 


1) Di questo ci si può convincere analogamente a come si fece all'inizio del 
vol. III, $ 24 per la grandezza scalare f. Nel caso considerato, l'operatore della 
«grandezza vettoriale d commuta con l'operatore del vettore conservativo (in 
-approssimazione zero) S, e Ł è la proiezione di S sull’asse ¢ nel sistema di coor- 
dinate in rotazione, proprio nel quale va considerata la condizione di commuta- 
zione di d e S. 
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dove i coefficienti B non dipendono da J, J’ (noi trascuriamo, ovvia- 
mente, la differenza, relativamente piccola, tra le frequenze di 
transizioni a J, J’ differenti)!). 

Sommando la (53,12) su J’ (in forza della proprietà di ortogonalità 
dei simboli 3j III (106,13)), noi otteniamo semplicemente B (n°, n; 
A’, A). In altre parole, la probabilità totale di transizione dal livello 
rotazionale J dello stato Q a tutti i livelli J’ dello stato Q’ non dipen- 
de da J. 

Caso b. In questo caso esiste, accanto al momento angolare 
totale J, anche il numero quantico K, momento angolare della 
molecola senza tener conto dello spin. Le regole di selezione relative 
a questo numero coincidono con le regole generali di selezione relative 
a qualsiasi grandezza vettoriale orbitale (quale è il momento di 
dipolo elettrico): 


|R'—-K|<A1<K+K' (caso b) (53,13) 


col divieto addizionale per la transizione con K = K' per A = A' = 
= 0 (analogamente alla (53,10)): 
K' —K = +1 per A=A'=0. (53,14) 


Consideriamo le transizioni tra componenti rotazionali di determinati 
livelli oscillazionali di due stati elettronici, relativi al tipo b. 
Le probabilità di transizione tra di essi sono determinate dalle for- 
mule (53,12), nelle quali bisogna scrivere K, A al posto di J, Q. 
Tenendo conto della struttura fina (per S 4 0) ogni livello rotazio- 
nale X si separa in 25 + 1 componenti con J = |K Sh... 
K + S; a risultato di ciò, invece di una riga J — J’, si ha un multi- 
pletto. Poiché nel dato caso noi abbiamo a che fare con la composi- 
zione di momenti K e g liberi (non legati all'asse della molecola), 
le formule delle probabilità relative di transizione per le diverse 
righe del multipletto coincidono con le formule analoghe (49,15) 
per le componenti della struttura fina degli spettri atomici, dove 
l'analogo ruolo (nel caso di accoppiamento LS) è svolto dai momenti 
Le S. 

In tal modo, noi abbiamo considerato le regole di selezione, che 
determinano le possibili righe dello spettro in tutti i casi principali, 
che si possono avere nelle molecole biatomiche. 

L'insieme delle righe originate da transizioni tra le componenti 
rotazionali di due dati livelli elettronico-oscillazionali costituiscono, 
come si dice in spettroscopia, una banda; essendo gli intervalli 


1) Ciascuno dei livelli rotazionali J presi in considerazione, se si tiene 
conto dello sdoppiamento A, si separa in due livelli, dei quali uno è positivo e 
l’altro perauvo Perciò invece della sola transizione J + J’, noi avremo, tenendo 
conto”delle regole di selezione (53,2), due transizioni: dalla componente positiva 
(negativa) del livello J alla componente negativa (positiva) del livello J’. Le 
probabilità di queste transizioni sono uguali. 
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rotazionali piccoli, le righe nella banda sono molto fitte. Le fre- 
quenze di queste righe sono date dalle differenze 


hoyy: = costante+ BJ (J+1)—B'J'(J'+14), (53,15) 


dove B, B’ sono costanti rotazionali in ambedue gli stati elettronici 
(per evitare inutili complicazioni, si suppone che i termini elettro- 
nici siano termini di singoletto). Per J' = J, J + 4{la formula (53,15) 
può essere rappresentata graficamente (fig. 2) mediante tre rami 
(parabole), i cui punti, per valori interi di J, determinano i valori 
delle frequenze (la disposizione dei rami nella fig. 2 coorrisponde al 


ONLAR naN DOS 


Fig. 2 


caso B' < B; per B’ œB i rami sono aperti dalla parte dei piccoli @, 
e il ramo superiore è la curva per J' = J — 1)!). La presenza di un 
ramo a curvatura pronunciata porta, come è chiaro dalla figura, ad 
un infittimento delle linee che si dirigono verso una determinata 
posizione limite (testa di banda). 

Parlando della intensità delle righe, è necessario ricordare anche 
il peculiare fenomeno della alternanza delle intensità in alcune 
bande dello spettro elettronico di molecole costituite da atomi di uno 
stesso isotopo (W. Heisenberg, F. Hund, 1927). Le condizioni di 
simmetria, connesse con gli spin nucleari, hanno come conseguenza 
che le componenti rotazionali con valori pari e dispari di X dei 
termini elettronici Z, godono di una simmetria opposta rispetto 
ai nuclei ed hanno corrispondentemente dei diversi pesi statistici 
nucleari gs e ga (vedi III, $ 86). Secondo la regola (53,14) nelle 
transizioni tra due diversi termini X sono possibili solo i valori 
J’ = J + 1; inoltre uno dei due termini £ deve essere, in forza 
della regola (53,4), pari e l’altro dispari. Come risultato si ha che, 
per un dato valore di J’ — J, le transizioni con valori successivi di 


1) Le serie di righe, relative a transizioni con J’ = J + 1, J, J — 1, sono 
chiamate rispettivamente rami P, Q, R. 
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J avvengono alternativamente tra coppie di livelli simmetrici 
e coppie di livelli antisimmetrici (come è illustrato dallo schema 
alla fig. 3 sull'esempio degli stati 2g e 2). D'altra parte, l'intensità 
osservabile della riga è proporzionale al numero di molecole che si 
trovano nel dato stato iniziale, e quindi al suo peso statistico. Perciò 
l'intensità di righe successive (J = 0, 1, 2, . . .) sarà alternativa- 
mente maggiore e minore, alternativamente proporzionale a gs € ga 
(questa alternanza accompagna l'andamento regolare previsto dalle 
formule (53,12)"). 

Per la variazione del numero quantico vibrazionale in transizioni 
tra due differenti termini elettronici non esistono rigorose regole 


di selezione. Esiste, tuttavia, una regola (principio di Frank — 
Condon), che permette di predire la variazione più probabile dello 
stato oscillazionale. Essa è basata sulla quasi-classicità del moto 
dei nuclei, connessa col fatto che la massa dei nuclei è grande (cfr. 
quanto detto sulla predissociazione nel vol. III, $ 90)?). 

Nell’integrale, che determina l'elemento di matrice di transi- 
zione tra gli stati vibrazionali E e Æ’ dei termini elettronici U (r) 
e U' (r), l'apporto principale è dato dalla regione vicina al punto 
r= ro in cui 


U (n) — U r) = E — E' (53,16) 


(cioè gli impulsi del moto relativo dei nuclei sono uguali in ambedue 
gli stati: p = p'). Per un dato valore di Æ la probabilità di transi- 
zione (come funzione dell'energia finale E') è tanto maggiore 
quanto minore è ognuna delle differenze E — U e E' — U’. Essa 
raggiunge il valore massimo per 


E — U (n) = E' — U' (rẹ) = 0, (53,17) 


1) Qui si suppone che tutti gli stati con diversi valori dello spin nucleare 
totale siano popolati uniformemente. 

2) Rigorosamente parlando, è necessario anche che il numero quantico oscil- 
lazionale sia sufficientemente grande. 
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cioè il « punto di transizione » r, (la radice dell’equazione (53,16)) 
coincide con il punto classico di arresto dei nuclei (la fig. 4 illustra 
graficamente questo legame tra Æ e il valore più probabile di E’). 

Per visualizzare, si può dire che la transizione 


U(r) è più probabile in vicinanza del punto in cui 
i nuclei si fermano e dove, di conseguenza, essi 
Ut) \ E permangono per un intervallo di tempo relativa- 


mente grandet). 
2 $ 54. Radiazione di molecole biatomiche. 
Spettri oscillazionali e rotazionali 


Le regole di selezione, enumerate nel para- 

Fig. 4 grafo precedente, e le formule per le probabilità 

di transizione restano valide anche per le transi- 

zioni, nelle quali lo stato elettronico della molecola non cam- 

bia?). Soffermiamoci qui soltanto su alcune peculiarità di queste 
transizioni. 

Innanzitutto, la regola di selezione (53,4) vieta le transizioni 
(di dipolo) senza variazione dello stato elettronico in molecole di 
atomi identici, poiché, per tale transizione, la parità del termine 
elettronico rimarrebbe immutata. Come da quanto detto nel $ 53, 
questo divieto potrebbe essere violato solo tenendo conto della 
interazione degli spin nucleari con gli elettroni, e per molecole di 
isotopi differenti di uno!stesso elemento, già per effetto dell'influenza 
della rotazione sullo stato elettronico. 

Il calcolo degli elementi di matrice del momento di dipolo si 
riconduce (secondo le formule III, $ 87) al calcolo di questi elementi 
nel sistema di coordinate rotante con la molecola. La funzione d'onda 
della molecola in questo sistema è rappresentata dal prodotto della 
funzione d’onda degli elettroni per una data distanza r tra i nuclei 
e la funzione d’onda del moto vibrazionale dei nuclei nel campo 
efficace V (r) degli elettroni e dei nuclei. Trascurando completa- 
mente l’effetto del moto dei nuclei sullo stato elettronico, le funzioni 
d’onda elettroniche iniziale e finale sono, per le transizioni con- 
siderate, uguali. L'integrazione rispetto alle coordinate degli elet- 
troni dà, quindi, nell’elemento di matrice semplicemente il mo- 


mento medio di dipolo d della molecola (diretto, evidentemente, 


1) Il problema di trovare (nell’approssimazione quasi-classica) la distribu- 
zione di probabilità delle diverse transizioni in vicinanza del suo valore massimo, 
è identico al problema 3 nel vol. III, $ 90, differenziandosi solo per il cambia- 
mento di alcune notazioni. 

2) Le transizioni con variazione dello stato oscillazionale (e con esso anche 
dello stato rotazionale) formano, come si dice, lo spettro oscillazionale della 
molecola; esso cade nel vicino infrarosso (lunghezze d'onda <20 p). Le transizioni 
con variazione del solo stato rotazionale formano lo spettro rotazionale, che cade 
nel lontano infrarosso (lunghezza d'onda >20 p). 
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come il suo asse) in funzione della distanza r. Per a piccolezza delle 
oscillazioni d (r) si può sviluppare in potenze della: coordinata 
oscillazionale g = r — ro. Per transizioni connesse a variazione 
dello stato oscillazionale, il termine d’ordine zero dello sviluppo 
viene a cadere nell’elemento di matrice a causa dell’ortogonalità: 
delle funzioni d'onda del moto oscillazionale in uno stesso campo 
U (q), e rimane quindi il termine proporzionale a g. Se consideriamo 
armoniche le oscillazioni in questione, allora, secondo le note pro- 
prietà dell’oscillatore lineare (III, $ 23), gli elementi di matrice 
saranno differenti da zero solo per transizioni tra stati oscillazionali 
contigui; in altre parole, per il numero quantico oscillazionale v 


è valida la regola di selezione 
v —v = +. (54,4) 


Questa regola, tuttavia, viene violata se si tiene conto della anarmo- 
nicità delle oscillazioni, e anche se si tiene conto dei successivi 
termini dello sviluppo della funzione d (q). 

Per una transizione rotazionale pura (senza variazione anche 
dello stato oscillazionale) l'elemento di matrice della proiezione del 
momento di dipolo su l’asse mobile £ può essere posto semplicemente: 
uguale al momento di dipolo medio della molecola d=d(0)). 
Di conseguenza, per la probabilità della transizione J+TJT-1 
si ottiene la formula 


408 > J2-Q2 
wnTJ>+nJ-1)=%a TOFI i (54,2): 


che permette di calcolare non solo i valori relativi (come la (53,12)), 
ma anche quelli assoluti delle probabilità. (La formula (54,2) è scritta 
per il caso a; nel caso b occorre scrivere K, A al posto di J, Q). 
Le frequenze delle transizioni rotazionali pure sono determinate 
dalle differenze delle energie rotazionali BJ (J + 1) e sono uguali a 


haz si =2BI. (54,3) 


Le righe successive si trovano ad uguali distanze tra di loro (2B). 


$ 55. Radiazione di nuclei 


Per la radiazione y da parte di nuclei, di regola, è soddisfatta 
la condizione per cui le dimensioni del sistema (cioè il raggio del 
nucleo R) siano piccole rispetto alla lunghezza d’onda del fotone. 
Tuttavia, le distanze tra i livelli nucleari (e quindi anche l'energia 
dei quanti y) sono di solito piccole rispetto all'energia associata 


1) In una molecola di atomi identici d = 0, come è evidente da considera- 
zioni di simmetria. 
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a ciascun nucleone nel nucleo. Perciò la quantità R/A non è diretta- 
mente connessa con la velocità v/c dei nucleoni nel nucleo, e, general- 
mente, è sensibilmente piú piccola di quest’ultima. In relazione 
a ciò, la probabilità di radiazione MZ, di regola, è maggiore della 
probabilità di radiazione Æ, Z + 1 (cfr. inizio $ 50). 

Le regole di selezione generali relative al momento angolare 
totale (« spin ») del nucleo e alla parità sono le stesse che per la 
radiazione di un qualsiasi sistema. La peculiarità della radiazione 
nucleare è costituita dal fatto che le transizioni di multipolo più 
elevato sono molto frequenti. Contrariamente agli atomi, nei quali 
la radiazione è di solito radiazione di dipolo elettrico, nei nuclei, 
a piccole energie, queste transizioni sono relativamente rare, poiché 
risultano proibite da regole di selezione. 

Se consideriamo una transizione radiativa del nucleo come tran- 
sizione di una sola particella, cioè come la variazione dello stato di 
un nucleone, mentre rimane invariato lo stato del «resto » del 
nucleo, vengono ad aggiungersi regole di selezione relative al momento 
angolare di questo nucleone. Tuttavia, il grado di precisione con cui 
sono osservate queste regole relative alle transizioni « di una sola 
particella » risulta, di fatto, molto basso. 

Specifiche per il nucleo sono le regole di selezione relative allo 
spin isotopico. Ricordiamo che la proiezione 7, dello spin isotopico 
è determinata dal peso atomico e dal numero atomico 


1 A 


Per un dato valore di 7 il modulo dello spin isotopico può avere 
qualsiasi valore T = | T; |. La regola di selezione relativa al nume- 
ro T per le transizioni radiative compare in relazione al fatto che gli 
operatori dei momenti elettrici e magnetici del nucleo, espressi 
mediante gli operatori degli spin isotopici dei nuclei, sono la somma 
di uno scalare e della componente zs di un vettore nello spazio isoto- 
pico (vedi III, $ 116). Perciò i relativi elementi di matrice sono dif- 
ferenti da zero solo alla condizione 


T'—T=0, +1. (55,1) 


Di per se stessa questa regola, tuttavia, non impone particolari 
restrizioni sulle transizioni nei nuclei leggeri (per i quali soltanto si 
può parlare con sufficiente precisione di conservazione dello spin 
isotopico); infatti, tra i livelli più bassi di questi nuclei di fatto non 
ci sono livelli con 7 >1. 

Per le transizioni £1 si ha ancora una regola addizionale in rela- 
zione al fatto che per il momento di dipolo elettrico la parte isotopi- 
camente scalare viene a mancare, e il suo operatore si riduce alla 
componente x3 del vettore isotopico (vedi III, $ 116). Perciò se 
T = 0, sono vietate anche le transizioni con AT = 0. In altre 
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parole, nei nuclei con un ugual numero di protoni e di neutroni 
(N = Z, A = 22) le transizioni F41 sono possibili solo se 


De T=4%1 (2530). (55,2) 


È ovvio che la precisione, con cui questa regola è osservata, dipende 
dalla precisione con cui si conserva lo spin isotopico del nucleo. 

Sul valore della probabilità delle transizioni Z£1 nel nucleo 
influisce anche l’effetto di rinculo del resto del nucleo nel moto dei 
singoli nucleoni. Questo effetto ha come conseguenza che al momento 
di dipolo i protoni concorrono con la carica efficace e (1 — Z/A) 
invece di e, e i neutroni con la carica —eZ/A invece di 0 (vedi III, 
$ 118). La diminuzione della carica efficace del protone porta ad una 
certa diminuzione della probabilità delle transizioni £1. 

I livelli energetici dei nuclei non sferici hanno una struttura 
rotazionale. In relazione a ciò, compare una struttura rotazionale 
nello spettro dei raggi y, specifica per tali nuclei. 

La simmetria del campo nel quale si muovono i nucleoni nel 
nucleo « fisso » non sferico (assiale), coincide con la simmetria del 
campo nel quale si muovono gli elettroni in una molecola biatomica 
« fissa » costituita di atomi identici (gruppo puntiforme Con). 
Quindi le proprietà di simmetria dei livelli di un nucleo non sferico 
(e insieme ad esse anche le regole di selezione per gli elementi di 
matrice) sono analoghe alla simmetria dei livelli di una molecola 
biatomica (vedi III, $ 119). In particolare, come per le molecole 
biatomiche di atomi identici, sono vietate le transizioni di dipolo 
elettrico all’interno di una stessa banda rotazionale (cioè senza 
variazione dello stato interno del'nucleo, cfr. $ 54). Queste transi- 
zioni avvengono quindi come transizioni £2 e M1. Nel primo caso 
il momento totale del nucleo J può variare di 2 oppure di 4, mentre 
nel secondo soltanto di 1. 

Secondo la (46,9) la probabilità di transizione di quadrupolo, 
sommata sui valori della proiezione M’ del momento angolare totale 
del nucleo nello stato finale, è data dall’espressione 


Dre = Tot > TOM |Q m| JOM) f 


(J è il momento angolare totale del nucleo; Q la sua proiezione sul- 
l’asse del nucleo; m = M — M’). Mediante la ITI (110,8) questa 
somma può venire espressa attraverso i quadrati di quantità date: 
i momenti di quadrupolo diagonali (rispetto allo stato interno del 
nucleo) della transizione Qx, determinati rispetto agli assi coordi- 
nati n% solidali col nucleo. Si avrà inoltre 4A = Q — Q’, e quindi 
nel caso in esame (92° = Q) figura solo la componente 0. Per defi- 
nizione, momento di quadrupolo è chiamata semplicemente la 
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quantità 
eQ =e | pii (22— E — n?) dẹ dy dE = — 2e (Qui: 


Otteniamo perciò 


r 


2 
5 
EE per Aer+1 (o 7 a) , (55,3) 


oppure sviluppando 
O Q2 (J2— Q?) 
wrz (QJ >Q, J — 1) =- ODII NIF’ 


__%_ ga (2—9 [V —1)—9?] 
Wg (QW >Q, J — 2) = 78 Qo UHI) | 


A proposito di queste formule occorre, tuttavia, fare la seguente 
osservazione. In esse sono stati usati elementi di matrice, calcolati 


con funzioni d’onda della forma 
Wyom = costante - yoDSi (n) 


(Ya è la funzione d'onda dello stato intrinseco del nucleo). Queste 
funzioni sono relative a determinati valori (per modulo e per segno) 
della proiezione del momento angolare sull’asse È. Nei nuclei noi 
abbiamo a che fare con stati, che hanno una determinata parità e un 
determinato modulo della proiezione del momento (è quest’ultima 
grandezza che di solito viene indicata con Q). Perciò per Q #0 
come funzioni d’onda iniziale e finale sarebbe necessario prendere 


combinazioni della forma 


1 
= + _ $ 
73 (psom + ws, -0, m) 
1 
— (Vrom + Yz’, - ,). 
Vi (Yram È Yy’, -0, m’) 
I prodotti dei primi e dei secondi termini danno i valor 
l'elemento di matrice del momento di quadrupolo. I prodotti 
« incrociati » invece portano ad integrali non nulli se 29 < 21). 
Di conseguenza, la formula (55,3), rigorosamente parlando, non 
è applicabile per Q = 1/2, 1; in questi casi nella probabilità di 


i noti del- 


1) Per gli elementi di matrice di multipolo di ordine 2°, nelle espressioni 
integrande compaiono prodotti del tipo 
I)* DO pl 
DIS, DO DU» 
L'integrale rispetto agli angoli è diverso da zero per g' = —29, dove g’ assume 
solo i valori compresi da —! a +l; quindi deve essere 2Q < l. 
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transizione compare un termine addizionale, che non è esprimibile 
attraverso il valore medio del momento di quadrupolo!). 

Analogamente alla formula (55,3) per la probabilità di transi- 
zione Mí, si ottiene la formula 


408 J-11J\? 
wy (QI >Q, J—1) =ar II o 00) = 


403 J2— Q2 

=nae Terry: (054) 
dove u è il momento magnetico del nucleo (questa formula non 
è applicabile per Q = 1/2). 


$ 56. Effetto fotoelettrico. Caso non relativistico 


Nei $$ 49-52 abbiamo studiato le transizioni radiative (emissione 
e assorbimento) tra livelli atomici dello spettro discreto. L'effetto 
fotoelettrico si differenzia da tale processo di assorbimento di un 
fotone solo per il fatto che lo stato finale appartiene allo spettro 
continuo. 

La sezione d’urto dell’effetto fotoelettrico può essere calcolata 
completamente in forma analitica per l’atomo di idrogeno o per uno 
ione idrogenoide (con carica del nucleo Z < 137). 

Nello stato iniziale abbiamo un elettrone sul livello discreto 
e; = —I (I è il potenziale di ionizzazione dell’atomo) e un fotone 
di dato impulso k. Nello stato finale l’elettrone possiede impulso p 
(ed energia e= e). Poiché p assume un insieme continuo di valori, 
la sezione d'urto dell’effetto fotoelettrico è data dalla formula 


do =27| V p 28 (—I+o— e) DE a (56,1) 


(cfr. con la (44,3)), dove la funzione d’onda dello stato finale del- 
l’elettrone si suppone normalizzata con « una particella nel volu- 
me V = 1», Allo stesso modo è normalizzata la funzione d’onda del 
fotone; per passare alla sezione d’urto do, abbiamo dovuto. divi- 
dere la probabilità dw per la densità del fascio di fotoni (uguale 
a c/V = c), ma in unità relativistiche questo fatto non si riflette 
sulla forma della formula (56,1). 

Scegliamo (come anche per la (45,2)) il gauge trasversale tridi- 
mensionale del fotone. Abbiamo allora 


Via = —eAj;= —eV4n TE 


1) Di fatto, questo termine apporta una correzione essenziale soltanto nel 
caso Q = 4/2, quando il legame tra la rotazione e lo stato intrinseco del nucleo è 
particolarmente forte (vedi su questo: problema III, $ 119). 


Mu» 
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DI 


dove è stata introdotta la notazione 
My= | y" (we) eitrpata (56,2) 


(p = y}; e pd =; sono le funzioni d'onda iniziale e finale del- 
l'elettrone). Operando nella (56,1) la sostituzione d°’p+ 
-— p°d | p |do = e | p | dedo e integrando la funzione è in de, 
riscriviamo questa formula come segue: 


do = e? LL) M, £ do. (56,3) 


Noi eseguiremo i calcoli per due casi, che si differenziano per il 
valore dell'energia del fotone: œ Ð I e œ & m. Poiché I ~ me'Z? &m, 
i due campi indicati in parte si sovrappongono (per I & o « m), 
e quindi l’analisi di questi casi dà, in sostanza, una descrizione com- 
pleta dell’effetto fotoelettrico. 


Iniziamo dal caso 
o&m. (56,4) 


Qui la velocità dell'elettrone è piccola sia nello stato iniziale che in 
quello finale, e quindi, relativamente all’elettrone, il problema 
è completamente non relativistico. In relazione a ciò, sostituiamo 
nella (56,2) a con l'operatore non relativistico della velocità 
v = — iV/m (cfr. $ 45). Inoltre, si può passare all’approssimazione 
di dipolo facendo la sostituzione et*r = 1, si può, cioè, trascurare 
l'impulso del fotone rispetto all'impulso dell’elettrone. Allora si 
può scrivere 

do =e TILL | eg, do, vp= -i| y*vp-dîr (56,5) 


2n0 


Considereremo l’effetto fotoelettrico per il livello fondamentale 
dell'atomo di idrogeno (o di uno ione idrogenoide). Allora abbiamo 


palm) -zem (56,6) 
Va 

(in unità ordinarie me?— 1/2), dove a, = ħ?/me è il raggio di Bohr). 
Come p’, occorre prendere una funzione d'onda, la cui forma 
asintotica contenga un’onda piana (e'?”) e insieme un'onda sferica 
convergente (vedi III, $ 136, dove questa funzione è indicata come 
pp). In virtù della regola di selezione relativa a Z la transizione dallo 
stato s è possibile solo nello stato p (caso di dipolo!). Quindi nello 

sviluppo!) 


i Rea e 
Pp = T e >` il (2l + 1) e ERa (r) P, (nn) (56,7) 
=>0 
1) Da qui fino alla fine di questo paragrafo p significa | p |. 
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(n = pip, n, = r/r) è sufficiente lasciare solo il termine con l = 1!). 
Omettendo i fattori di fase, qui inessenziali, abbiamo quindi 


pai È mu) Rat). (56,8) 


Con le funzioni y e y’, definite nelle (56,6) e (56,8), abbiamo 
3 (Ze2m)5!2 da 
etj s iù) (nn) (ne) e-Ze2"*R p (r) doy:r? dr = 
3/2 5/2 ni 
= TAI (me) | rte-2eme RP) dr. 
0 


Secondo la III (36,18) e la III (36,24) la funzione radiale (nelle 
notazioni qui usate} ha la forma 


rem 14 v2 -i ; p 
Rp =z vee se a) pre™™ F (24 iv, 4, 2ipr), 


dove è stata introdotta la notazione 


_ Zem ( __ Ze 
1 tn (dé). 669 
L’integrale, che ci occorre, si calcola mediante la formula 


f e-^zzY-1F (a, y, kz) dz =T (y) AT? (A — k)” 
ò 
(vedi III (f, 3)). Notando anche che 


( ZEL)” =e72v arccotg v, 


v—i 
otteniamo 
sai 27/273 (ne) e7 29 arccotg v 
HT Ypma Yie m 


L’energia di ionizzazione dal livello fondamentale dell'atomo di 
idrogeno (o di uno ione idrogenoide) è Z = Z?e*m/2. Quindi abbiamo 


p2 n p? 
Lr (147). (56,10) 


Tenendo conto di questa relazione, scriviamo l’espressione definitiva 
della sezione d'urto dell’effetto fotoelettrico con emissione del- 
l’elettrone nell'elemento di angolo solido do: 

I \k et arccotg v 


do = Z naa? (+) 


ni (ne)? do, (56,11) 


1—e -27v 


1) Il coefficiente generale di questo sviluppo si differenzia dal coefficiente 
nel III (136,5), data la normalizzazione differente della funzione R p; 
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dove a = h*/mZe? = a,/Z (da qui in avanti si usano unità ordina- 
rie). Notiamo che la distribuzione angolare dei fotoelettroni è deter- 
minata dal fattore (ne)?. Esso raggiunge il suo valore massimo nelle 
direzioni parallele alla direzione di polarizzazione dei fotoni inci- 
denti e si annulla nelle direzioni perpendicolari a e, compresa anche 
la direzione di incidenza dei fotoni. Per fotoni non polarizzati la 
formula (56,11) deve essere mediata sulle direzioni di e, operazione 
che si riduce alla sostituzione 


(me) + + [mon}?, 
dove n, = k/k (vedi la (45,4b)). 


L’integrazione della formula (56,14) rispetto agli angoli dà la 
sezione d’urto totale dell’effetto fotoelettrico 


29n2 2 I \4 e74 arccotg v 
o= 3 ua (=) sergente (56,12) 


(M. Stobbe, 1930). 
Per il valore di o al limite fio + I (cioè per v + œo) otteniamo 


29,72 2912 aa 
oA aa SÈ da (6,19 


(al denominatore e = 2,74 ... !). Come deve essere per una rea- 
zione accompagnata dalla generazione di particelle cariche 
(vedi III, $ 147), la sezione d'urto dell’effetto fotoelettrico vicino 
alla propria soglia tende ad un limite costante. 

Il caso w > / (in cui, come prima, si ha žo € me?) corrisponde 
all’approssimazione di Born (v = Ze?/fiv & 1). La formula (56,12) 
assume la forma si in 
o= 21 gatzs (12) (56,14) 
(I, = em/2ħ? è l'energia di ionizzazione dell'atomo di idrogeno). 

Il processo contrario dell'effetto fotoelettrico è la ricombina- 
zione radiativa dell'elettrone con lo ione fisso. La sezione d'urto 
di questo processo (Oric) si può ricavare dalla sezione d'urto del- 
l'effetto fotoelettrico (ot) mediante il principio del bilancio detta- 
gliato (III, $ 144). Secondo questo principio, le sezioni d’urto dei 
processi i —> f e f — i (con due particelle in ciascuno degli stati i 
ed f) sono legate dalla relazione 


&PÎ0;-:=£ 4P}łOt>is 


dove p;, p; sono gli impulsi del moto relativo delle particelle, e g; 
e g; sono i pesi statistici di spin degli stati į e f. Considerando anche 
che, per il fotone, g = 2 (due direzioni di polarizzazione), otteniamo 


2 
Orie = Otot -pF (56,15) 
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(p = mv è l'impulso dell’elettrone incidente, Æ l'impulso del fotone 
emesso). 
PROBLEMA 


Determinare la sezione d’urto totale di ricombinazione radiativa di un elet- 
trone veloce non relativistico (Z «€ mv? < me?) con un nucleo (carica Z « 137). 

Soluzione. La sezione d’urto di cattura nello”strato K (numero quantico 
principale n = 1) si ottiene sostituendo la (56,14) nella (56,15): 

È 2°n Io \5/2 
olio = 250898 (<) 

(e = mv2/2 è l'energia dell'elettrone incidente; ho œ e). Fra gli altri stati del- 
l'atomo che si forma, sono importanti solo gli stati s; nel calcolo dell'elemento di 
matrice nell’approssimazione di Born sono essenziali i valori della funzione 
d'onda dello stato legato per piccoli r (come sarà chiaro dai calcoli fatti nel 
$ 57), e per />Q questi valori sono piccoli rispetto ai valori della funzione 
a l = 0; in questo caso è sufficiente trattenere solo i primi due termini dello 
sviluppo di p in potenze di r. Per gli stati con! = 0 e n qualsiasi, questi ter- 
mini sono 


vegana (1-7) 
Vi an?” al’ 
cioè contengono n solo sotto forma del fattore n-3/2 (l’espressione scritta si ricava 


sviluppando la funzione III (36,13)). Quindi la sezione d’urto totale di ricom- 
binazione è 


00 00 
ric _ ric _ „ric 1 a Tic 
o => On =01 5 FE =% (3) 04 
n=1 n=i 


(per il valore della funzione & abbiamo ¢ (3) = 1,202). 


$ 57. Effetto fotoelettrico. Caso relativistico 
Occupiamoci ora del caso 
SI. (57,1) 


In questo caso si ha anche e = œ — ZI ,e quindi si può tener 
conto dell'influenza del campo coulombiano del nucleo sulla fun- 
zione d’onda del fotoelettrone (p’) mediante la teoria delle pertur- 
bazioni. Scriviamo p’ nella forma 


o 1 Toipr. d) 

Fg Ceto). (57,2) 

Il fotoelettrone può essere relativistico; quindi la funzione impertur- 

bata nella (57,2) è scritta sotto forma di onda relativistica pia- 
na (23,1). 

Sebbene nello stato iniziale l’elettrone sia non relativistico, 

è però necessario che nella sua funzione d'onda si tenga conto (per 

ragioni che saranno chiarite in seguito) della correzione relativistica 
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(- Ze*). Tale funzione è data dalla formula (vedi problema al $ 39) 


v= (1 — r PIV) 7 Paon rel (57,3) 


dove ‘nonret è la funzione non relativistica dello stato legato 
(56,6) e u è l'ampiezza bispinoriale dell’elettrone a riposo, normaliz- 


zata con la condizione uu = 2m. 
Sostituiamo le funzioni (57,2-3) nell'elemento di matrice (56,2)?) 


| {r (ve) [ (1 + PIV) UWnon re | X 
x eni(2-)" pD (ye) eik upnon rei } dêze (57,4) 


Volendo ottenere il primo membro dello sviluppo di questa quantità 
in Ze?, nel secondo termine tra parentesi graffa possiamo semplice- 
mente sostituire Wnonre con la costante (Ze?m)®?/Y x. Con questa 
sostituzione, dal canto suo, il primo membro si sarebbe annullato 
(per p — k 0) (proprio per questa ragione in occorre tenere 
conto anche della prima correzione relativistica, proporzionale 
a Ze?. Per v ~ 1 questa correzione dà nella sezione d’urto un contri- 
buto dello stesso ordine di grandezza di quello dato dal termine 
successivo dello sviluppo di ponrei in Ze?). 

Eseguiamo nel primo termine della (57,4) l'integrazione per 
parti, trasferendo l’azione dell’operatore V dalla funzione ‘pon rei 
sul fattore esponenziale. Come risultato otteniamo 


1 
My = = 
o Vme 


Zem)? f, 1 
My = A we [1 Har y] x 


xu(e-Zemr) n e HPP (ve)u}, (57,5) 


dove l’indice vettoriale indica la trasformata spaziale di Fourier. 
Limitandoci al termine ~Ze?;?) abbiamo 


BaZe2 
lesene) cx = Tpk =". A (57 ,6) 


1) La funzione d’onda (57,3) venne trovata per distanze r ~ 1/mZe?, per 
le quali il termine di correzione è dell’ordine di grandezza relativo Ze?. Ma per 
lo stato fondamentale (e anche per tutti gli stati s in generale) la formula (57,3) 
è valida per qualsiasi r, poiché la derivata della funzione esponenziale pura 
(56,6) (e con essa anche il termine di correzione nella (57,3)) è sempre proporzio- 
nale a Ze?. Questa circostanza permette di usare la formula (57,3) nel problema 
considerato, nel quale (come vedremo più avanti) sono essenziali i piccoli r. 

i 2) Prendendo la trasformata di Fourier di ambedue i termini dell’ugua- 
glianza 


e” 


(a3) 


= —4nô (r), 
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Per trovare la trasformata di Fourier w# scriviamo l'equazione, 
cui soddisfa la funzione Ņ®, 


(Pe +iyy—m) Y? == e (PAu) ueir" = — 2e pu'etr" 


(ad essa si perviene sostituendo la (57,2) nella (32,1)). Applicando 
ad ambedue i membri di questa equazione l'operatore (ye + iyV + 
+ m), otteniamo 


(Ap?) YP = — Ze? (Ye + iy9+ m) (yu) Leto. 


Moltiplichiamo questa equazione per e-*#” e integriamo in d'z; nei 
termini con A e V integriamo, come al solito, per parti. In tal. 
modo, otteniamo 


(10) 9 = — Ze (te ykm) (100) (+), _,= 
= — Ze (2 — y (k— p)) (VU) Tir 
Nell'ultima riga si è tenuto conto del fatto che l'ampiezza u’ soddisfa. 
l'equazione 
(eg— py—m)u'=0 o (e+ py—m) yu’ =0. 
Da qui troviamo 


2ey0+ y (K— p) 
(k2— p?) (k — p)? yo. (57,7) 


Sostituendo le (57,6-7) nell'elemento di matrice (57,5), lo possiamo. 
scrivere nella forma 


PP = yy = daZe?u' 


41/2 (Ze2m)9/? w 


My= = u, 
(em)? (k— p}? 
dove 
A =a (ye) + (ye) y? (yb) + (ve) v (ve), 
ane eu n k— p ___k-p 
a=tr= pe tm wp O S mep °C Imp 
otteniamo 
e 4n 
(P) eat Era 
Derivando questa espressione rispetto al parametro À, troviamo 
= 877À 
(e a GEE . (57,6b) 
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La sezione d’urto è 
8e? (Zem)5| p| > m 
dove A = y°A*y° (vedi $ 66). Questa espressione deve essere ancora 
sommata sulle direzioni finali dello spin dell’elettrone e mediata su 
quelle iniziali. Queste operazioni si eseguono secondo le regole, 
descritte più avanti al $ 66, mediante le matrici densità di polariz- 
zazione degli stati iniziale e finale 


i 4 
= 0+1), p'= (ve-yp+m) 
(nello stato iniziale p = 0, e = m). Esse portano all'espressione 
16e2 (Ze2m)? | p | ra T 
do el Tr(p'ApA) do. 
Ti calcolo della traccia è un’operazione puramente algebrica e porta 
.al seguente risultato!): 
Tr (p'ApA)= a lap— (b— e) (e+ m)]?+ 
+ 4m (be) [(e +m) (ce) +a (pe)] 
(il vettore e è supposto reale, cioè la polarizzazione del fotone 
è lineare). 
La formula della sezione d'urto dell’effetto fotoelettrico assume 
la sua forma definitiva introducendo l'angolo polare 0 e l'azimut ọ 
della direzione di p rispetto alla direzione di kÆ, assunta come assez, 
e al piano k, e preso come piano zz (in modo che pe = | p | cos ọ x 
x sen 0). Per œ  / la conservazione dell’energia può essere scritta 
nella forma e — m = @ (invece che nella forma £ — m = o — I). 
È facile verificare che allora valgono le relazioni 


W — p’ = —2m (e — m), (k — p}? = 2e (e — m) (1 — vcoso), 
dove v = p/e è la velocità del fotoelettrone. Dopo semplici trasfor- 
mazioni otteniamo la seguente espressione definitiva: 


v3 (1— v2)3 sen2 0 a— VIT)? 
do = Z°atr? a-v a l 
S (1—1 1—13)5 (1 —v cos 0)4 { 2 (1 2)3/2 (1— v cos 0) + 


A do, (57,8) 


1— v2 


dove re = e?/m. 

1) Le formule tridimensionali per il calcolo delle tracce sono analoghe alle 
formule quadridimensionali, riportate al § 22. Sono diverse da zero solo le tracce 
«di prodotti con un numero pari di fattori y° e y; tutti i fattori y° si riducono al- 
l’unità, e per le tracce di prodotti con due e con quattro fattori y si trova 


+ Tr (ay) (by)= —ab, 
+ Tr (ay) (0) (ey) (dy)= (ab) (cd)— (ac) (bd)+ (ad) (be). 
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Nel caso ultrarelativistico (e > m) la sezione d'urto dell'effetto 
fotoelettrico ha un massimo molto marcato per piccoli angoli 
(9 ~ VT — vw), cioè gli elettroni vengono emessi essenzialmente 
nella direzione d'incidenza del fotone. In vicinanza del massimo 
possiamo scrivere 


1-vcos0=4I(1 — v) + 091, 


e i termini principali nella (57,8) danno 


— p2)3/2 
do x 4Z5a*r? is 


L'integrazione, elementare anche se abbastanza lunga, dell’espres- 
sione (57,8) rispetto agli angoli porta alla seguente formula per la 
sezione d'urto totale (F. Sauter, 1931): 


dð dọ. (57,9) 


= tair ESM vo x 
g=2nZ°a*re =D {i LIDL a 


1 v+VEzi 
x(1- vas DEDE J}, (57,10) 


dove, per brevità, è stato introdotto il «fattore di Lorentz » 
= 1 Su mt o 
Y=— == DTA. (57,11) 


Nel caso ultrarelativistico questa formula si riduce alla semplice 
espressione 


o=2nZ'atr? L. (57,12) 


Nel caso, invece, di Z & œ & m il passaggio nella (57,10) al limite 
per piccoli valori di y — 1 porta al risultato (56,14), che noi già 
conosciamo. 


$ 58. Fotodisintegrazione del deutone 


La peculiarità del deutone consiste nel fatto che la sua energia 
di legame è piccola (rispetto alla profondità della buca di potenziale). 
Questa circostanza permette di descrivere le reazioni, che avvengono 
con la partecipazione del deutone, senza conoscere dettagliatamente 
l’andamento delle forze nucleari, ma solo mediante l’energia di 
legame (vedi III, $ 133). Si suppone inoltre che le lunghezze d’onda 
delle particelle in collisione siano grandi rispetto al raggio d'azione 
delle forze nucleari a. 

Quanto appena detto vale anche per la disintegrazione del deutone 
sotto l’azione di quei quanti y, per i quali ka & 1. Si suppone anche 


252 CAPITOLO V 


che pa & 1, dove p è l'impulso del moto relativo del neutrone e del 
protone liberi (questa condizione è più forte della precedente)!). 

Partiamo dalla formula non relativistica per la sezione d’urto 
dell’effetto fotoelettrico (56,5), integrata rispetto alle direzioni 

e2 M 4n 
= z 5 |p È 

Qui p è l'impulso del moto relativo del protone e del neutrone?), 
e la quantità m che compare nella (56,5) è stata sostituita dalla loro 
massa ridotta M/2 (dove M è la massa di un nucleone). L'elemento 
di matrice è calcolato per la velocità del protone vp, poiché solo il 
protone interagisce col fotone. Esprimendo v, attraverso l'impulso 
P (Vp = v/2 = p/M), abbiamo 


o0 = gr Pn P. (58,1) 


L'indice (e) indica che questa formula si riferisce alle transizioni di 
dipolo elettrico: ep/M = evp = d, e quindi ep;lM = iod;;. 
La funzione normalizzata dello stato iniziale (fondamentale) del 


deutone è 
vel, «VI, (58,2) 


r 


dove 7 = 2,23 MeV è l'energia di legame (vedi III, $ 133)#). Come 
funzione d’onda dello stato finale si può prendere la funzione del 
moto libero, cioè l'onda piana 

p = eir, (58,3) 


La ragione di questa scelta consiste nel fatto che nella teoria consi- 
derata la « dimensione del deutone » 1/x è supposta grande rispetto 
al raggio efficace di interazione a. Quindi occorre tener conto del- 
l'interazione tra protone e neutrone solo negli stati S, trascurandola 

1) L'energia del fotone, alla quale pa ~ 1 (a = 1,5-10-13 cm) è uguale 
a 15 MeV. 

2) In questo paragrafo p significa | p |. 

3) Questa funzione può essere resa più precisa con l'introduzione della 
correzione, dovuta al fatto che a ha un valore finito. Di questo si tiene conto 
sostituendo il coefficiente di normalizzazione nella (58,2) con l’espressione 


y x 
2x (1 — ax) 


(vedi III, $ 133, problema] 1). Corrispondentemente comparirà il fattore 
1/(1 — ax) anche nelle formule per la sezione d'urto. Occorre dire che di fatto 
Gole: conezione non è poi tanto piccola: per lo stato fondamentale del deutone 
ax x 0,4. 

Lo stato fondamentale del deutone è lo stato 3S, con una piccola « aggiunta » 
dello stato *D,, dovuta all’azione di forze nucleari tensorial (vedi III, $ 117). 
Qui noi trascureremo questa « aggiunta » e quindi anche le forze tensoriali. 


RADIAZIONE ; 253 


invece negli stati con l #40, le cui funzioni d’onda, alle piccole 
distanze, sono piccole. Però, in base alle regole di selezione, le tran- 
sizioni di dipolo elettrico tra due stati S (stato fondamentale e stato $ 
dello spettro continuo) sono vietate. Ciò permette, nel caso conside- 
rato, di trascurare l’interazione dei nucleoni nello stato finale. 
Integrando per parti, per l’elemento di matrice troviamo 


A -xr 
opazi g Any 
EEn 2 Anp 
ZE 2n r ), = 27 p24 x2 
(vedi nota a pag. 248). 


Utilizzando inoltre l'uguaglianza 


m (ê+ p) =I +r =o 


che esprime la conservazione dell'energia, troviamo la sezione d'urto 
definitiva della fotodisintegrazione nella forma (in unità ordinarie) 


w 8n A2 VI ho—N?? 
oto = St at Vitori (58,4) 


(H. A. Bethe, R. Peierls, 1935). Essa ha un massimo per ho = 2I 
e si annulla per fo +/ e per Ro —> oœ. 

L'assorbimento di dipolo elettrico di un fotone, descritto dalla 
formula (58,4), non dà, tuttavia, il contributo principale nella 
sezione d'urto in prossimità della soglia dell'effetto fotoelettrico 
(cioè per ño vicini a Z). Il fatto è che, in questa regione, l’effetto 
principale deve provenire dalle transizioni allo stato S, che mancano 
invece nell’assorbimento di dipolo elettrico. Queste transizioni 
mancano anche nell’assorbimento di quadrupolo elettrico; anche se 
esse non sono in contraddizione, in questo caso, con la regola di 
selezione relativa alla parità, esse sono vietate dalla regola di sele- 
zione relativa al momento angolare orbitale (ricordiamo che noi 
trascuriamo le forze tensoriali, in assenza delle quali L e S si con- 
servano separatamente). Per calcolare la sezione d'urto di fotodisin- 
tegrazione in prossimità della soglia occorre quindi prendere in 
considerazione l'assorbimento di dipolo magnetico, per il quale 
le regole di selezione ammettono le transizioni tra stati S (E. Fermi, 
1935). 

Sostituendo nella formula (58,1) il momento elettrico con il 
momento magnetico, abbiamo 


cm Mp [uz l. (58,5) 


Il momento magnetico del moto orbitale non dà nessun contributo 
a us; ‚poiché il momento angolare orbitale L non ha elementi di 
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matrice per transizioni tra stati S. Il momento magnetico di spin è 
U = 24pSp + 2UnSn = 2 (pp — Un) Sp +24n8, 

dove S = Sp + Sn e up, Un sono i momenti magnetici del protone 
e del neutrone. Trascurando le forze nucleari tensoriali lo spin totale 
si conserva, e quindi il suo operatore non dà transizioni. Quindi 
abbiamo 

Bri =2(8p)si (Up— Hn). 
In questa stessa approssimazione (senza forze tensoriali) le variabili 
orbitali e di spin si separano. Insieme con le funzioni d'onda, si può 
rappresentare sotto forma di prodotto di una parte orbitale e di una 
parte di spin anche l’elemento di matrice 


Uji ==2 (Up — Hn) (SpS'M° | Sp|spSM) f P* (r) (r) dz. 


La presenza, però, di forze nucleari spin-spin ha come conseguenza 
che l'equazione d'onda per le funzioni orbitali (r) contiene, in 
qualità di parametro, il valore dello spin S. Se S’ = S, allora p (r) 
ep (r) sono autofunzioni di uno stesso operatore e quindi ortogonali. 
In tal modo, dallo stato iniziale 3S la fotodisintegrazione avverrà 
solo allo stato dello spettro continuo 16. 

Il quadrato | p;; |? nella (58,5) deve essere, ovviamente, mediato 
sulle proiezioni M dello spin S nello stato iniziale. In tal modo, il 
problema si riconduce al calcolo della quantità 


1 iag 
sFr Di |(spS'M"|sp|spSM)}, 
M 


dove S = 1, S’ = 0, sp = sn = 1/2. Secondo le regole generali per 
gli elementi di matrice e la composizione dei momenti, questa quan- 
tità vale 


1 t 
estesi lrs Ilsp]|5pS)}= 


sp S! Sn}? | 
-{{ Sp h | Ge'sp]lsp {| nsp) = -ș 1 (sp |l Sp |l Sp) |? 


(sono state usate le formule IIT (107,11) e (109,3)). Per l’elemento di 
matrice ridotto troviamo 


—22=zZ=ATTTTrm 3 
(sp Il sp Ils) =V sp (8p+1) (2sp +1) = Vi. 
La formula (58,5) assume, quindi, la forma 


fà 2 
gum) — + oMp (Up — Un)? il p*r | ; (58,6). 
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La funzione iniziale | è data dalla formula (58,2). La funzione 
finale invece è 


Fan 
wW=1 $ Rl). 


Questo è il primo termine (l = 0) dello sviluppo (56,7) della funzione 
contenente nella sua forma asintotica un’onda piana e un'onda 
sferica convergente; è stato omesso il fattore di fase, qui inessen- 
ziale. Poiché l'integrazione viene fatta su una regione fuori del 
raggio d’azione delle forze nucleari, la funzione radiale ha la forma. 


r3 6 
Roo (r) = = Souro z 
La fase ô è connessa con il valore del livello virtuale (Z, = 0,067 MeV) 
del sistema « protone + neutrone » per S = 0: 
cotg ô =" , = VMI: 


(vedi III, $ 133). Abbiamo quindi 
iô 


| pryds = (27)? Va Im f e-*r+ipreið dr = (27)? L* m 
pa pa x—ip 
Dopo semplici trasformazioni algebriche otteniamo la seguente 

espressione per la sezione d'urto di fotodisintegrazione (in unità 

ordinarie): 


8n VIGO-DNVI+VT) 
om = 77 (ip — Hn)? ho Go0-I+1I) i. (98,7) 


Per ño + I questa sezione d’urto si annulla come Vho — I in 
accordo con le proprietà generali del comportamento delle sezioni 
d'urto in prossimità della soglia di reazione (III, $ 147). 

Il processo, contrario alla fotodisintegrazione, è la cattura radia- 
tiva di un protone da parte di un neutrone. La sezione di cattura 
(Ocat) si ottiene dalla sezione d'urto dell'effetto fotoelettrico (01) 
mediante il principio del bilancio dettagliato (vedi deduzione della 
(56,15)). Il peso statistico di spin del neutrone e del protone è uguale 
a 2-2 = 4. Il peso statistico del deutone (nello stato S = 1) e del 
fotone è uguale a 3-2 = 6. Quindi troviamo 

3 (fo)? 3 (ho)? 9 (58,8) 


Ocat =F ap 0" Ma hoN OT 


$ 59. Radiazione di frenamento magnetico!) 


Secondo la teoria classica (II, $ 74) un elettrone ultrarelativistico, 
che si muove nel campo magnetico H, irraggia uno spettro quasi- 


1) Questo paragrafo è stato scritto in collaborazione con V. N. Bayer. 
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‘continuo con un massimo per la frequenza 


o~o (2), (59,1) 
dove 
veH eH 
w= IPI << e 


è la frequenza con la quale l’elettrone di energia e si muove su un’or- 
bita circolare (nel piano perpendicolare al campo)!). 

Gli effetti quantistici nella radiazione di frenamento magnetico 
hanno una doppia origine: la quantizzazione del moto dell'elettrone 
e il rinculo quantizzato nell’atto di emissione del fotone. Quest'’ulti- 
mo è determinato dall’entità del rapporto w/e, e la condizione di 
applicabilità della teoria classica richiede che esso sia piccolo. In 
relazione a ciò è comodo introdurre il parametro 


— Hi Mel, He _ ho (e \3 
=F, m © Hm ~e (È) ° (59,3) 


dove H, = m?/eħ (= m?c8/eh) = 4,4:108 Gauss. Nel campo clas- 
sico si ha la relazione yY ~ Ro/e& 1. Nel caso contrario (XD 1) 
l’energia del fotone emesso è žo ~ €, e (come vedremo in seguito) 
una parte importante dello spettro si allarga fino a comprendere 
frequenze, per le quali l’energia dell’elettrone dopo l'emissione è 


‘ H; 
e ~x mr. (99,4) 


Perché l’elettrone rimanga ultrarelativistico,] il campo deve soddi- 
sfare la condizione 


H 
#1 (59,5) 


Per quanto riguarda la quantizzazione del moto stesso dell’elettro- 
ne, essa è caratterizzata dal rapporto hoy; ho, è l’intervallo tra 
i livelli energetici contigui nel moto nel campo magnetico. Poiché 


IONI ve H m \2 
€ Ho (+) , 
dalla (59,5) segue che og < g, cioè il moto dell’elettrone è quasi- 
classico, indipendentemente dal valore di x. In altre parole, si può 


1) In questo paragrafo poniamo c = 1, ma conserviamo }. 
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trascurare la reciproca non commutatività degli operatori delle 
variabili dinamiche dell’elettrone (grandezze —h0/8), tenendo con- 
to, nello stesso tempo, della non commutatività di detti operatori 
con gli operatori del campo fotonico (grandezze —%w/e)!). 

Le funzioni d’onda quasi-classiche degli stati stazionari del- 
l’elettrone in un campo esterno possono essere rappresentate nella 
forma simbolica 


vete Eo), (59,6) 


dove ọ (r)~ exp (iS/ħñ) sono le funzioni d’onda quasi-classiche di 
una particella senza spin (S (r) è l’azione classica di quest’ultima); 
u (p) è il bispinore operatoriale 


siva e. ) 
=== (pw 


vH+m 


che si ricava dall’ampiezza bispinoriale dell'onda piana u (p) (23,9) 
sostituendo p e e con gli operatori?): 


p=P—e4=—-iVv—e4, H=Vp + mì 


P è l'impulso generalizzato della particella nel campo di potenziale 
vettore A (r); l'ordine, nel quale sono posti i fattori operatoriali in Yp, 
non è essenziale, poiché noi trascuriamo la non commutatività di 
questi operatori; lo stato di spin dell’elettrone è determinato dallo 
spinore tridimensionale w. 

Per il calcolo della probabilità di emissione del fotone nel caso 
quasi-classico è più comodo non partire dalla formula definitiva 
della teoria delle perturbazioni (44,3), ma usare la formula nella 
quale non è ancora stata fatta l’integrazione rispetto al tempo. Per 


1) La soluzione completa del problema quantistico della radiazione di 
frenamento magnetico fu data per la prima volta da N. P. Klepikov (1954), e la 
prima correzione quantistica alla formula classica venne trovata da A. A. Soko- 
lov, N. P. Klepikov, I. M. Ternov (1952). 

La deduzione esposta in questo paragrafo delle formule (59,23) e (59,30), in 
cui si utilizza in modo esplicito la quasi-classicità del moto, appartiene a 
B. N. Bayer e V. M. Katkov (ee Un metodo analogo era stato usato prima da 
J. Schwinger (1954) per calcolare la prima correzione quantistica all'intensità di 
radiazione. 

2) In questo paragrafo (a differenza del cap. IV) l’impulso generalizzato è 
indicato con la lettera maiuscola P; la notazione p è usata per l’ordinario impulso 
(cinetico). 
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la completa (in tutto il tempo) probabilità differenziale si ha!) 


dk r 
dw= J jan Pga t= f V; (t) di (59,7) 
Í -%0 


(vedi III (41,2). La sommatoria viene eseguita secondo gli stati 


finali dell’elettrone. 
Usando la (59,6) scriviamo l'elemento di matrice V;; per l’emissio- 


ne del fotone œ, X nella forma di operatori 


V= iVE | da. [pat =e jx 
V Bro V 2H 
i 
x giot-4kr (e*a) e e h H, 


dove gli operatori tra parentesi quadra agiscono a sinistra; il campo 
fotonico è preso nel gauge tridimensionale. I fattori exp (+iHt/h) 
trasformano gli operatori di Schrödinger, che stanno tra due di 
questi fattori, in operatori esplicitamente dipendenti dal tempo nella 
rappresentazione di Heisenberg. Riscriviamo V;; nella forma 


2r 
Va = e Sinai Hli iot, 
n= FERO 
dove Q (t) indica l'operatore di Heisenberg 
Q =E (aet) ein HiP. (59,8) 
y 28 v2H° 
mentre l'elemento di matrice (f |... |i) è calcolato rispetto alle 
funzioni Pj, Qi- 
La sommatoria nella (59,7) è estesa a tutte le funzioni d'onda 
finali ọ; e viene eseguita usando l’uguaglianza 
» 9} (1) pi (r) =d (7° — r), 


che esprime la completezza del sistema di funzioni 9°). A conti 


1) Sostituendo 
Va =V jelt 
si ha aj; = 2n Vô (073). Tenendo conto che il quadrato della funzione ô rappre- 
senta (vedi pag. 299) 
[6 (c0;1)]2 = t2nô (051) 
(dove £ è il periodo di osservazione) dalla (59,7) otteniamo per la probabilità in 
unità di tempo la formula (44,3). 
2) Ricordiamo che nella (59,7) l'integrazione rispetto al tempo non è ancora 
stata fatta e quindi la conservazione dell’energia non è stata evidenziata e la 
sommatoria su @; non è limitata da nessuna condizione. 


RADIAZIONE 259 


fatti otteniamo 
2 5 p f 
dw=-Ë ie | dt | dizcesortit iO (14/0 D (59,9) 


Se l'integrazione è fatta su un intervallo sufficientemente grande di 
tempo, si possono introdurre al posto di #, e #, le nuove variabili 


t+t 
t=b—-t,, =i 


e quindi si può considerare l'espressione integranda nell'integrale 
in dt come la probabilità di emissione nell'unità di tempo. Moltipli- 
cando quest'ultima per œw, otteniamo l'intensità 


dI =fr Pk | e-tor ci Qt (+4) l-4) dr. (59,10) 


L’elettrone ultrarelativistico irraggia in uno stretto cono ad 
angoli 6 ~ m/e rispetto alla sua velocità v. Perciò la radiazione in 
una data direzione n = X/o è originata nel tratto di traiettoria, dove 
v ruota di un angolo —m/e. Questo tratto viene percorso in un tempo Tt, 


che soddisfa la relazione T |v | &% Top ~ mle & 1. Proprio questo 
intervallo dà il contributo essenziale nell’integrale in dt. Per questa 
ragione, nei calcoli, che seguiranno, noi svilupperemo sistematica- 
mente tutte le quantità in potenze di œT. Può, tuttavia, risultare 
necessario trattenere parecchi termini dello sviluppo, a causa delle 
elisioni che ci possono essere per il fatto che 1 — ny ~ 02 ~ (m/e)?. 

Se diamo all’operatore Q*Q la forma di prodotto di operatori 
commutanti (con la precisione richiesta), il calcolo dell’elemento 
di matrice diagonale (i |... |i) si riduce alla sostituzione di 
questi operatori con i valori classici (funzioni del tempo) delle 
corrispondenti grandezze. Questo si può fare nel modo seguente, 

Secondo quanto detto prima, nell'espressione per Q (t) occorre 
tener conto della non commutatività degli operatori elettronici col 
solo operatore exp (—iXr (t)), connesso al campo fotonico. Abbiamo 


peri =e-ikr (p— Ñk), (59,11) 

H (p) e-i" = e-i*rH (p— ñk). (59,12) 

Queste formule conseguono dal fatto che e-**r è l'operatore di spo- 
stamento nello spazio degli impulsi. Mediante le formule (59, 11-12) 


trasportiamo nella (59,8) l’operatore eti*r@ a sinistra e scriviamo 
Q (t) nella forma 


Q (£) = e-ikr0R (t), R(t) = a (ae*) vat (59,13) 
dove H’ = H — ho, p=p — kk. 
Ora abbiamo 
Q59, pa Ryeikrae-ikriR, (59,14) 


17* 
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(qui e nel seguito gli indici 1, 2 denotano i valori delle grandezze 
negli istanti 4 = t — 1/2 e t, = t + 1/2). Rimane da calcolare 
il prodotto dei due operatori non commutanti ei*r: e e-ikr, 
Questo prodotto si può già considerare commutante con gli altri 
fattori. 

Introduciamo la notazione 


L (E) = ei0tE- Veibkrag-ifkri, (59,15) 
dove È è un parametro ausiliario; l'operatore che ci interessa è L (1). 


Derivando la definizione (59,15) rispetto a È, troviamo l’equazione 
differenziale 


== L (0) etre- iten, (59,16) 


dove, per brevità, abbiamo scritto 
b = ik (r, — ri) — iot. 


La grandezza b si può esprimere attraverso p, = p (4) mediante 
l'equazione del moto classico nel piano perpendicolare a H1): 


_ n. Pi eHt [P1H] a eHt 
T2— r1 =-p 80 ZHZ (1 cos =) 


(vedi II, $ 21). Sviluppando in potenze di t, otteniamo 


g H 2H2 
b(pi) Sior { (vn—1) +r mipi y S} (6917) 
(nell'ultimo termine abbiamo posto nv, ® 1). Utilizzando ora 
e *kri come operatore di spostamento nello spazio p, abbiamo 


eitrb (pi) et — b (pi —Ehk)=b; 


il segno meno, apposto come indice, qui e nel seguito significa che 
la grandezza è funzione dell’argomento p, — ñk. Trasformiamo b_ 
usando la funzione b (p) (59, 17). Nel primo termine scriviamo 


vm-1=235 [(v-n)}—1]= zr (pin —Ẹħo)?— (pı —Ẹħk)?— m} = 


— (Pn? — e? 


e2 
Del 7 T (vn_ 1). 


La trasformazione degli altri termini della (59,17) si riduce alla 
sostituzione al denominatore di e con e_. In tal modo, b_ = (8/8_)?d. 
Tenendo presente ora che le direzioni p e n sono vicine e che e % p, 
si può porre, rispettando la precisione necessaria, e_ œ e — tho. 


1) Questo si può fare, poiché la non commutatività delle componenti della 
velocità in un campo magnetico porta a termini di ordine di grandezza relativo 
fioy/e.ed è quindi inessenziale. 
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L'espressione definitiva dell'equazione (59,16) ha la forma 
dL e2b 
aL (e— ho)? ° 
Qui l'ordine dei fattori non è essenziale e tutte le grandezze si pos- 
sono considerare come classiche. Risolvendo quest’equazione con 
la condizione L (0) = etort, Lara 


LŒ) =exp {bE Ga tior}, 
e quindi 
L(1)=exp fior+i 4 (kr,— krı—or)} , (59,18) 
dove e' = g — fio. 
Trasformiamo gli altri fattori nella (59,14). Sviluppando diret- 


tamente il prodotto che compare in R (t) (con la matrice a presa 
dalla (21,20)), troviamo 


R(t)=wfe*(A+i[Bo]) w;, 
A=-b(1+44)= edo, (59,19) 


np) de (artt). 


dove e = e — ho, p'(t)=p(t) — hk, n= klo; sono stati 
omessi i termini di suine più elevato in m/e. In tal modo, scriviamo 
finalmente 


(1020111) = RIA exp { iot+ i$ (kram kri—or) }, 


RÈR, = Tr HÉT (A, — i [B0)) e) FEET (4, +i [B,0)) e*). 
(59,20) 
I fattori (1 + $0)/2 sono le matrici densità di polarizzazione del- 
l’elettrone iniziale e finale. 

Consideriamo ora l’intensità di radiazione, sommata sulle pola- 
rizzazioni del fotone e dell’elettrone finale e mediata sulle polariz- 
zazioni dell’elettrone iniziale. Come risultato delle operazioni indi- 
cate, dopo un semplice calcolo, otteniamo!) 


4 D RIR=S emi (42) (2). 


polar 


1) Qui è stata utilizzata anche la seguente circostanza. Sommando su e 
troviamo 


Di (vie) (vze*) = vva — (vn) (van). 
e 
Sostituendo la (59,20) nella (59,9) si può integrare per parti, notando che 
ie ie d ie 
(vn) exp (-+ kri) Fe a (-+ kri) ; 
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Con la precisione richiesta abbiamo 


T2 


. 2 0. 2 
z 047 vv =1— 5—4 or. 


= vV? — 
ViVo =V 7 


Sostituendo queste espressioni nella (59,20) e quindi nella (59,10), 
otteniamo tenendo conto della (59,17), 


dI = — 0 do do, f (ion) x 
X exp { = Ire (1- nv +5 03) } di. (59,241) 


Questa formula dà la distribuzione spettrale e angolare dell’inten- 
sità di radiazione. 

Introduciamo l’angolo ® individuato da n e dal piano dell'orbita 
dell'elettrone, e anche l'angolo p individuato dalla proiezione del 
vettore n su detto piano e il vettore v. Tenendo presente che il con- 
tributo principale nell’integrale è dato dai piccoli angoli, si può 
porre 


nv =v cos Ò cos pa v (4 I). 


Per l’integrazione della formula (59,21) è comodo introdurre 
invece di q, le nuove variabili z e y secondo la relazione 


ost (LE) aty p= (PI, 


Allora l’esponente nella (59,21) assume la forma 
; 23 3 
—i(en+T+m+45). 


dove sonu state introdotte le notazioni 


u \2/3 ho ho de 
n= (3) (+9) v=P7= O= (59,22) 


Gli integrali in dz dy si esprimono attraverso la funzione di Airy 
e la sua derivata!). Come risultato troviamo per la distribuzione 


e analogamente per van. Troviamo allora'che, ai fini della successiva integrazione 
vn e van possono essere sostituiti con l’unità. 

1) Per la definizione della funzione di Airy e del suo legame con le funzioni 
di Macdonald vedi III, $ b. 
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spettrale l’espressione 


dI _ em? u (> 1/3 
do ne 14+u 5r) 


x | {-02M+(1+89 (1 +r) X 


x [Dm 02n ]} 48. (59,23) 


Il contributo principale nell'integrale viene dagli angoli 
~ m/e (8 ~ 1). Il massimo della distribuzione cade sulle frequen- 


x 
= 


D) 


PYP 
7, 
f 


) 


Fig. 5 


ze per le quali n ~ (hw/e'x)?/ $~ 1. Per y< 1, discende la (59,1) 
e per yẹ í, la (59,4). 

Nella fig. 5 sono riportati i grafici della distribuzione spettrale 
per vari valori di y'). Vi è riportata la quantità 

1 dI 
8/Ic d (0/00) * 
come funzione del rapporto ©/®,, dove 
2e2m2y%2 2e4H?e2 


X E A 
Mea A agri) gr 


La quantità e, è l'intensità classica totale di radiazione (vedi II 
(74,2)). 
Usando la relazione 


O M+102mM= x 47M) 


1) I grafici 5 e 6 sono costruiti sulla base di calcoli di N. P. Klepikov. 
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e sostituendo la variabile ô secondo la formula (u/2y)?/#8? = t, 
riscriviamo la (59,23) nella forma 
dI 2elm? u 2 u2 d 
do ~ nħe itu {1+4 (1+ Zaty ) dal } x 
(di -2/3 
— (2 t), 

n) Freet) 

dove x = (u/%)}/3. Ricorrendo inoltre alla formula?) 


00 


Li ©2(272/3 Le 
Ta +1) 


VE [o (aj dz; 


diamo alla distribuzione spettrale la forma 


oo 


Tyit {| 00a (+y) 0}. 
(59,24) 


Nel caso limite classico abbiamo ño «& g, e quindi u æ% hole, 
x œ (0/0,)8(m/e)?, e la (59,24) si trasforma nella formula clas- 


sica II (74,13). 


x 


Scrivendo 
dI dI € 
dl = -r V= e par 


e integrando in du da 0 a co (nel primo termine della (59,24) l’integra- 
zione viene eseguita due volte), otteniamo 


e2m2y2 n 4-45% 3/24 4y258 7 
0 


Nella fig. 6 è riportato il grafico della funzione / (y)/Za. 

Per y & 4 il contributo dominante all’integrale proviene dalla 
regione z ~ 1. Sviluppando l’espressione integranda in potenze di x 
e integrando per serie mediante la formula 
f , Lu 1 (4v-1)/6p f Y yi 
f vo (a) de= 79 r(4+1)F(3+3). 

9 
otteniamo 


I=In(1- 553 x+48—-...). (59,26) 
16 o 


1) La deduzione di questa formula si può trovare nell’articolo di D. E. A s - 
pnes, Phys. Rev. 147, 554 (1966). 
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Per y >4 nell’integrale è essenziale la regione nella quale 

yx312 ~ 1, cioè z& 1. In prima approssimazione si può quindi 

sostituire D'(x) con D'(0) = —34/T(2/3)/2V n, dopo di che l’integra- 
zione porta al risultato 


=, 327 (2/3) em? 2/3 e?m2 He \2/3 
IR (34)?? —0,82-7 ( Ta) . (59,27) 


La radiazione di frenamento magnetico origina la polarizzazione 
degli elettroni che si muovono nel campo (A. A. Sokolov, I. M. Ter- 


Fig. 6 


nov, 1963). Per risolvere questo problema occorre trovare la proba- 
bilità della transizione radiativa accompagnata a spin flip (inver- 


sione della direzione dello spin). 
Ponendo nella (59,20) &, = —&/= è, |1$|= 1, otteniamo 


R3}R,=(B,B:)—(e*B;)(eB.)— 
— (e*[B48)) (e [B.$1) — i (8e*) (e [B1B2]). 
Sommando sulle polarizzazioni del fotone, dopo semplici trasforma- 
zioni, otteniamo 
2, RR, = (B1B) (1— $n )?) + 


+ (En) (n B1) (B2) + (En) (nB2) (B1) — 
—i($—n(n$))[B;B:]. (59,28) 
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Noi supporremo che y « 1 ecercheremo solo il termine principale 
dello sviluppo della probabilità in potenze di #. Poiché l’espressione 
(59,28) (con B dalla (59,19)) contiene già %?, tutte le restanti gran- 
dezze e’ (comprese quelle che figurano nell’esponente della (59,20)) 
possono venire sostituite con 8. 


Sviluppando 
B, =p (n-0+40+0) i 
B=- (n—=v-5oto Z), 
3 sé. 


T 
Ta2— ri =w +5? 


e sostituendo la (59,28) nella (59,20) e quindi nella (59,10), tro- 
viamo la probabilità differenziale di transizione nell'unità di tempo 
{dw = dI/hw). L'integrazione in d'k viene fatta usando la formula 


ihx dk , 4n 
f Í (kp) e k o = — Í (iða) = 0w , (59,29) 


dove, in questo caso, 


2 202 
= — an2 a m T O0 
=r, crm =ne (rH) 


Il calcolo porta al seguente risultato: 
e \5 dz 
v= r (i) 03 $ Ara * 
3 5 1 5 2i s 
x [a that ) Co zi Elve) ], 


dove è stata fatta la sostituzione z = Tt@£/m, e il cammino d'inte- 
grazione in dz passa sotto l’asse reale e si richiude nel semipiano 
inferiore. Eseguendo quest’ultima integrazione, otteniamo l’espres- 
sione definitiva per la probabilità totale di transizione radiativa 
accompagnata da spin flip: 

5V3a 552 / e \5_s 2 a 8V3 e 

w= 16 (E) 08 (1-3 UT 7375 TL). (59,30) 
dove y= $v, b, = H/H. Questa formula è applicabile sia per 
gli elettroni (e <0) che per i positroni (e > 0). 

La probabilità (59,30) non dipende dal segno della polarizzazione 
longitudinale ņ, ma dipende dal segno di %,. Di conseguenza 
anche la polarizzazione che nasce in conseguenza della radiazione 
è trasversale!). Per gli elettroni la probabilità di transizione da uno 


1) Questa circostanza è evidente a priori: il vettore assiale polarizzazione 
radiativa può essere diretto solo come l’unico vettore assiale che figuri nel 
problema e cioè H. 
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stato con spin diretto « secondo il campo » (Č, = 1) ad uno stato 
con spin diretto « contro il campo » è maggiore della probabilità 
della transizione inversa. Quindi la polarizzazione per radiazione 
degli elettroni è diretta contro il campo, e il suo grado, in uno stato 
stazionario (per či = 0), vale 


w (, = —1)—v (¢, =1) 2 8v3 


=0,93. 


w, = —1) Fv G, =1) 15 


I positroni si polarizzano (con lo stesso grado) nella direzione del 
campo. 
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DIFFUSIONE DELLA LUCE 


$ 60. Tensore di diffusione 


La diffusione di un fotone da parte di un sistema di elettroni (per 
fissare le idee, parleremo dell'atomo) è un processo formato dal- 
l’assorbimento del fotone iniziale Æ e dall'emissione simultanea di un 
altro fotone œ’. In questo processo l’atomo può ritrovarsi o al livello 
energetico discreto iniziale o ad un altro livello discreto qualsiasi. 
Nel primo caso la frequenza del fotone non varia (diffusione Rayleigh), 
mentre nel secondo essa varia della quantità 


o — o = FE, — E, (60,1) 


dove E£,, E, sono le energie iniziale e finale dell’atomo (diffusione 
Raman o diffusione combinata)'). 

Poiché l'operatore di perturbazione elettromagnetica non ha 
elementi di matrice per transizioni con variazione simultanea di due 
numeri di occupazione fotonici, l’effetto di diffusione compare solo 
nell’approssimazione del secondo ordine della teoria delle pertur- 
bazioni. Questo effetto va considerato come se avvenisse attraverso 
determinati stati intermedi, i quali possono essere di due tipi. 

I. Il fotone k viene assorbito, l’atomo passa in uno dei suoi possi- 
bili stati £,; nella successiva transizione allo stato finale viene 
emesso il fotone K’. 

II. Viene emesso il fotone K’, l'atomo passa nello stato £,; nella 
transizione allo stato finale viene assorbito il fotone k. 

Come elemento di matrice per il processo esaminato si deve 
considerare la somma (vedi III (43,7)) 


pv VanVi, 
rat ta). na 


dove l’energia iniziale del sistema «atomo + fotone» è &, = 
= E, + ©, e le energie degli stati intermedi sono 


€=En Er = Enr toto. 


1) In questo capitolo le grandezze relative agli stati iniziale e finale del 
sistema diffusore verranno munite degli indici 4 e 2. 
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V...sono gli elementi di matrice di assorbimento del fotone k, V'.. 
sono gli elementi di matrice di emissione del fotone K’; dalla somma- 
toria su n lo stato iniziale viene escluso (per questo abbiamo apposto 
l’apice al simbolo di sommatoria). La sezione d'urto di diffusione è 
w’? do' 
do =2n|V., Pas (60,3) 
dove dg” è l'elemento di angolo solido per la direzione %'!). 
Supporremo che le lunghezze d’onda dei fotoni iniziale e finale 
siano grandi rispetto alle dimensioni a del sistema diffusore. In 
relazione a ciò, considereremo tutte le transizioni nell’approssima- 
zione di dipolo. Se gli stati dei fotoni si descrivono con onde piane, 
a questa. approssimazione corrisponde la sostituzione dei fattori ei” 
con l’unità. Allora le funzioni d’onda dei fotoni (nel gauge trasver- 
sale tridimensionale) sono 


` Aea = V in —— e-iot P V AR A 
ew vV V20 $ Avo V V 2o 
Nell'ambito delle condizioni esposte, l'operatore di interazione 
elettromagnetica può essere scritto nella forma 


V= —dE, (60,4) 


dove E = —A è l’operatore del campo, e d è l'operatore del momento 
di dipolo dell'atomo (analogamente all'espressione classica per 
l'energia di un sistema di piccole dimensioni in un campo elettrico; 
vedi II, $ 42). Gli elementi di matrice di questo operatore sono 


Vm = —iV210(edn), Vin=iV 210 (e'*An). 


Sostituendo queste espressioni nelle (60,2-3), otteniamo la sezione 
d'urto di diffusione (che scriviamo in unità ordinarie) 2) 


= (dane'*) (dnie) | (dane)(Anie'*) \ |2 008 ,, 
do=| > Oni — 0 T Onz t0 zaa 40 ’ 
n 


(60,5) 
han =En-E,, hong = En — Ez. 


La somma è estesa a tutti i possibili stati dell’atomo, inclusi gli 
stati dello spettro continuo (gli stati 1 e 2 vengono automaticamente 


1) L'energia luminosa dI’, diffusa (in 1 s) nell'angolo solido do’, si esprime 
attraverso l'intensità / (densità del flusso di energia) della luce incidente me- 
diante la relazione 


r 
dľ' =I ® do. 
(0) 


2) Questa formula fu ottenuta per la prima volta da H. A. Kramers e 
W. Heisenberg (1925). 
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esclusi dalla somma poiché i rispettivi elementi di matrice sono 
nulli: di = das = 0). 
Introduciamo la notazione!) 


d n di n n n 
(Cin) = bi (Cdm Cali Dan (Chl : Eelim s ] (60,6) 


n 


(i, k = x, y, z sono indici vettoriali tridimensionali). Usando questa 
relazione, riscriviamo la formula (60,5) nella forma 
do =W (0 + 0,9)? | (Cindai eer j do’. (60,7) 


La notazione (60,6) si giustifica con il fatto che questa somma può 
effettivamente essere rappresentata come elemento di matrice di un 
certo tensore. Il modo più semplice per convincersi di questo è di 
introdurre una grandezza vettoriale b, il cui operatore soddisfa 
l’equazione 


i} to)b=d. 
(i 


I suoi elementi di matrice sono 


bai = dni dt don 
ni TOO , 2n ~ OF Onz , 
e quindi 
(Cin)21 = (badi — dibr )z4- (60,8) 


Chiameremo gli elementi di matrice (c;2),, tensore di diffusione della 
luce. 

Da quanto detto segue che le regole di selezione per la diffusione 
coincidono con le regole di selezione per gli elementi di matrice di 
un tensore qualsiasi di rango 2. Notiamo subito che se il sistema 
gode di un centro di simmetria (e quindi i suoi stati possono essere 
classificati secondo la parità), allora le transizioni sono possibili 
solo tra stati della stessa parità (ivi comprese transizioni senza cam- 
biamento di stato). Questa regola è l’opposto della regola di selezione 
relativa alla parità nella radiazione (di dipolo elettrico), cosî che 
ha luogo un divieto alternativo: le transizioni, permesse nella radia- 
zione, sono vietate nella diffusione, e le transizioni, permesse nella 
diffusione, sono vietate nella radiazione. 

Scomponiamo il tensore c; in parti irriducibili 


Cin = Cin + ci, +0%, (60,9) 


1) La maggior parte dei risultati esposti nei $$ 60-62 appartiene principal- 
mente a G. Placzek (1931-1933). 
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dove 


(Cin + Cri) — Sin (60,10) 


Cin = 
1 
ca= (cin — Cri) 


sono, rispettivamente, uno scalare, un tensore simmetrico (di traccia 
nulla) e un tensore antisimmetrico. I loro elementi di matrice sono 
1 ® ® 
(O) = J) —_ tene e (di)an (dino (60,11) 
3 (Oni 
n 


— 0) (Onz + 0) 
ga Oni Ono 
(GAR FD > (Oni — 0) (0n2 + 0) x 


X [(di)zn (dr)ni + (Arlon (dinal — (c°)21 din, (60,12) 


204 049 (di)on (dr)n1 — (dr)2n (di)ni 
(qu D onora) (0019) 

Studiamo ora alcune proprietà del tensore di diffusione nei casi 
limite di piccole e grandi frequenze del fotone!). 

Per la diffusione Rayleigh (œ, = 0) la parte antisimmetrica del 
tensore per © + 0 si annulla (per la presenza del fattore © davanti 
alla somma (60,13)). La parte scalare e la parte simmetrica del 
tensore di diffusione, invece, per œ + 0 tendono a limiti finiti. In 
relazione a ciò, la sezione d’urto per piccoli œ è proporzionale a @*. 

Nel caso opposto, quando la frequenza œ è grande rispetto a tutte 
le frequenze @nı € 0,3, essenziali nella (60,6), noi dobbiamo tornare 
alle formule della teoria classica (ovviamente per la lunghezza 
d'onda deve sempre valere la relazione A > a). Il primo termine dello 


` 


sviluppo del tensore di diffusione in potenze di 1/% è 


L DI M4a)an (di)ni — (di)en (dr) = L (dad; — didz)z4 


e si annulla a causa della commutatività degli operatori d;, da- 
Il successivo termine dello sviluppo è 


(inzi = 7 D) Won (da)en (di)n1 — (dien n1 (da) = 


1 . . 
"02" (dd; = d;d,)x,. 


1) Il caso della risonanza (quando œ è vicina a una delle frequenze Ona 
© n) verrà considerato al $ 64. 
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Usando la definizione d= Y}er (la somma è estesa a tutti gli elettroni 
dell'atomo) e le regole di commutazione tra gli impulsi e le coordi- 
nate, otteniamo 
Ze? 
(cina = — A irs (Cina =0, (60,14) 


ma? 


dove Z è il numero totale degli elettroni del sistema. In tal modo, nel 
limite delle grandi frequenze, nel tensore di diffusione rimane solo 
la parte scalare, e la diffusione ha luogo senza cambiamento dello 
stato del sistema (cioè la diffusione è completamente coerente, vedi 
più avanti). In questo caso, la sezione d’urto di diffusione è 


do=r2Z2|e*e | do', (60,15) 


dove re = e*/m. Sommando sulle polarizzazioni del fotone finale, 
otteniamo la formula 


do =r} Z? {1 — (en’)?} do’ =r} Z2 sen? 0 - do’, (60,16) 


che coincide effettivamente con la formula classica di Thomson 
II (80,7) (0 è.l’angolo tra la direzione di diffusione e il vettore pola- 
rizzazione del fotone incidente). 

Consideriamo ora la diffusione della luce da parte di un insieme 
di N atomi identici, contenuti in un volume, le cui dimensioni 
sono piccole rispetto alla lunghezza d’onda. Il tensore di diffusione 
associato a un tale insieme sarà uguale alla somma dei tensori di 
diffusione relativi a ciascun atomo. Occorre, però, tenere presente che 
le funzioni d'onda (mediante le quali si calcolano gli elementi di 
matrice del momento di dipolo) di più atomi identici, considerati 
simultaneamente, non si possono considerare semplicemente uguali. 
Le funzioni d’onda sono per definizione determinate a meno di un 
fattore di fase arbitrario, e questi fattori sono peculiari di ogni 
atomo. La sezione d'urto di diffusione deve essere mediata rispetto 
ai fattori di fase di ciascun atomo separatamente. 

Il tensore di diffusione (c;x),, di ciascun atomo contiene il fattore 
ei(#1-92, dove P, e P, sono le fasi delle funzioni d'onda degli stati 
iniziale e finale. Per la diffusione Raman gli stati 1 e 2 sono diffe- 
renti, e questo fattore è differente dall'unità. Nel quadrato del modulo 


| ei er > (Cirat È 


(sommatoria estesa a tutti gli N atomi) i prodotti dei termini della 
somma, relativi ad atomi differenti, contengono fattori di fase che 
si annullano quando si esegue separatamente la media sulle fasi 
degli atomi; rimangono solo i quadrati dei moduli di ciascun ter- 
mine. Questo significa che la sezione d’urto di diffusione totale da 
parte di N atomi si ottiene moltiplicando per N la sezione d’urto di 


x 


diffusione di un singolo atomo (la diffusione è incoerente). 


DIFFUSIONE DELLA LUCE 273 


Se, invece, gli stati iniziale e finale dell’atomo coincidono, allora 
i fattori ei(91-?2 sono uguali all'unità. In questo caso sarà l’ampiez- 
za di diffusione per un sistema di N atomi a differire di un fattore N 
dall’ampiezza di diffusione per un singolo atomo, mentre la sezione 
d'urto di diffusione differirà a sua volta di un fattore N? (la diffu- 
sione è coerente). Se il livello energetico dell'atomo non è degenere, la 
diffusione Rayleigh sarà, in tal modo, completamente coerente. 
Se, invece, il livello energetico è degenere, avrà luogo anche la dif- 
fusione Rayleigh incoerente, generata dalle transizioni dell'atomo tra 
i diversi stati reciprocamente degeneri. Notiamo che quest’ultimo 
fatto è un effetto puramente quantistico: nella teoria classica una 
diffusione senza variazione di frequenza è già coerente. 

Il tensore di diffusione coerente è dato dall’elemento di matrice 
diagonale (c;x);;: indichiamolo con &;x (tralasciando, per semplicità, 
l'indice con il quale si indica lo stato dell'atomo). Dalla (60,6) 
abbiamo 

ain (0) = (cin) = DI [fili (ini p (lin (at, (60,17) 
n 


Ong  ® Oni +0 


Notando che (d;),, = (d:i) è facile vedere che questo tensore 
è hermitiano!): 
Qik = ii. (60,18) 


Questo significa che la sua parte scalare e quella simmetrica sono 
reali, mentre la parte antisimmetrica è immaginaria. Notiamo che la 
parte antisimmetrica è chiaramente nulla, se l'atomo si trova in uno 
stato non degenere; la funzione d’onda di tale stato è reale?), e quindi 
sono reali anche gli elementi di matrice diagonali. 

Il tensore a; è connesso con la polarizzabilità dell'atomo in un 
campo elettrico esterno. Per stabilire questa connessione, calcoliamo 
la correzione al valore medio del momento di dipolo del sistema, se 
quest’ultimo è posto in un campo elettrico esterno 


3 (Ee-i0t4 E*eiot). (60,19) 


1) Questo risultato è connesso al fatto che noi trascuriamo la larghezza 
naturale della riga, e quindi anche la possibilità di assorbimento della luce inci- 
dente; vedi $ 64. 

2) Ricordiamo che questo fatto è connesso con la simmetria rispetto al 
cambiamento di segno del tempo (si sottintende che non ci sia un campo magne- 
tico esterno). Per la sostituzione # con —# la funzione d'onda di uno stato stazio- 
nario p viene sostituita con y*, cioè p e pt descrivono ambedue degli stati possi- 
bili con la stessa energia. Da qui discende che, se il livello non è degenere, allora 
y e p* devono coincidere (a meno di un inessenziale fattore di fase), e di conse- 
guenza y può essere sempre definita come una funzione reale. Se invece il livello 
è degenere, allora per coniugazione complessa le funzioni d'onda, relative ad 
uno stesso livello, si trasformano tra loro, e quindi non sono obbligatoriamente 
reali. 
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Si può usare a questo scopo la nota formula della teoria delle pertur- 
bazioni (vedi ITI, $ 40): se su un sistema agisce la perturbazione 


V = Fe-żot + Fietot, 
allora la correzione del primo ordine agli elementi di matrice diago- 
nali di una grandezza f è uguale a 
Op Op 
(1) S Pinta Initin -iot 
RO=- D+] 
n 


0 0) 
pet sati | aet} ` 
Ont O Oni 0 


Nel caso considerato 
=—4 dE, 


e la correzione all'elemento di matrice diagonale del momento di 
dipolo risulta uguale a 
af} = 4 (de-t01 4 d*eo), (60,20) 


a B 


dove & è un vettore di componenti 
di = ;pEn (60,21) 


Dall’ultima formula si vede che il tensore di diffusione Rayleigh 
coerente a;,(0) rappresenta anche il tensore di polarizzabilità del- 
l'atomo in un campo di frequenza œ. Per œ = 0 la formula (60,21) 
diventa la formula III (76,4) con tensore di polarizzabilità statica 
&;:(0), nella forma in cui esso è determinato nell’ordinaria teoria 


delle perturbazioni in un campo costante. 


PROBLEMI!) 


4. Calcolare la probabilità di emissione simultanea di due fotoni da parte 
di un atomo (M. Goppert-Mayer, 1931)?). 


1) Nei problemi sono usate le unità ordinarie. 

2) La probabilità di emissione di due fotoni œ e œ’ è di solito molto piccola 
rispetto alla probabilità di emissione di un solo fotone di frequenza œ + o. 
Un'eccezione è costituita dai casi in cui le regole di selezione vietano il secondo 
processo e permettono il primo. Tali sono, ad esempio, le transizioni tra due stati 
di J = 0, peri quali qualsiasi processo di emissione di un solo fotone è vietato 
rigorosamente. Un altro esempio è costituito dalla transizione dal primo stato 
eccitato dell'atomo di idrogeno (2s;/5) allo stato fondamentale (15/3). Per la 
radiazione E1 questa transizione è rigorosamente vietata dalla regola di selezione 
relativa alla parità. Essa è vietata (se si trascura l'interazione spin-orbita molto 
debole) anche per la radiazione M4; il momento magnetieo, in questo caso (1=0), 
è una quantità puramente spinoriale, e il suo elemento di matrice si annulla in 
virtà della mutua ortogonalità delle funzioni orbitali di numero quantico prin- 
cipale differente. La vita media del livello 25/3, relativa all'emissione di due 


fotoni, è ® 1/7 s. 
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Soluzione. L'emissione di due fotoni è, come anche la diffusione, un processe 
del secondo ordine nella teoria delle perturbazioni. La probabilità cercata diffe- 
risce dalla (60,5) soltanto per 1) la sostituzione œw + — 0, e+ e* (emissione di 
un fotone œ al posto del suo assorbimento), 2) il fattore addizionale 


dk 2 do do 
Ra) © (20)8 
In tal modo, la probabilità di radiazione (nell’unità di tempo) è 


d0=|S [tene (dnse*) , (done) Aneh 2, 


Oin — O Qin — o 


ows a 
xX Ten)? ene do do' do (13 


(0 + o = o). Sommando questa espressione sulle polarizzazioni dei fotoni 
e integrando sulle direzioni di uscita, otteniamo 


__ 8 (dilan (dr)ni | (dan (da) |2 0303 
si 9a | DÒ Qin — O + Qin — o’ | | h2c6 dar 
n 


2. Calcolare la sezione d’urto di « diffusione forzata »: il fotone incidente k 
rimane invariato, ma sotto la sua azione l’atomo emette due fotoni, un fotone 
dello stesso tipo k e un fotone « diffuso » Kc’. 

Soluzione. La probabilità del processo considerato differisce dalla probabi- 
lità (1), trovata i problema 4 per l'emissione simultanea di due quanti, per H 
fattore N,,, dove Npe è il numero di fotoni della luce incidente di dati k, e. 


La densità del flusso di fotoni incidenti è uguale a 


dk 02 
dI=cNpe ai — ke Bric do do. 


Esprimendo il fattore N,, mediante d/ e dividendo per d/ la probabilità del 
processo, otteniamo la sezione d'urto 


i (done'*) (An:e*) , (dane*)(dn1e'*) ]|2 003 _, 
do=| 3 [ Qin -® T Oin — o’ ] h2c4 ved 
n 


Qui œ è la frequenza dei fotoni incidente e « forzato », w’ è la frequenza del foto- 
ne diffuso (w + 0’ = @;2). 

3. Calcolare la probabilità di diffusione elastica di un elettrone (non relati- 
vistico) da parte di un’onda luminosa stazionaria quasi-monocromatica 
(P. L. Kapitsa, P. A. M. Dirac, 1933). 

Soluzione. Un’ondà stazionaria può essere considerata come composta da 
un insieme di fotoni di impulso k e —k (e di identiche polarizzazioni). La diffu- 
sione di un elettrone può essere considerata come l'assorbimento di un fotone X 
e l'emissione forzata di un fotone —K; per effetto di questi due processi l’impulse 
dell’elettrone p riceve l'incremento 24%, ruotando (senza variazione del modulo) 
di un angolo 0: | p | sen (0/2) = o/c. La probabilità di questo processo si può 
ricavare dalla sezione d’urto di diffusione Thomson (60,15) 


do=r?|e'*e |? do'=r2 do’ 
moltiplicando quest’ultima per la densità del flusso di fotoni di impulso & e per 


il numero di fotoni di impulso — k. 
18* 
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La densità del flusso di fotoni di frequenza compresa nell’intervallo do è 
uguale a 
cU u do 
2ħo ’ 


dove U» do è la densità di energia nell’ onda stazionaria nell’ intervallo spettrale 
do (il fattore 1/2 tiene conto del fatto che l'energia dell'onda è divisa esattamente 
tra fotoni di direzioni opposte). Gli impulsi Æ di tutti i fotoni, che formano 
londa stazionaria, sono paralleli ad una determinata direzione n (« direzione » 
dell'onda stazionaria). In altre parole, la densità di energia, come funzione della 


frequenza e della direzione n’ dei fotoni, è uguale a U., = UoD — n). 
In relazione a ciò il numero di fotoni —%%è uguale a 
81803 U 
brag ® 
| Ned gna 


(cfr. (44,8)). Per la probabilità di diffusione di un elettrone (in 1 s) otteniamo il 
risultato 


2r3e4 | 
ea De AA 2 
w= 27208 | U? da. 


Il fattore 0-4 è stato portato fuori dal segno di integrale, poiché il grado di 
non monocromaticità Aw è supposto piccolo. Il valore dell’integrale è inversa- 
mente proporzionale a Aw (per una data intensità totale). 


$ 61. Diffusione da parte di sistemi liberamente orientabili 


Se il livello energetico dell’atomo non è degenere, allora la pola- 
rizzabilità e l’intensità della diffusione coerente sono ambedue deter- 
minate dallo stesso tensore a;x = (c;a)11. Se, invece, il livello è dege- 
nere, allora i valori osservati delle grandezze citate si ottengono 
mediando su tutti gli stati relativi al dato livello. La polarizzabilità 
deve essere determinata come il valore medio!) 


Qir = (Cire 


L'intensità osservabile della diffusione invece è determinata dai 
valori dei prodotti 


(Cin)t1 (Cim)i1 


Di conseguenza la connessione tra polarizzabilità e diffusione diventa 
meno diretta. 

Per atomi o molecole liberi (che non si trovano in un campo ester- 
no) la degenerazione dei livelli è connessa solitamente con il momento 
angolare liberamente orientabile nello spazio. Si supponga che lo 
stato iniziale nella diffusione abbia il momento angolare J,, e lo 


1) Sebbene ciascuna delle quantità (cip) possa essere complessa, il loro 
valore medio (per sistemi che non si trovano in un campo magnetico esterno) è 
reale. In effetti, nell'eseguire la media l'insieme delle funzioni d'onda indipen- 
denti (relative ad un dato livello degenere) si può scegliere arbitrariamente, e 
quindi si può sempre fare in modo che tutte le funzioni siano reali. 
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stato finale il momento J,. Come al solito, la sezione d'urto di dif- 
fusione deve essere mediata su tutti i valori della proiezione M, 
e sommata sui valori di M,. Dopo la prima operazione, la sezione non 
dipende più da M,, e quindi la successiva somma si riduce alla 
moltiplicazione per (27, + 1). In tal modo, per la sezione d'urto 
di diffusione media otteniamo 


do = wc mesenei eh do', (61,1) 
dove 
1 ———_—t 
cia = FT S) (Cindi (Cim)ž1 = (272 + 1) (Cinza (Cim)$1 > (64,2) 
MMo 


e la soprallineatura con l’indice 1 significa la media su M,. 

Per la diffusione Rayleigh gli stati 7 e 2 sono relativi ad uno 
stesso livello energetico (0, = 0). Se si tratta solo di diffusione 
coerente, allora gli stati Z e 2 devono coincidere completamente, 
deve cioè essere M, = M,. La sommatoria su M,, e con essa anche 
il fattore 27, + 4, spariscono dalla formula (61,2): 


— i 
csoer = (Cini (Com) - (61,3) 

Il risultato di questa media può essere scritto senza calcoli 
particolari, se si tiene presente che la media su M, è equivalente 
alla media su tutte le orientazioni del sistema, e quindi il valore 
medio può esprimersi solo mediante il tensore unità ô;p. Diversi da 
zero possono risultare solo i valori medi dei prodotti di componenti 
della parte scalare, simmetrica e antisimmetrica separatamente; 
è chiaro che mediante il tensore unità non si possono comporre espres- 
sioni, che possano, per le loro proprietà di simmetria, corrispondere 
ai prodotti incrociati. In tal modo, otteniamo 


ci, = GIS dim + CRD + ee, (61,4) 
dove 
— i 
Ga =(2J2+ 1) | (al? , 
—— i 
20s = (2a 1) (csp) (Cn) > (61,5) 


iklm 
EE 
cla — (2J a + 1) (c3, )21 (Cfa)21 - 


In altre parole, la sezione d’urto (e con essa l'intensità) di diffusione 
da parte di un sistema liberamente orientabile si scinde nella somma 
di tre parti indipendenti, che noi chiameremo diffusione scalare, 
simmetrica e antisimmetrica. 

Ognuno dei tre termini nella (61,4) si esprime mediante una sola 
quantità indipendente. La diffusione scalare si esprime mediante la 
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quantità G3, e per la ba) simmetrica e antisimmetrica abbiamo 


2 ` 
cale =} Gu (8::8nm + Simba -35 d:x drm) ’ 


Cihim 


nni 
G21 = (2J 2 4- 1)(cia)a (IA) ; 


(2i)a 1 a (61,6) 
Cihim =p G24 (0110xm — Cimbri); 


21 = (2J 2 + 1) (cia) (ha 


(la combinazione dei tensori unità si forma secondo le proprietà di 
simmetria, e quindi il coefficiente generale si trova contraendo sulle 
coppie di indici il e km). 

Sostituendo le formule (61,4-6) nella (61,1) si trova la seguente 
espressione per la sezione d'urto di diffusione: 


do =00" {Gh le" te P+- Gi: (1+le'e p— Flee p) + 
+4 6% (1—le'e P} a”. (61,7) 


Questa formula determina in forma esplicita le dipendenze angolari 
e le proprietà di polarizzazione della diffusione. 

La sezione d'urto di diffusione totale rispetto a tutte le direzioni, 
sommata sulle polarizzazioni del fotone finale e mediata sulle pola- 
rizzazioni e sulle direzioni di incidenza del fotone iniziale, si ricava 
con facilità direttamente dalla (61,1). A questo scopo notiamo che 


“ir 1 
eden =z Sinn 


sia che la media venga eseguita sulle polarizzazioni che sulle dire- 
zioni di propagazione del fotone (invece la somma su queste quantità 
darebbe corrispondentemente un risultato di 2-4 volte maggiore). 
Otteniamo cosí 


pe , 8 Ù 8 a 
o= iT oohh = FE 00° (362, +G +G). (61,8) 


Abbiamo già detto prima che le regole di selezione per la diffu- 
sione coincidono con le regole di selezione per gli elementi di matrice 
di un qualsiasi tensore di rango 2. Dal momento che l'intensità di 
diffusione si scompone in tre parti indipendenti, è opportuno formu- 
lare queste regole per ciascuna di queste parti separatamente. 

Le regole di selezione per la diffusione simmetrica coincidono con 
te regole di selezione per la radiazione di quadrupolo elettrico, 
poiché quest’ultima è anch'essa determinata da un tensore simmetrico 
irriducibile (il tensore dei momenti di quadrupolo). Per la diffusione 
antisimmetrica le regole di selezione coincidono con quelle per la 


DIFFUSIONE DELLA LUCE 279 


radiazione di dipolo magnetico, poiché ambedue i processi sono 
determinati da un vettore assiale; ricordiamo che un tensore anti- 
simmetrico è equivalente (duale) ad un vettore assiale!). Esiste, 
tuttavia, una differenza che consiste nel fatto che gli elementi 
di matrice diagonali, i quali nel caso radiativo danno i valori medi 
dei momenti elettrici e magnetici (e non corrispondono a transizio- 
ni radiative), nel caso della diffusione sono essenziali: essi sono rela- 
tivi alla diffusione coerente. 

Per la diffusione scalare le regole di selezione coincidono con le 
regole analoghe per gli elementi di matrice di qualsiasi grandezza 
scalare. Questo significa che sono possibili transizioni solo tra stati 
di uguale simmetria. In particolare, devono essere uguali i valori del 
momento angolare totale J e la sua proiezione M (gli elementi di 
matrice diagonali in M non dipendono dal numero M; vedi III 
(29,3)). Per la diffusione Rayleigh, quindi, gli stati Z e 2 devono 
coincidere completamente (non solo nell’energia, ma anche nel 
numero M), e di conseguenza la diffusione Rayleigh scalare è com- 
pletamente coerente. Inversamente, poiché nella diffusione scalare 
tutti gli stati in ogni caso si combinano tra loro, nella diffusione 
coerente c’è sempre una parte scalare. 

Analogamente alla media, eseguita prima, della sezione d'urto 
di diffusione, per un sistema liberamente orientabile nello spazio 
deve essere effettuata la media sulle direzioni del momento angola- 
re J, anche del tensore di polarizzabilità. Questa operazione è molto 


x . 


semplice: è evidente che 


1 1 
Qir = (Cindia = (h)a Sino 
Le parti simmetrica e antisimmetrica del tensore di diffusione 
nella media vengono a mancare: Ô; è il solo tensore isotropo di 
rango 2. 

Prima abbiamo notato che gli elementi di matrice diagonali di 
uno scalare non dipendono dal numero M,. Perciò il segno di media 
sopra (c°),, si può omettere (e calcolare questo elemento per un qual- 
siasi valore di M,), e quindi per la polarizzabilità troviamo 


Cin =(c%)11 dino (61,9) 


Per la stessa ragione il segno di media si può omettere anche nella 
quantità G°,,, che determina la parte scalare della diffusione coe- 
rente: 


Gi; =| (P); e = (c9)î, (61,10) 


1) Si parla qui, ovviamente, di quelle regole di selezione, che sono connesse 
ad una simmetria, e non alla forma concreta del vettore assiale nel caso di 
radiazione; il vettore momento magnetico contiene una parte di spin, mentre nel 
caso della diffusione si parla di elementi di matrice di grandezze di natura pura- 
mente orbitale. 
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(il fattore 27, + 1 è stato omesso in corrispondenza con la (61,3)). 
In tal modo, si stabilisce una semplice connessione tra la polarizza- 
bilità media e la parte scalare della diffusione coerente. Ambedue 
queste grandezze sono determinate dalla quantità 


2 n 
(=A E |dni it (61,11) 


® 
2 — 02 
op — O 


PROBLEMI 


1. Trovare la distribuzione angolare e il grado di depolarizzazione nella 
diffusione di luce polarizzata linearmente. 

Soluzione. Sia 0 l'angolo tra la direzione di diffusione n’ e la direzione di 
polarizzazione e della luce incidente. La luce diffusa contiene due componenti 
indipendenti, polarizzate nel piano n’ e (intensità /,) e nel piano perpendicolare 
(intensità /,); il grado di depolarizzazione è dato dal rapporto /,//y. Le 
intensità J} e Z, si determinano secondo la formula (61,7) con il vettore e’ 


diretto opportunamente. 
Per la diffusione scalare la luce rimane completamente polarizzata nello 


stesso piano (Z = 0), e la distribuzione angolare dell’intensità è 
= 3 son? 
= 7-5en 0. 


(Qui e nel seguito le espressioni per 7 = I, + I, sono normalizzate in modo da 
ottenere l’unità mediando sulle direzioni). Per la diffusione simmetrica abbiamo 
3 Ig 3 

== 2 —_— zecca 
i 20 (05E sen? 9), I 3+sen20° 


Per la diffusione antisimmetrica troviamo 
3 I 41 
= 2 ii a 
d 4 (Lagos 0), I,  cos20' 


2. Determinare le stesse quantità per la diffusione di luce naturale. 
Soluzione. Il passaggio nella formula (61,7) a luce incidente naturale (non 
polarizzata) si realizza con la sostituzione 


1 
eek >7 (dia — nina), 


cioè si esegue la media sulle direzioni di polarizzazione e per una data direzione 
di incidenza. La luce diffusa sarà parzialmente polarizzata, e da considerazioni 
di simmetria è evidente che le due componenti indipendenti saranno polarizzate 
linearmente nel piano di diffusione n, n’ (intensità 7 i e nel piano perpendico- 


lare (intensità Z  ). Indichiamo l’angolo di diffusione (l'angolo tra n e n’) con è. 
Per la diffusione scalare abbiamo 


I=I, +1,=3 (1-4+ cos? ĝ), T= cos? è. 
Per la diffusione simmetrica 
3 9 
I =- (134 cos 8), T — 
e per la diffusione antisimmetrica 


I=È (2+ sen? ð), —-=14 sen? 9. 
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3. Per la diffusione di luce polarizzata circolarmente determinare i coeffi- 
cienti di inversione (cioè il rapporto tra l’intensità della componente polarizzata 
circolarmente nel senso « inverso » e l’intensità della componente polarizzata 
nello stesso senso, che chiameremo « regolare »). 

Soluzione. Nel caso di luce incidente polarizzata circolarmente la distribu- 
zione angolare e il grado di depolarizzazione (il rapporto Iyi) sono gli stessi 


che per la diffusione di luce naturale. 
Siano > (4, i, 0) le componenti del vettore e della luce incidente (nel sistema 


di coordinate con il piano zz coincidente con il piano di diffusione e l’asse z diret- 
to secondo n). Allora per le componenti polarizzate circolarmente « inversa » 
e « regolare » della luce diffusa, i vettori di polarizzazione sono determinati 
dalle relazioni 


e'= = (così, —i, — send) e e’= 1 (cos ®, i, — sen È). 


y2 
Calcolando l'intensità mediante la (61,7) troviamo i coefficienti di inver- 
sione P per i tre tipi di diffusione 


è 

1— cost — 

prat pi 90 pie 2 
2° 13+cost @— 10 così ’ CS 
1_sent— 


(ð è l'angolo di diffusione). 
4. Calcolare la sezione d’urto di diffusione elastica di raggi y da parte 
del deutone (H. A. Bethe, R. Peierls, 1935). È 
Soluzione. Le funzioni d'onda dello stato fondamentale del deutone e dei 
suoi stati dello spettro continuo (deutone disintegrato) sono 


vedi (58,2-3). Il momento di dipolo è d = er/2 (solo il protone, il cui raggio 
vettore è 7/2, ha carica elettrica). Per l'elemento di matrice troviamo 


_ * 3n — x ô 


dir -urtipr gn; VE p 
2 Serey Fn +p 


(l'integrale si calcola mediante la formula (57,6a)). 
Per il tensore di polarizzabilità otteniamo 


2 3 

cd fe EDO BA 

an=] EE Mon Mao Da 
e2 _ f2 ®p0 o PP e2 

— 2Mo 8n={ 3 f oi — è 1 dopl On)  2Mo2 } dine 


Il primo termine è connesso con l’eccitazione virtuale dei gradi di libertà intrin- 
seci del deutone; esso è scritto nella forma (61,11), dove le frequenze sono: 
Opo = (P? + x2)/M. Il secondo termine è connesso con l’azione del campo dell’on- 


da sul moto di traslazione d'insieme del deutone. Poiché questo moto è quasi- 
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«classico, la corrispondente parte del tensore di diffusione è data semplicemente 
-dalla formula (60,14) (con la massa del deutone 2M al posto di m). 
Il calcolo di æ; si riduce al calcolo dell’integrale 


00 
J= 24 dz P i Mo è 
EP Tk a I 

— co 
«Abbiamo 
_1 4 (1 dJo 
ora (7 di Ia 
œo 


J= 24 dz 


Per y < 1 l'espressione integranda ha, nel semipiano superiore della variabile 
complessa z, dei poli nei punti iñ, iV 1} y, iV 1— y; l'integrale J, si calcola 
determinando i residui in questi punti singolari. A conti fatti otteniamo 
3/2 4—32 
Tax a+) b 
2yt 2yt 8y3 yt 

La sezione d'urto di diffusione totale si esprime mediante a; secondo la 

61,8) ed è uguale (in unità ordinarie) a 


baf è \2 4,2 3/2 3/2 i =i. 
s=- (7) -i-ar tali +(1-y"%| per y=- <1. 


L'ampiezza di diffusione per y > 1 (sopra la soglia di dissociazione del deutone) 
si ricava dall’ampiezza per y < 1 mediante rolungamento analitico; per essa 
«compare anche una parte immaginaria, che deve essere positiva, 


_ 3n e2 2 4 2 3/2 
o= (ma) tata 


-32 2 as 
+i zr 12] per y>1. 


2 \2 
Per y > 1 si ottiene o = Zr (ia) , che corrisponde, come era naturale atten- 


‘dersi, alla diffusione (non relativistica) su un protone libero. 
Per la distribuzione angolare della radiazione troviamo 


3 do 
= I 2 — 
do=0 7 (1+ cos? 0) za! 


dove 0 è l'angolo di diffusione. Determinando l'ampiezza di diffusione in modo 
‘tale che do = | f |? do, avremo 
2e2 (p—-1)8/ 2 
Imf(0)== 7a 7 per y>{f. 

Secondo il teorema ottico questa quantità deve coincidere con 00t0t/4, dove 
Otot è la sezione d’urto totale di diffusione anelastica (fotodissociazione) ed 
elastica. Nel caso considerato, però, la sezione d’urto di diffusione elastica è di 
‘ordine più elevato (~e4) della sezione d’urto di dissociazione (~ e, vedila (58,4)), 
e quindi Imf (0) = @Ogiss/4n. Per questa stessa ragione nell’approssimazione 
‘considerata l'ampiezza di diffusione per y <1 (cioè sotto la soglia di dissociazio- 
ne) risulta reale. 
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$ 62. Diffusione su molecole 


La peculiarità della diffusione molecolare è connessa con quelle 
proprietà che sono alla base della teoria dei loro spettri, e cioè con 
la possibilità di esaminare separatamente lo stato elettronico, con- 
siderando nuclei « fissi », e il moto dei nuclei nel campo efficace 
degli elettroni. 

Supponiamo che la frequenza della luce incidente œ sia minore 
dell'energia ©, della prima eccitazione elettronica. Allora nella 
diffusione i termini elettronici non possono eccitarsi. La diffusione 
sarà del tipo Rayleigh o del tipo Raman in relazione all'eccitazione 
dei livelli rotazionali e vibrazionali. 

Supponiamo inoltre che il termine elettronico fondamentale non 
sia degenere (e non abbia una struttura fine). In altre parole, si 
suppone che siano uguali a zero lo spin totale degli elettroni e la 
proiezione del loro momento angolare orbitale totale sull'asse della 
molecola (per molecole del tipo « trottola simmetrica »). Questo 
significa che per molecole biatomiche il termine elettronico fonda- 
mentale deve essere !Z. Come è noto, queste condizioni sono soddi- 
sfatte per gli stati fondamentali della maggioranza delle molecole!). 

Infine, supporremo che la frequenza œ sia grande rispetto agli 
intervalli della struttura nucleare (rotazionale e vibrazionale) del 
termine elettronico fondamentale, e che la differenza @, — © si 
trovi nello stesso rapporto rispetto alla struttura nucleare del termine 
elettronico eccitato. In altre parole, la frequenza della luce incidente 
deve essere sufficientemente lontana da risonanze. Queste condizioni 
permettono, nel calcolo del tensore di diffusione, di fare astrazione, 
in un primo momento, dal moto dei nuclei, e di considerare il proble- 
ma per una data configurazione nucleare. 

Nel problema cosí impostato il tensore di diffusione coincide col 
tensore di polarizzabilità &;x = (c;r);1 e si calcola, in linea di 
principio, secondo la formula generale (60,17), nella quale la somma 
viene effettuata su tutti i termini elettronici eccitati. Le quantità 
@;x trovate in questo modo saranno funzioni delle coordinate della 
configurazione nucleare (dalle quali dipendono, come da parametri, 
le energie e le funzioni d'onda dei termini elettronici). Essendo lo 
stato non degenere, il tensore &;x(g) sarà reale, e quindi simmetrico. 

Il tensore &;, (q) dà la polarizzabilità elettronica di una data 
configurazione nucleare della molecola. Per la soluzione del problema 


1) I risultati esposti nel seguito possono, tuttavia, essere validi (con un 
determinato grado di precisione) anche nei casi in cui la degenerazione del termi- 
ne elettronico fondamentale è connessa con uno spin non nullo, e l’interazione 
spin-orbita è debole (talché si può trascurare la struttura fina da essa generata). 
In questa approssimazione gli stati con differenti orientazioni dello spin non si 
combinano e in questo senso si comportano come stati non degeneri. Tale è, 
ad esempio, il caso della molecola O, il cui termine fondamentale è ®Z. 
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reale della diffusione occorre tenere ancora conto del moto dei nuclei 
negli stati iniziale e finale. Siano ps, (9) e Ys, (g) le funzioni d’onda 
nucleari di questi stati (dove s, e są sono insiemi di numeri quantici 
rotazionali e vibrazionali). Il tensore cercato è dato dall’elemento 
di matrice del tensore a;x (q), calcolato rispetto a queste funzioni 
d’onda: 


(S2 | Xin |S) = { P3 (4) Xin (9) Ysi (9) dg. (62,1) 


Dal carattere simmetrico del tensore @;x (q) segue il carattere sim- 
metrico (sia per sı, są uguali che per sj, sy differenti) del tensore 
(62,1). In tal modo, siamo arrivati alla conclusione che, con le con- 
dizioni citate, la parte antisimmetrica mancherà sia nella diffusione 
Rayleigh che nella diffusione Raman. La diffusione conterrà solo 
una parte scalare e una simmetrica. 

La parte scalare della polarizzabilità @° (q) non dipende dal- 
l’orientazione della molecola, ma dipende soltanto dalla disposi- 
zione interna degli atomi. Indichiamo con v l’insieme dei numeri 
quantici vibrazionali della molecola, e con r l'insieme dei numeri 
rotazionali, ad eccezione del numero magnetico m. Allora gli ele- 
menti di matrice assumono la forma 


(Vrm, | 2° | varamy) = (Vz | a° l Vi) Sr.r,Omima (62,2) 


Il fatto che gli elementi di matrice siano diagonali in r, m è una 
proprietà comune di ogni scalare. La peculiarità della (62,2) con- 
siste nel fatto che questi elementi, nel nostro caso, non dipendono 
dai suddetti numeri. Quindi, la diffusione scalare ha luogo solo per 
transizioni puramente vibrazionali e non dipende dallo stato rota- 
zionale. 

La diffusione simmetrica è determinata dagli elementi di matrice 
del tensore aj. Le sue componenti rispetto al sistema di coordinate 
fisso xyz si esprimono mediante le componenti @î.x. nel sistema Ent 
solidale con la molecola, secondo la formula 


cin = 2i Qin DiriDyr (62,3) 


YR’ 


dove D;.; sono i coseni direttori dei nuovi assi rispetto ai vecchi. 


Le quantità aî,. non dipendono dall’orientazione della molecola, 
e D;:; non dipende dalle coordinate interne di essa. Perciò abbiamo 


(Var ama | Qik | varam) = di (va | Qin lvi) xX 
i , 


X (ramo| Disi | ram) (roma l Dr’r | rım). 
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La somma dei quadrati dei moduli di queste quantità, rispetto 
a ram, è uguale, come è facile convincersi, al) 


DI bi | (vgrama | aik | vrama) Ra >, | (va | Cine | vi) |. (62,4) 


more ik 


Questo significa che l'intensità totale di diffusione, con transizioni 
da un dato livello vibro-rotazionale vr, a tutti i livelli rotazionali 
dello stato vibrazionale v, non dipende da ri. 

Per molecole tipo trottola simmetrica si può andare oltre e stabi- 
lire la dipendenza dell’intensità di diffusione dai numeri quantici 
rotazionali per ciascuna transizione Vir; > Vga. Numeri quantici r 
sono, in questo caso, il momento angolare J e la sua proiezione k 
sull'asse della molecola. Introduciamo, al posto delle componenti 
cartesiane «$p, il corrispondente tensore sferico di rango 2, di cui 
indichiamo le componenti con a,(A = 0, +1, +2). Secondo la III 
(110,7) i quadrati dei moduli dei suoi elementi di matrice sono 


i Ja 2 J,\? 
aaa laine) 


/ D- JR ea f 
i m a m) lalo B, 


dove &,/(q) è il tensore sferico di polarizzabilità, relativo agli assi 
solidali con la molecola, ~ = k — kı. Sommando su Mm, e à = 
= M, — m, (per un dato m), otteniamo (cfr. con la III (110,8)) 


DI | WJ zkam | az | vJ ikim) |? = 
mÀ 


Ja 


2 J,\? = 
Sento (k e p) Veline. (625) 


Questa quantità determina l'intensità di diffusione accompagnata 
dalla transizione roto-vibrazionale v,Jik, > VaJ oko. Poiché gli 
elementi di matrice (v | @, | vı) non dipendono affatto dalla rota- 
zione della molecola, resta di conseguenza determinata la dipendenza 
dell’intensità sia dai numeri J}, J,, che dai numeri k,, ka. Notiamo, 
che nel membro destro della (62,5) compare in tutto una sola compo- 
nente sferica del tensore di polarizzabilità. 


1) Per la trasformazione della somma si ricorre all’uguaglianza 


DI dI (rima | Dj; | Toma) (Tomo Dip: Í rım} = 


ài ramo 


= Crm I DI Dii:Diy | ramy = (ram {Bg l rama) = sipe. 
i 
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Sommando l'uguaglianza (62,5) su J, e k,, otteniamo!) 


Di È |km |a| v ikim) = X | wla lv), 
A Jakomo 2° 
ritorniamo cioè alla regola di somma (62,4). 

Un caso particolare di trottola simmetrica rappresenta il rota- 
tore, che in questo caso è una molecola lineare (in particolare, biato- 
mica). La proiezione del momento angolare sull’asse di questa mole- 
cola è nulla (in uno stato elettronico non degenere di momento ango- 
lare orbitale elettronico nullo)?). In questo caso occorre quindi porre 
nella (62,5) kı = k, = 0. 

Consideriamo infine il problema delle regole di selezione per la 
diffusione vibrazionale Raman contemporaneamente al problema 
analogo per gli spettri vibrazionali di emissione (o di assorbimento) 
della molecola’). 

Per la diffusione il problema si riconduce alla determinazione 
delle condizioni, per le quali sono diversi da zero gli elementi di 
matrice del tensore a;, (q) rispetto alle funzioni d’onda vibrazionali 
P» (q); in questo procedimento è necessario considerare separata- 
mente lo scalare œ ° (per la diffusione scalare) e il tensore simmetrico 
irriducibile aî, (per la diffusione simmetrica). Nella radiazione il 
ruolo analogo è svolto dagli elementi di matrice del vettore & (q), 
che è il momento di dipolo della molecola, mediato rispetto ad uno 
stato elettronico per una data posizione dei nuclei (per le molecole 
biatomiche questo è stato già fatto nel $ 54). 

Le oscillazioni di molecole poliatomiche vengono classificate 
secondo i tipi di simmetria, cioè secondo le rappresentazioni irridu- 
cibili del gruppo puntiforme corrispondente Da, dove a è il numero 
della rappresentazione (vedi III, $ 100). Secondo queste rappresen- 
tazioni si determina anche la simmetria delle funzioni d’onda degli 
stati vibrazionali della molecola (vedi III, $ 101). La simmetria 
delle funzioni d’onda del primo stato vibrazionale (numero quan- 
tico vg = 1) coincide con la simmetria Da del tipo di oscillazione. 
La simmetria degli stati più elevati, invece, (va >1) è data dalla 
rappresentazione [D3], cioè dal prodotto simmetrico della rappre- 


1) Sommando su J, per k, e 2’ fissati (e quindi anche per k, = k 4+-2/), 
abbiamo 
Ja 2 Ja)? 
2J, +1 ( 3-0: 3 
> ( 2+ ) — ko A ka 
{in virti della III (106,13)). Dopo questa operazione viene fatta la somma su ky 


(oppure, ciò che è lo stesso, su &’ = %, — k) per un dato kr. 
2) Noi non consideriamo qui effetti connessi all’interazione delle oscillazioni 


con la rotazione della molecola (vedi III, $ 104). 
3) Questi spettri cadono nel campo infrarosso e si osservano di solito in 


assorbimento. 
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sentazione Da Va volte per se stessa. Infine, la simmetria ‘di stati: 
con eccitazione simultanea di diverse oscillazioni a e b è data dal 


prodotto diretto [D"] x [D}"]"). Il metodo per trovare le regole 
di selezione delle diverse grandezze (scalare, vettore e tensore) rela- 
tive ai tipi di simmetria, è esposto nel vol. III, $ 97. 

Le regole di selezione, basate sulle proprietà di simmetria della 
molecola, sono rigorose. Oltre a queste, esistono anche regole appros- 
simate, connesse con l'ipotesi di armonicità delle oscillazioni e con 
lo sviluppo delle funzioni &;p (q) oppure d (q) in potenze delle coordi- 
nate vibrazionali q. Esse sorgono come una conseguenza della nota 
regola di selezione per l’oscillatore lineare, secondo la quale gli 
elementi”di matrice della sua coordinata; sono differenti da zero solo 
per transizioni con variazione del numero quantico vibrazionale: 
Av = +1 ?). 


$ 63. Larghezza naturale delle righe spettrali 


Finora, nello studio dell'emissione e dell’assorbimento di luce 
noi abbiamo considerato tutti i livelli del sistema (diciamo, dell’ato- 
mo) come rigorosamente discreti. Invece, i livelli eccitati, avendo- 
una probabilità di emettere luce, hanno una vita media finita. 
Secondo i principi generali della meccanica quantistica, questo fatto. 
ha come conseguenza che i livelli diventano quasi-discreti, acqui- 
stando una certa (piccola) larghezza (vedi III, $ 134); essi si scrivono 


nella forma £ —5 iT, dove T (=T/h) è la probalilità totale (in un: 


secondo) di tutti i possibili processi di « decadimento » dello stato- 
considerato. 

Consideriamo ora in quale modo questa circostanza influisce sul 
processo di radiazione (V. Weisskopf, E. Wigner, 1930). E a priori 
chiaro che, poiché la larghezza del livello è finita la luce risulterà. 
non rigorosamente monocromatica: le frequenze cadranno a caso 
nell'intervallo A@ ~ T (= T/A). Ma per misurare la distribuzione 
dei fotoni in funzione della frequenza con una tale precisione,. 
è necessario un tempo 7 > 1/Ao ~ A/T. In questo intervallo di 
tempo il livello decadrà con una probabilità molto elevata. Per 
questa ragione si deve parlare di determinazione della probabilità: 
totale di emissione di un fotone di una data frequenza, e non della 


1) Le proprietà di simmetria delle funzioni d’onda vibrazionali non dipen- 
dono, ovviamente, dalla forma concreta dell'energia potenziale vibrazionale; 
esse non dipendono, in particolare, dall'ipotesi di armonicità delle oscillazioni. 
fatta nel III, $ 101. 

2) Un'’esposizione più particolareggiata dei problemi toccati in questo 
paragrafo si può trovare nei libri: G. P 1 a c z e k, Diffusione Rayleigh e effetto 
Raman, Kharkov, 1935; G. Gertsberg, Spettri vibrazionali e rotazionali 
delle molecole poliatomiche, IL, 1949; M. A. E l j a še v i č, Spettroscopia ato- 
mica e molecolare, Fizmatgiz, 1962. 
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probabilità totale nell’unità di tempo. Calcoliamo questa probabi- 
lità iniziando dal caso della transizione di un atomo da un certo 
livello eccitato 


i 
al livello fondamentale £,, che possiede vita media infinita e quindi 
è rigorosamente discreto. 
Sia Y la funzione d'onda dell'atomo e del campo fotonico, 
H = H°® + V è l’hamiltoniano del sistema, dove V è l’operatore 


di interazione dell’atomo col campo fotonico. Cercheremo la solu- 
zione dell'equazione di Schrödinger 


iS (H+ V) Y (63,1) 


sotto forma di sviluppo in serie di autofunzioni degli stati impertur- 
bati del sistema 


Y= È a (t) YP = ay (t) ey, (63,2) 
v v 
Per i coefficienti a, (t) otteniamo il seguente sistema di equazioni: 


i Ty = Di w] V |v’) av exp {i(£,1— Ev.) 1}. (63,3) 


Sia |v) lo stato di energia &, = E, + @, nel quale l’atomo si 
trova nel suo livello fondamentale £,, e si ha un quanto di data fre- 
quenza ©; indichiamo questo stato col simbolo | @2). All’istante 
iniziale il sistema si trova nello stato | Z), nel quale l'atomo è ecci- 
tato al livello Æ}, e non vi sono fotoni. In altre parole, per # = O, 
deve essere 


a,=1, ay=0 per |v)z£][1). (63,4) 


La soluzione dell’equazione (63,3) trovata con questa condizione 
iniziale darà (con una opportuna normalizzazione delle funzioni 
d'onda) la probabilità che entro il tempo # avvenga la transizione 
1 —> con emissione di un fotone nell'intervallo di frequenze do: 


| aoz (t) |} do. 
A noi interessa la probabilità definitiva per # + co: 
dw =] aaz (œ) |? do. (63,5) 
Per chiarire meglio l'impostazione del problema ricordiamo che 
per determinare la probabilità ordinaria di radiazione (in 1 s) 
accompagnata dalla transizione 7 +2 (senza tener conto della 


larghezza del livello) occorre risolvere l'equazione (63,3) sostituendo, 
in prima approssimazione, tutti gli ay (t) nel membro destro con 
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i valori (63,4). Si studia, quindi, il comportamento della soluzione 
ottenuta per grandi ż (cfr. III, $ 42). Noi possiamo ora precisare il 
senso di questo procedimento: esso vale per tempi piccoli rispetto 
alla vita media del livello eccitato; per grandi # si intendono qui 
tempi grandi rispetto al periodo 1/(E, — E»), ma piccoli rispetto 
a 1/T,. 

Nel nostro caso, in cui invece si considerano tempi confrontabili 
con 41/T,, la funzione a, (#) decresce col tempo secondo la legge 

Ti 


a (t)=e 2 (63,6) 


Quanto alle funzioni ay (t) relative agli stati |v’) che si possono 
avere nel decadimento dell'atomo, esse col tempo crescono. Se dal 
livello Æ, è possibile un decadimento verso diversi livelli dell'atomo 
(oltre a £,), si avranno molte funzioni crescenti ay (t); ognuna di 
esse è relativa ad uno stato, nel quale l'atomo viene a trovarsi in uno 
dei suoi livelli, e si ha un fotone di energia corrispondente. Tutta- 
via, nella parte destra dell’equazione (63,3) rimarrà sempre un solo 
termine: quello relativo a |v’) = | Z). Infatti, poiché gli elementi 
di matrice possono essere diversi da zero solo per transizioni in cui il 
numero di fotoni di una certa energia (quale che essa sia) può variare 
solo di una unità, allora essi sono ovviamente nulli per transizioni 
tra stati che contengono ognuno un fotone di energia diversa. 
In tal modo, per le funzioni a»s (t) abbiamo l'equazione 


t 


i12 — (02|V|1) ei(Ez+0-Eotg, = 


di 
=(02|V|Nexp filo-op)t--Tt}, (63,7) 


(dove @i = £, — E). Integrando con la condizione ags (0) = 
= 0, troviamo 


1— exp {i(0- 012) 91} 
baro (63,8) 


0—-019+3 Ti 
Da qui troviamo la probabilità dw (63,5): 
dv =| (02 |V | 1}} = 


(© — 042)? + r? 

Poiché si ha T, & ©, nel fattore | (02]V|Z)]? si può porre 
© = ©. Allora la quantità 27 | (02|V|Z){? è la probabilità 
ordinaria di radiazione (in 1 s) di un fotone di frequenza @;, che 
possiede anche altre caratteristiche (oltre alla frequenza, direzione 
di propagazione, polarizzazione), delle quali finora, per brevità di 
scrittura, non ci siamo preoccupati. Notiamo che .la dipendenza 
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della probabilità da queste caratteristiche è completamente determi- 
nata dal fattore | (2 | V | Z) |?. In altre parole, il tener conto della 
larghezza del livello non porta a cambiamenti nelle proprietà di 
polarizzazione e nella distribuzione angolare della radiazione. 


La somma 


Tin = 21 X | (@2 |V |2), (63,9) 


calcolata sulle polarizzazioni e sulle direzioni di propagazione del 
fotone, è la probabilità totale ordinaria di radiazione. Nello stesso 
tempo, però, essa è anche quella parte della larghezza del livello Æ, 
(larghezza parziale), che è connessa alla transizione 1 — 2, a diffe- 
renza della larghezza totale T}, formata mediante i contributi di 
tutti i possibili modi di « decadimento » del livello quasi-staziona- 
rio!) dato. 

Eseguendo questa stessa somma per la probabilità dw, otteniamo 
la seguente formula definitiva per la distribuzione della luce irrag- 


giata in funzione della frequenza: 


dw == Wiot gA na (63,10) 


(0—0) +- 


dove Wrot = T1./T1 è la probabilità relativa totale della transi- 
zione 7 —> 2 in esame. Questa è una distribuzione avente la forma 
delle relazioni di dispersione. La forma della riga spettrale, descritta 
dalla formula (63,10), è propria di un atomo isolato fisso ed è chiama- 
ta naturale?). 

Supponiamo ora che anche il livello dell'atomo E, sia eccitato 
con larghezza finita T,. Teniamo conto di questo fatto, supponendo 
che nell'equazione (63,1) nell’hamiltoniano « imperturbato » siano 
inclusi tutti i termini (cioè gli elementi di matrice), che portano al 
decadimento dello stato 2. Allora nella parte destra dell'equazione 
(63,7) l'energia E, viene sostituita con E, — 1/2iT,. Nell’approssi- 
mazione richiesta, la piccola (per piccoli valori di I,) variazione 
di H® non si rifletterà in alcun modo sull’elemento di matrice 
(02 | V |Z). Di conseguenza, al posto della (63,8) otteniamo 


1 
1 —exp i (0 — 019) t— -= (li—T2)t 
{ 2 } . (63,11) 


aaz (t) = (02| ¥ | 1) , 
o— 02+5 (fa T2) 


nsizioni a stati dello spettro continuo, dovute alla 
non sono necessariamente connesse con emissione di 
en) possono decadere emettendo 
llo stato fondamentale (effetto 


1) Notiamo che le tra 
larghezza finita del livello, 
fotoni. I livelli fortemente eccitati (livelli Röntg 
un elettrone formando cosí uno ione positivo ne 


Auger). 
2) Ciò per distinguerla dall’allargamento connesso all’interazione dell’atomo 
to per collisione) o alla presenza, nella sorgente, di 


con altri atomi (allargamen 
atomi che si muovono a velocità differenti (allargamento per effetto Doppler). 
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Lo stato 2, avendo una vita media finita, decade a sua volta 
emettendo un fotone di una certa frequenza œ’, e l'atomo passa 
finalmente al suo stato fondamentale £, (in relazione a ciò, la 
probabilità che l’atomo si trovi nello stato 2, uguale a 
| aws (t) exp (—Tt/2) |}, tende a zero per # + 0c0)!). In questo 
stato finale del sistema, l’atomo si trova, quindi, al suo livello 
fondamentale £, e si ha un fotone per ognuna delle due frequenze 
© e œ. L'ampiezza di questo stato aswo(t) soddisfa un’equazione, 
che differisce dalla (63,7) solo per le notazioni 


da 


220 aaz (00O |V |02) x 


t — i 


X exp {i(E+o+0)t-i(E,+0)t-21}= 
= loz (00°0 | V | 02) exp {i(o'-0m)t-+ t}. 


Sostituendo nella parte destra di questa equazione ay,(1) dalla 
(63,11), integrando (con la condizione iniziale au3(0) = 0) e facendo 
quindi tendere # all’infinito, otteniamo 


doaa = La O| Y |02) x 
o—or +y (PT) 


1 1 
“rasa 
0 —00+ 512 oto —oo+3T1 
a low OLY | 02) (02|V 11) 
(002043 T2) (o+o'— otz Ta) . 


La probabilità di emissione dei fotoni œ e œ’ è 


Div Tas 
dw =| dowo (00) |? do do' ==® 220 % 
x_i _—. (63,12) 


[0-0 +413][(0+0-00+4r1] 


Come doveva essere, questa espressione ha dei massimi molto mar- 
cati per © = Oz € © X Olz 

La forma cercata della riga spettrale, relativa alla transizione 
1-2, si ottiene integrando la (63,12) in dœ’ (da — œ a + œœ). 
L'integrazione si esegue facilmente applicando il teorema dei resi- 


1) Per semplicità supporremo che la transizione dell’atomo 2 + 0 avvenga 
direttamente, senza tappe intermedie. Questa supposizione non ha carattere di 
principio e non si riflette sul risultato finale (63,13). 


19* 
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dui; come risultato otteniamo!) 
Latta. da 1 (63,13) 
(0—©12)2+7 Ti+ T2)? 


dove Wiot = meg la probabilità totale della doppia tran- 


sizione 1 — 2 — 0?). 

La forma della riga (63,13) differisce dalla (63,10) solo per la 
sostituzione di T, con T, + Ty: la larghezza della riga è uguale alla 
somma delle larghezze degli stati iniziale e finale. 

Notiamo che la larghezza della riga non risulta, in generale, 
uguale alla probabilità Tı» della transizione stessa 1—2, 
cioè non è proporzionale all'intensità della riga (come sarebbe invece 
nella teoria classica). Poiché Tı + T,>I1-:, la riga può avere una 
larghezza grande per una intensità relativamente piccola. 


$ 64. Fluorescenza di risonanza 


La larghezza dei livelli nel problema della diffusione della luce 
è molto importante in quei casi, nei quali la frequenza © della luce 
incidente è vicina ad una delle frequenze « intermedie » Ony O Ogn 
(si ha allora fluorescenza di risonanza)?). 

Consideriamo la diffusione Rayleigh da parte di un sistema 
(diciamo, un atomo) nel suo stato fondamentale, cosî che i livelli 
iniziale e finale coincidano e siano rigorosamente discreti. Sia la 
frequenza della luce vicina ad una certa frequenza @n1; dove il livello 
n è eccitato e quindi quasi-discreto. 

Questo problema si potrebbe risolvere col metodo esposto nel 
paragrafo precedente. Questo non è, tuttavia, necessario poiché 
il problema è del tutto analogo al problema, considerato nel vol. II, 
$ 134, della diffusione non relativistica di risonanza su un livello 
quasi-discreto. Secondo i risultati ottenuti in quella sede, l'ampiezza 


1) L’integrazione viene effettuata su un cammino composto dall’asse reale 
©’ e da un semicerchio all'infinito nel semipiano superiore. L'espressione inte- 
granda ha, nel semipiano superiore, due punti singolari: 


, i ; i 
o'=00+ T2 è =00— 0+5 li 
nei quali i residui sono uguali a 
i 2 2 7-1 4 i 2 127.1 
[ (0—02 +512) ++ | © [(o-0n-3) +] . 
2) In casi più complessi (vedi nota a pag. 291) wtot è la probabilità totale 


ditutte le cascate, che iniziano con la transizione 7 + 2 e terminano al livello 0. 
3) Questo problema venne per la prima volta affrontato da V. Weisskopf 


034). 


ilo 
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di diffusione deve contenere un termine con un punto singolare 


ale na 


D'altra parte, per | © — ©, |> I, la formula deve trasformarsi 
nella formula di non risonanza (60,5). È quindi chiaro che la sezione 
d’urto di diffusione che cerchiamo si ottiene semplicemente mediante 
la sostituzione di £, con E, — i/2T, nella formula (60,5), dove ora 
nella somma su n ci si può limitare ai termini di risonanza 


|DI (dane) (dnie) |? 
do= odo. (64,1) 
(oni — 0)? +7 T 


La sommatoria è estesa a tutti gli stati (con diversa proiezione del 
momento M,), relativi al livello di risonanza £,; gli stati Z e 2 sono 
relativi ad uno stesso livello (fondamentale), ma possono differire 
per i valori di M, e M,. 

La sezione d’urto (64,1) è massima per © = @©n;. Come ordine di 
grandezza, il suo valore in questo punto è Omax ~ œtdt/T}. Poiché 
la probabilità di transizione spontanea n + 1, e quindi anche la 
larghezza T,, è proporzionale a ©*d?, per questo valore otteniamo 


1 
Omax TM (64,2) 


e cioè dell’ordine di grandezza del quadrato della lunghezza d’onda 
della luce e non dipende dalla costante della struttura fina. 
Sottolineiamo che poiché l’atomo prima e dopo la diffusione 
si trova ad un livello rigorosamente discreto (quello fondamentale), 
allora anche le frequenze dei fotoni primario e secondario coincidono 
esattamente. Perciò, per un irraggiamento con luce monocroma- 
tica, sarà monocromatica anche la riga diffusa. Se invece la luce inci- 
dente ha la distribuzione spettrale di intensità Z (œ), e se inoltre 
I (œ) varia di poco sulla larghezza T,, allora l'intensità della luce 
diffusa sarà proporzionale a 
ili, (64,3) 
(@— on)? +7 ER 
In altre parole, la forma della riga diffusa coinciderà con la forma 
naturale della riga per emissione spontanea dal livello E,. 
Alla sezione di diffusione (64,1) corrisponde il tensore di diffu- 
sione 


DI (di)an (dn) 


(cina ea (64,4) 
Oni 0-3 in 


2 
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In particolare, il tensore di ‘polarizzabilità è 


DI (iJin (da)na 
Qin = (Cin) = —. (64,5) 
On — 0—7 Tn 


Notiamo subito che, poiché ora nei livelli energetici degli stati 
eccitati intermedi compare anche una parte immaginaria, il tensore 
di polarizzabilità non è più hermitiano. In esso compare anche una 
parte antihermitiana, direttamente connessa, come ora mostreremo, 
con l’assorbimento di luce!). 

Assorbendo un quanto, l’atomo prima o poi finirà per passare 
allo stato fondamentale emettendo uno o più fotoni. Perciò, da 
questo punto di vista, la sezione d’urto di assorbimento è semplice- 
mente la sezione d'urto totale øo; di tutti i processi di diffusione?). 
D'altra parte, secondo il teorema ottico ($ 72), la sezione d’urto si 
esprime mediante la parte immaginaria dell’ampiezza f (0) di diffu- 
sione elastica ad angolo zero secondo la relazione 


o=- 1mf(0). 


L'ampiezza di diffusione elastica del fotone è data, come si vede 
dalla (60,7), dalla quantità 


Í = Daze; eRe 


La diffusione « ad angolo zero » significa nel caso in esame una dif- 
fusione senza variazione dell’impulso e della polarizzazione del 
fotone, cioè e' = e. In tal modo, la sezione d'urto di assorbimento 
di un fotone è data dalla relazione 
Qik — Qka 
Cass = 4nO Im (a;pefer) = 4noežer II ; (64,6) 
che determina il suo legame con la parte antihermitiana del tensore 
di polarizzabilità. 
La formula (64,6) ha un senso classico molto semplice. Il campo 
elettrico Æ compie (in 1 s) su un sistema di cariche un lavoro uguale 


a ) wE = Ed. Rappresentando il campo nella forma (60,19) e il 
momento di dipolo nella forma (60,20-21) e mediando questo lavoro 


1) Notiamo anche che questa formula, chiarisce il senso in cui va intesa 
l'espressione (60,17) in prossimità delle sue singolarità per F — 0. Secondo quan- 
to si è detto, per I + 0 l’espressione per a; (œ) con la sostituzione 0,1 + On — 
— i0 si trasforma nella (60,17). 

2) Sottolineiamo che si parla qui di assorbimento da parte di un sistema, che 
si trova al livello fondamentale stabile. Poiché il tempo dell’osservazione speri- 
mentale è necessariamente limitato, l'impostazione del problema per stati eccita- 
ti sarebbe stata differente. 


a N S  _____——_È———È————__—_—_112=6yTy<TÒCmP—r——=ÉPÈ__———= 
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rispetto al tempo, troviamo 
1 dih — Aki 
DI W | E 2 eer BT 
(E = eE). D'altra parte, se E è il campo della luce incidente, la 
A : sea A 1 
densità media del flusso di energia in esso sarà uguale a 5z |E P, 


e l'energia assorbita dall’atomo (in 1 s) è 
1 
Bn | E ? Casse 


Uguagliando le due espressioni ottenute, troviamo la formula (64,6). 
Sostituendo nella (64,6) il tensore di polarizzazione preso dalla 

(64,5), troviamo la seguente formula per la sezione d’urto di assorbi- 

mento di un fotone di frequenza © vicina alla frequenza ©ni: 


Cass = 4n? 5 | dnie ? o a e (64,7) 
Mn n| (0-@n)?-+7T% | 


Nel limite T, + 0 l’ultimo fattore in questa formula tende alla 
funzione è (© — @©p3), in corrispondenza al fatto che, in questo caso, 
può venire assorbito un fotone di frequenza rigorosamente determi- 
nata. Se sull’atomo cade una luce di densità spettrale e angolare del 
flusso di energia Ixe (cfr. (44,7)), allora la densità del flusso di 


fotoni è uguale a È do do, e per la probabilità di assorbimento 
troviamo 
Ike 
dw do. (64,8) 


(0) 


dass = Cass 
Se la funzione Ike (©) varia di poco sulla larghezza T,, allora inte- 
grando rispetto alle frequenze otteniamo 
dWass = án? DI | dnie {Ike (On1) do. 
n 


Notando d'altra parte che, secondo la (45,5) 
3 3 
dwspont = -zy Dl dine* |? do =Z J) | dme |? do 
Mn Mn 


è la probabilità di emissione spontanea di un fotone di frequenza 
©n,;] si riottiene la formula (44,9). 


PROBLEMA 


Trovare la sezione d’urto di diffusione di risonanza, sommata su tutte le 
polarizzazioni finali e su tutte le direzioni iniziali del fotone, e anche sulle 
proiezioni finali M, del momento angolare dell’atomo (e mediata inoltre sulle 
polarizzazioni del fotone iniziale e sui valori iniziali di M;). 
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Soluzione. Secondo le (61,8), (61,2) e la (64,4), la sezione d’urto cercata è 
1 
2 
} 
(poiché gli stati Z e 2 differiscono solo per i valori di M, e M,, si ha Ja = J,). 


L'espressione tra parentesi graffa si riscrive nella forma 


1 
Cr dI 5 (dondar) (A n/dAn1) 
MM2MnMy: 


81104 1 
e I { (27141) | DI Gen (dns 


(0—-@n1) +7 Ti Mn 


(il quadrato della somma su M, è rappresentato sotto forma di una doppia somma 
su M, e Mn). Le somme 


DI (4,:342n) = X (Andin) 
Mo Mi 


sono diverse da zero solo per M, = Mp’ e coincidono con la quantità 311/408, 
dove T > è la probabilità della transizione n+ 1 (essa è anche una larghezza par- 
ziale del livelto E,). Quindi abbiamo 


1 3 2 
fto et) (FP Ma) , 


e per la sezione d’urto totale troviamo!) 
n T24 


038 1 A (2) 
i (0 — ©n1)? tgr 
dove 
__ WJn+i 
2 (271 +1) 


Se a noi interessa solo la parte coerente della diffusione (gli stati / e 2 coin- 
cidono, cioè M, = Ma), allora nella (1) il fattore tra parentesi graffa deve essere 
sostituito con 


> (di)in (dr)ni ? }=33u Zi 2 (dindas) (dinna) 


Mi MnMy: 


{ 


(cfr. con la (61,3)). In componenti vettoriali sferiche il prodotto scalare si scrive 
dind, = DI (—1)17> (da) in0(d2)p 4: 
À 


esso è diverso da zero solo per Mp = Mn’. Esprimendo gli elementi di matrice 
mediante gli elementi ridotti e introducendo di nuovo le larghezze parziali 
403 1 
E  _————r 2 
Pn 37 a pr LIA), 


1) Come c’era da aspettarsi (per la somiglianza formale dei due problemi), 
questa formula coincide con la formula di Breit — Wigner per la diffusione 
elastica di risonanza di neutroni lenti su un nucleo (vedi III (145,16), (145,18). 
Il fattore g è la probabilità di ottenere il dato valore J, per una composizione 
arbitraria dei momenti del fotone e dell'atomo iniziale. 
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ver Ocoer otteniamo la formula (2) dove 


(Jn) Jn 1J 8% 
— 224,+1) i (Ca À w) £ 


Per i tre casi possibili 
In=Ir A1, 
un calcolo diretto della somma dà 


741 (J1+1)+1 cs ; 
IVI aa In=J #0; 
= | (27, +3) [16 (J1 +1)2—1] Ja=J; +1; 


DEFF ’ 
(J1 —1) (1672 —1) 
307, CJ F”? 


Capitolo VII 


MATRICE DI DIFFUSIONE 


$ 65. Ampiezza di diffusione 


L'impostazione generale del problema delle collisioni consiste 
in questo: per un dato stato iniziale del sistema (una certa collezione 
di particelle libere) occorre determinare le probabilità dei diversi 
stati finali possibili (altre collezioni di particelle libere). Se con 
il simbolo | i) indichiamo lo stato iniziale, allora il risultato della 
‘collisione può essere rappresentato come una sovrapposizione 


2P (IS), (65,1) 


dove la sommatoria è estesa ai diversi stati finali possibili |f). 
J coefficienti di questo sviluppo (f|S|i) (oppure più brevemente 
S;) formano la matrice di diffusione o matrice St). I quadrati 
| S; | danno la probabilità delle transizioni a determinati sta- 
ti |f). 

in assenza di interazione tra le particelle lo stato del sistema 
non subisce cambiamenti e quindi a questo caso corrisponde la 
matrice unità (assenza di diffusione). Risulta sempre comodo mettere 
in evidenza questa matrice unità rappresentando la matrice di diffu- 
sione nella forma 


Sg = Ôp t i (2)! 60 (P;— P;) Ti (65,2) 


dove Tj; è una nuova matrice. Nel secondo termine è evidenziata 
una funzione delta quadridimensionale, che esprime la legge di con- 
servazione del 4-impulso (o energia-impulso) (P; e P; sono le somme 
dei 4-impulsi di tutte le particelle negli stati iniziale e finale); gli 
altri moltiplicatori sono stati introdotti per ragioni di comodità. 
Negli elementi di matrice non diagonali il primo termine nella 
(65,2) viene a mancare, e quindi per la transizione i + f gli elementi 
delle matrici S e T sono connessi tra loro dalla relazione 


Sp =i (20) 80 (P; — Pi) T jie (65,3) 
Noi chiameremo ampiezze di diffusione gli elementi di matrice T;;, 
«che rimangono dopo che si è evidenziata la funzione delta. 


1) Dall’inglese « scattering » o dal tedesco « Streuung ». 


NN —|t -_-"_r--rrrrrr a a 
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Elevando i moduli | S;; | al quadrato compare il quadrato della 
funzione delta, che va inteso nel modo seguente: la funzione delta 
è definita dall’integrale 

1 i(P.-P, 

64 (P,— Pi) = | er? dia. (65,4) 
Se ora calcoliamo un altro di questi integrali per P; = P, (questo 
in virtù della presenza di una funzione delta) estendendo l’integra- 
zione su un certo volume grande ma finito V e su un certo intervallo 
di tempo t, si otterrà il risultato V#/(2n)* !). Possiamo quindi scri- 
vere 

| Spi l? = (20) 600 (P,— P:) | Ti? Vi. 


Dividendo per ź otteniamo la probabilità di transizione nell'unità di 
tempo 
Wiei = (27) dA) (P; ee P;) | Tii |? y. (65,5) 


Ciascuna delle particelle libere (iniziali e finali) è descritta da 
una propria funzione d’onda, un’onda piana di una certa ampiezza u 
(per l’elettrone è un bispinore, per il fotone è un quadrivettore, ecc.). 
L'ampiezza di diffusione 7;; ha una struttura della forma 


T,= ujut sjca Quia s (65,6) 


dove a sinistra stanno le ampiezze delle funzioni d'onda delle par- 
ticelle finali e a destra quelle delle particelle iniziali; Q è una certa 
matrice (rispetto agli indici delle componenti delle ampiezze d'onda 
di tutte le particelle). 

I casi più importanti sono quelli in cui nello stato iniziale ci 
sono in tutto una o due particelle. Nel primo di questi due casi si 
tratta di decadimento, nel secondo di collisione di due particelle. 

Esaminiamo dapprima il decadimento di una particella in un 
numero qualsiasi di altre particelle di impulsi p nell'elemento dello 


spazio degli impulsi [I dpa (l'indice a numera le particelle nello 
a 


stato finale, e quindi }}p = P;). Il numero degli stati relativi a 


a 
questo elemento (e al volume di normalizzazione V)?) è 
Vdp, 


II (27)3 5 


1) A questo si può arrivare in un altro modo, eseguendo prima l'integrazione 
nella (65,4) rispetto a ciascuna coordinata tra limiti finiti e facendo quindi 
tendere questi limiti all'infinito usando la formula III (42,4): 

2 
lim 2 a 
>o sa 

2) Per visualizzare meglio i calcoli, in questo paragrafo non porremo il 
volume di normalizzazione uguale all’unità. 


= nÂ (a). 
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L'espressione (65,5) va moltiplicata per questa quantità: 
Vp, - 
dw = (2n)t ô® (P;— P.)]T,i PVI ; (65,7) 
a 


Le funzioni d’onda di tutte le particelle, usate per il calcolo 
dell'elemento di matrice, devono essere normalizzate secondo «una 
particella nel volume V»!). Cosî per l’elettrone abbiamo l’onda piana 
(23,1), per una particella a spin 1 la funzione (14,12), e per il fotone 
la (4,3). Tutte queste funzioni contengono il fattore 1/V 2eV, dove 
e è l'energia della particella. Nel seguito, tuttavia, sarà comodo 
scrivere in tutti i calcoli le funzioni d’onda senza questi fattori (che 
noi includeremo nell’espressione della probabilità). In tal modo, 
londa piana elettronica sarà 
p=ue 2", uu=2m, (65,8) 
e l’onda fotonica È 
A=V4snee-!", ee*t=—1, ek=0. (65,9) 


Indichiamo l’ampiezza di diffusione calcolata mediante queste 
funzioni con M;; (per distinguerla da 7,;). È evidente che 
Mi; di 
T,;;=> fi 3 65,10 
Hi (Reg... 2V ...)1/2 ) 
al denominatore compare un fattore V 2eV per ogni particella ini- 
ziale e finale. 

In particolare, per la probabilità di decadimento, invece della 

(65,7), avremo 
1 
dw = (2n) 8 (P,— P) |Ma Pz II 
dove e è l'energia della particella che decade; il volume di norma- 
lizzazione, come era naturale, è scomparso dalla formula?). 

Diamo alla formula (65,11) una forma diversa (eliminando in essa 
le funzioni delta) per il caso in cui il decadimento avvenga con la 
generazione di due particelle (di impulso p;, p, e energie £;, E;). 
Nel sistema di quiete della particella che decade abbiamo p; = 
= —p; = p', sj + e; =m. Otteniamo quindi 

1 4 1 in da PIRRO ia 
dw = Tap Ma |? 7 Ô (P; +p) ô (e; +e; — m) d'p; d’ pz- 


2m 48,85 


dp, 


Gap AD 


1) Ricordiamo (vedi nota a pag. 193) che questa normalizzazione è equiva- 
lente alla normalizzazione secondo la quale le funzioni d’onda delle particelle 
finali sono normalizzate secondo ô (p), e la probabilità è relativa a dpi ... 

2) Se tra le particelle finali ce ne sono N identiche, integrando rispetto ai 
loro impulsi (per la determinazione della probabilità integrale) deve essere in- 


trodotto il fattore 1/N!, che tiene conto della identità degli stati che differiscono - 


per uno scambio di posto delle particelle. 
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La prima delle funzioni delta viene eliminata integrando in d*p;; il 


differenziale £p; si riscrive nella forma 


dp'= p"d\p'|do=|p'|do SSSSTSL (65,12) 
eite 

(l'esattezza di questa forma di scrittura è facilmente verificabile 

se si nota che e; — m; = e} — m = p°). L'integrazione in 

d (e; + e;) elimina la seconda funzione È, e si ottiene 


1 ; F 
dw = zapr Mn Pl p'|do'. [ (65,13) 


Esaminiamo ora la collisione di due particelle (di impulso p; € p» 
e energie e, e £) accompagnata dalla trasformazione di queste in 
un numero qualsiasi di particelle di impulso p4. Invece della (65,11) 
otterremo ora 
dp, 


1 
dw = (2m)* 6 (P;—P.)|Myi Pazza ll (2m)3 ez * 


La quantità che ci interessa in questo caso non è, tuttavia, la 
probabilità, ma la sezione d’urto do. La sezione d’urto invariante 
(rispetto alle trasformazioni di Lorentz) si ottiene dalla ‘probabilità 
dw dividendo per la quantità 


Í= Taa’ (65,14) 
dove / indica la quantità quadriscalare 
I =V (pip) — m; m; (65,15) 


(vedi II, $ 12)}. Nel sistema di riferimento del baricentro (p, = 
= —p, = p) abbiamo 


Nr I= |p |(& + £), (65,16) 
e quindi 
.__ pl 41 i \_vuHtw 
j= 1h (147) =A, (65,17) 


che coincide con la definizione ordinaria della densità di flusso delle 
particelle collidenti (v,, v, sono le loro velocità)?). In tal modo, per 


1) Per futuri riferimenti, scriviamo anche l’espressione 7 nella forma 
T2= 4 [s— (my + mo)?] [s— (m4 — ma)?], (65,152) 


dove s = (pı + pa). . 
2) In un sistema di riferimento generico 


, 1 ——— 
i=7 V {w~ 02)? [vw]. 


Questa apak si riduce alla densità ordinaria in tutti i casi in cui v4 || #2: 
= | vı — Va|/V. 
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la sezione d’urto troviamo la formula 


d3p;, 
do = (2n)* 8 (P;,—P;)| My? a lea EA (65,18) 


Diamo a questa formula la sua forma definitiva eliminando in 
essa la funzione delta per il caso in cui nello stato finale si abbiano 
in tutto ancora due particelle. Esaminiamo il processo nel sistema 
del baricentro. Sia € = €} te= e; + e; l'energia totale; siano 
Pı = —P.= P e pi = —p, = p' gli impulsi iniziale e finale. La 
funzione delta viene eliminata come nella deduzione della (65,13) 
e si ottiene 


1 IP’ l gy 
do = zza Mr 2 ipie do (65,19) 
(nel caso particolare di diffusione elastica, quando il tipo di particel- 
le nella collisione rimane lo stesso, abbiamo |p’ | = |p l). 


Riscriviamo questa formula in un’altra forma ancora, introdu- 
cendo in essa la quantità invariante 


t=(pi— pi) = mt +m; —2 (pipi) = 
=mi +m; — 28,8; +2|pı|lp;lcosð, (65,20) 


dove 0 è l'angolo tra p; e Di: Nel sistema del baricentro gli impulsi 


| pı |= ]p |e |p| =| p | determinano soltanto l'energia to- 
tale e, e per una data e abbiamo 
dt = 2 | p | |p’ |d cos 8. (65,21) 
Nella (65,19) si può quindi sostituire 
7 dod (—1) 
do' = — dedcos0=-=-—— 
Lab TIPI 


dove ọ è l’azimut di p; sE a pı!). In tal modo troviamo 


MP EE (65,22) 


do 12 27 


= 
(abbiamo nuovamente introdotto l’invariante I secondo la (65,16). 
L’azimut , e con esso anche la sezione d'urto nella forma (65,22). 
è invariante per le trasformazioni di Lorentz, che non cambiano la 
direzione del moto relativo delle particelle. Se la sezione d’urto non 
dipende dall’azimut, allora la formula (65,22) assume una forma 
particolarmente semplice 


1 dt 
do = -zz My Pa. (65,23) 


1) Poiché il segno giusto del differenziale in casi del genere è evidente, nel 
seguito noi scriveremo per semplicità dt invece di d (—t), ecc. 
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Se una delle particelle collidenti è sufficientemente pesante (e il 
suo stato non cambia in seguito alla collisione), allora il suo ruolo 
nel processo si riduce al ruolo di una sorgente fissa di un campo costan- 
te, sul quale va a diffondersi l'altra particella. In relazione al fatto 
che in un campo costante si conserva l'energia (ma non l’impulso!) 
del sistema, in questa descrizione del processo di collisione rappre- 
sentiamo gli elementi della matrice S nella forma 


Sji = 126 (E;- Ei) Tu. (65,24): 
Nell’espressione | Sp; |? il quadrato della funzione ô va inteso 
come segue: 


[ô (E;— E)? —> zy ô (E; Ei) t. 


Passando quindi (come abbiamo fatto anche per la deduzione della 
(65,11)) dalla quantità 7,; all’ampiezza M;;, otteniamo per la pro- 
babilità del processo in cui una particella, incidendo su un campo 
costante, crea nello stato finale un certo numero di altre particelle,. 
la seguente espressione: 
1 dp; 

dw = 2n8 (E;— e) | M;i |? Del II pa . 
a 


Anche qui e (= £;) è l'energia della particella iniziale, pa € £4 sono 
gli impulsi e le energie delle particelle finali. La sezione d’urto dî 
diffusione si ottiene dividendo dw per la densità di flusso j = v/V, 


dove v = | p |/s è la velocità della particella diffusa. Allora il volu- 
me di normalizzazione, come doveva avvenire, scompare e si ottiene: 
do = 2m8 (E;— 0) Matty Mal (65,25) 
E í fil 2jp] 1 (2m) 2e, | hi 

e 


Nel caso particolare di diffusione elastica, nello stato finale si ha 
ancora una sola particella avente lo stesso impulso (per modulo) 
e la stessa energia. Sostituendo d’p’ + p°d | p' |do = 
= |p' |e' de’ do' e eliminando ô (e' — e) con l'integrazione in 
de', otteniamo la sezione d’urto nella forma 


1 7 z 
do =- Mn |? do . (65,26) 


$ 66. Reazioni con particelle polarizzate 

In questo paragrafo mostreremo, sulla base di esempi semplici, 
in che modo si tiene conto, nel calcolo della sezione d’urto di dif- 
fusione, dello stato di polarizzazione delle particelle che interven- 
gono nella reazione. 
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Si supponga che negli stati iniziale e finale vi sia un elettrone, 
Allora l’ampiezza di diffusione ha la forma 


M p =u' Au (= U4 Ainun), (66,1) 


dove u e u’ sono le ampiezze bispinoriali dell'elettrone iniziale e fina- 
le, e A una certa matrice (che dipende dagli impulsi e dalle polariz- 
zazioni delle altre particelle che intervengono nella reazione, se tali 


particelle ci sono). 
La sezione d’urto di diffusione è proporzionale a | Mj; |?. Ab- 


biamo 
(u'Au)* = u'y°*A*u* = u*A*y°+u', 
ovvero 
(u'Au)* = uAu', (66,2) 
dove!) 
A=q°A'y°. 

In tal modo, otteniamo 

| M p |? = (u' Au) (uAu') = ujujAnziyimAmi (66,3) 


Se l’elettrone iniziale si trova in uno stato miscelato (parzialmen- 
te polarizzato) con matrice densità p, e se a noi interessa la sezione 
d’urto del processo con formazione di un elettrone finale in un 
determinato stato, fissato a priori, di polarizzazione p’, allora occor- 
re sostituire i prodotti delle componenti delle ampiezze bispinoriali 
come segue: 

UjUz > Pih, UUm > Pim" 
Allora otteniamo 


| M s: = Tr (p'ApA). (66,4) 
Le matrici densità p e p' sono date dalla formula (29,13) 
1,5 a 
p = 5 (P +m) (1— ya) (66,5) 


(e analogamente per p’). 
Se l’elettrone iniziale non è polarizzato, allora si ha 


p=54 +m). (66,6) 


La sostituzione di questa espressione è equivalente al calcolo della 
media sulle polarizzazioni dell'elettrone. Se si richiede di determina- 


1) In relazione alla necessità di formare la matrice A, notiamo, per future 
esigenze, le seguenti uguaglianze facilmente verificabili 


peri Vaia = —y5, yyt =yő5yř. (66,22) 
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re la sezione d'urto di diffusione con polarizzazione qualsiasi del- 
l’elettrone finale, allora occorre anche porre p’ = (p' + m)f2 e rad- 
doppiare il risultato; questa operazione è equivalente alla sommato- 
ria sulle polarizzazioni dell’elettrone. In tal modo otteniamo 


15 |MyaP=4Tr{(+mA(+m)Z}, (66,7) 


polar 
dove J; significa la sommatoria sulle polarizzazioni iniziali e fina- 


olar 
li, bil fattore 1/2 trasforma una delle sommatorie in una media. 

La matrice densità p’ nella (66,4) è un concetto ausiliario, che 
caratterizza, in sostanza, le proprietà del detector (che rivela questa 
o quella polarizzazione dell’elettrone finale), e non del processo di 
diffusione in quanto tale. Sorge ora il problema dello stato di pola- 
rizzazione, nel quale l’elettrone si viene a trovare in conseguenza del 
processo stesso di diffusione. Se p‘® è la matrice densità di questo 
stato, allora la probabilità che l’elettrone venga rivelato nello stato 
p' si ottiene proiettando p‘’ su p’, cioè formando la traccia Tr (pp'). 
A questa quantità sarà proporzionale la corrispondente sezione d’ur- 
to, cioè il quadrato | Mp; |?. Confrontando con la (66,4) si arriva alla 
conclusione che 


piî ~ ApA. (66,8) 


Poiché è noto a priori che p® deve avere la forma (66,5) con un certo 
quadrivettore a”, allora il problema si riconduce alla determinazio- 
ne di quest’ultimo. Ciò si potrebbe fare sulla base della (29,14), ma 
risulta ancora più semplice procedere come ora mostreremo. 
Abbiamo visto nel $ 29 che le componenti del quadrivettore a 
si esprimono attraverso le componenti del 3-vettore $, che rappresen- 
ta il valore (raddoppiato) dello spin dell’elettrone nel suo sistema a 
riposo. Gli stati di polarizzazione degli elettroni sono determinati 
completamente da questi vettori, ed è quindi opportuno esprimere 
tramite essi anche la sezione d’urto di diffusione. È evidente che 
il quadrato | M;; |? è lineare rispetto a ciascuno dei vettori $ e $', 


relativi agli elettroni iniziale e finale. Come funzione di $’ esso 


avrà la forma 
|My}}=a+B8', . (66,9) 


dove a e f sono esse stesse funzioni lineari di $. 

Il vettore $’ nella (66,9) è una data polarizzazione dell'elettrone 
finale, rivelata dal detector. Il vettore $ invece, relativo alla 
matrice pl’, è facilmente determinabile nel seguente modo. Secondo 
quanto detto prima abbiamo 


|M; P~ Tr (p'p”). 


In virtú della invarianza relativistica di questa quantità, la pos- 
siamo calcolare in qualsiasi sistema di riferimento. Nel sistema di 
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quiete dell’elettrone finale, in accordo con la (29,20), abbiamo 
pph ~ (14007) (1400). 


Perciò 


|Ma P~ 1HE” 
e, confrontando con la (66,9), troviamo che 


= 
snai. (66,10) 


In tal modo, calcolando la sezione d’urto come funzione del para 
metro è’, noi determiniamo anche la polarizzazione po. 

In casi più complessi, quando si hanno più elettroni negli stati 
finali e iniziali, i calcoli vengono eseguiti in maniera analoga secondo 
lo schema esposto. 

Per esempio, nel caso che sia all’inizio che alla fine si abbia a che 
fare con due elettroni, l'ampiezza di diffusione ha la forma 


M p = (UjAuy) (u;Bug) + (u;Cuy) (u; Du), 


dove u,, u, sono le ampiezze bispinoriali degli elettroni iniziali, 
e u;, u, le ampiezze degli elettroni finali. Formando il quadrato 
| Mj |} compaiono termini del tipo 


| u;Au, |? | Bua |? 
e del tipo 
(u; Au,) (u,Buz) (u,Cu,)* (u;Duz)*. 
I primi si riconducono a prodotti di due tracce della forma (66,4), 
mentre i secondi a tracce della forma 


Tr (p;4pıCp;Bp2D). 


I positroni sono descritti dalle ampiezze « a frequenza negativa » 
u (—p). Per reazioni con la partecipazione di positroni, l’unica dif- 
ferenza da quanto detto finora consiste nel fatto che come matrici 
densità occorre usare espressioni, che differiscono dalle (66,5-6) 
solo per il cambiamento di segno davanti a m (cfr. (29,16-17)). 

Esaminiamo ora gli stati di polarizzazione dei fotoni che inter- 
vengono nella reazione. 

La polarizzazione di ciascuno dei fotoni iniziali entra nell’am- 
piezza di diffusione linearmente sotto forma del 4-vettore e, mentre 
la polarizzazione di ciascuno dei fotoni finali entra in essa sotto forma 
del quadrivettore e*. In ambedue i casi nella sezione d’urto (cioè 
nel quadrato | M;; |?) entra il 4-tensore e,et. Per passare al caso di 
uno stato qualsiasi parzialmente polarizzato questo tensore va 
sostituito con la matrice densità quadridimensionale, cioè con il 
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4-tensore pus: 
euet > ppv- (66,11) 


In particolare, per un fotone non polarizzato, in"'accordo con la 
(8,15), abbiamo 


1 
Luv = — 5 Em (66,12) 


In tal modo, la media sulle polarizzazioni del fotone si riconduce ad 
una contrazione tensoriale in | M;; |? rispetto ai due indici tenso- 
riali pv!). 

Se si richiede di eseguire non la media ma la somma sulle polariz- 
zazioni del fotone, allora occorre sostituire e,ey con l’espressione 
precedente raddoppiata 

epeh > — gw- (66,143) 


La matrice densità di un fotone polarizzato è data dalla formu- 
la (8,17). La scelta dei 4-vettori e‘ e e, che figurano in questa 
espressione, è dettata di solito dalle condizioni concrete del proble- 
ma. In certi casi questi vettori possono essere connessi a determinate 
direzioni spaziali in un dato sistema di riferimento. In altri casi risul- 
ta più comodo mettere questi vettori in relazione ai 4-vettori carat- 
teristici, che figurano nelle condizioni del problema, i 4-impulsi delle 
particelle. 

Nella (8,17) la polarizzazione del fotone è descritta mediante i 
parametri di Stokes, che formano il « vettore » € = (E,, È», Es). 
Come anche per l’elettrone, è necessario distinguere la polarizzazione 
^ del fotone finale come tale dalla polarizzazione $’, rivelata dal 
detector. Se il quadrato dell’ampiezza di diffusione in funzione del 
parametro È' è noto 


|Ma? =+ p5, 


allora la polarizzazione & = B/a è del tutto analoga alla for- 
mula (66,10). 


$ 67. Invarianti cinematici 


Esaminiamo alcune relazioni cinematiche per i processi di dif- 
fusione, per i quali si abbiano due particelle sia nello stato iniziale 
che in quello finale. Ci riferiamo qui a relazioni che siano una con- 
seguenza solo delle leggi generali di conservazione e quindi valide 
indipendentemente dal tipo di particelle e dalle leggi della loro 
interazione. 


1) L’espressione (66,12) riconduce, in un certo senso, il problema del calcolo 
della media sulle due polarizzazioni realmente possibili del fotone al calcolo 
della media sulle quattro direzioni indipendenti del 4-vettore e. 


20% 
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Scriviamo la legge di conservazione dell’energia-impulso in 
forma generale, senza preoccuparci di stabilire quali impulsi siano 
relativi alle particelle iniziali e quali a quelle finali: 


Qt g2 + ga +u =O. (67,1) 


Qui +ga sono i 4-vettori impulso, dei quali due sono relativi alle 
particelle incidenti e due alle particelle diffuse; per queste ultime 
gli impulsi sono —ga. In altre parole, per due dei vettori qa la compo- 
nente temporale 9° >0, mentre per gli altri due g3 <0. 

Contemporaneamente alla conservazione dell’energia-impulso 
deve essere osservata la legge di conservazione della carica. Per 
« carica » si intende qui non solo la carica elettrica ma anche altre 
quantità conservative che hanno segno diverso per particelle e an- 
tiparticelle. 

Per un dato tipo di particelle partecipanti al processo, i quadrati 
dei 4-vettori g, sono quadrati dati delle masse delle particelle 
(gì = mè). A seconda dei valori assunti dalle componenti temporali 
g, e dei valori delle cariche, si ottengono tre reazioni differenti. 
Scriviamo questi tre processi come segue: 


I) 1+2 —> 3+4, 
I) 143 + 244, (67,2) 
II) 1+4 > 2+3. 


Qui il numero individua la particella, la soprallineatura distingue 
l’antiparticella dalla particella. Al passaggio da una di queste rea- 
zioni ad un’altra, cioè al passaggio di una particella dall'una al- 
l'altra parte della formula, corrisponde il cambiamento di segno della 
corrispondente componente temporale qa, e anche del segno della 
carica, cioè la sostituzione della particella con l’antiparticella. 
(Oltre ai processi (67,2) sono possibili, ovviamente, anche le reazioni 
inverse.) 

Dei tre processi (67,2) si parla come di tre canali incrociati 
(« cross-channels ») di un’unica reazione (generalizzata). 

Riportiamo alcuni esempi. Se le particelle 1 e 3 sono elettroni, 
e le 2 e 4 fotoni, allora il canale I rappresenta la diffusione di un 
fotone su un elettrone: essendo il fotone una particella realmente 
neutra, il canale III è lo stesso del canale I. Il canale II invece dà 
l'annichilazione della coppia elettrone-positrone in 2 fotoni. Se 
tutte e quattro le particelle sono elettroni, allora il canale I è la 
diffusione elettrone-elettrone, mentre i canali II e III sono la diffu- 
sione positrone-elettrone. Se le particelle 1 e 3 sono elettroni, e le 
2 e 4 muoni, allora il canale I è la diffusione dell'elettrone sul muo- 


ne, il canale III la diffusione di e su pe il canale II la trasformazione 
della coppia ee nella coppia up. 
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Nell’esame dei processi di diffusione un ruolo particolare è svolto 
dalle quantità invarianti, che si possono comporre con i 4-impulsi. 
Funzioni di queste quantità sono le ampiezze invarianti di diffu- 
sione ($ 71). 

Con quattro 4-impulsi si possono comporre due quantità inva- 
rianti indipendenti. In effetti, in virtà della (67,1) solo tre dei 
4-vettori ga sono indipendenti; siano questi 91, 92, 43- Con questi 
vettori si possono formare sei invarianti: i tre quadrati È, gqg,giei 
tre prodotti 9,95, 9:93; 9343. Le prime tre quantità sono i quadrati 
dati delle masse, mentre le seconde tre sono legate da una relazione, 
che discende dall’uguaglianza!) 

(qi +92 + 93) = q3 = mi. 


Per avere una maggiore simmetria è comodo considerare non 
due ma tre invarianti, scelti nel seguente [modo: 


s = (q + 92)? = (934 44)?» 
t= (qi +43)? = (Q2 + 9)”, (67,3) 
u = (qi + 44)? = (Q2 + 93). 

Essi sono legati, come è facile vedere, dalla relazione 


s+t+u=h, (67,4) 


p 


dove 
h= mi + mi + m+ mi. (67,5) 


Nel canale fondamentale (I) l'invariante s ha un senso fisico 
molto semplice. Esso dà il quadrato dell’energia totale delle parti- 
celle collidenti (4 e 2) nel sistema del loro baricentro (per p, + Ps = 
= 0: s = (e, + ey)?). Nel canale II il ruolo analogo è svolto dall’in- 
variante #, e nel canale III dall’invariante u. In relazione a questo, 
i canali I, II, III sono spesso chiamati canali s, t, u. 

Non è difficile esprimere tutti gli invarianti s, i, u attraverso 
l'energia e l'impulso delle particelle collidenti in ognuno dei canali. 
Esaminiamo il canale s. Nel sistema di baricentro delle particelle 
1 e 2 le componenti temporali e spaziali dei 4-vettori ga sono date 


1) Nel caso generale, quando nella reazione intervengono n > 4 particelle, 

il numero delle variabili invarianti funzionalmente indipendenti è uguale a 

3n — 10. Si hanno infatti in totale 4n grandezze, le componenti di n 4-impulsi ga. 

Tra queste grandezze si hanno n legami funzionali qå = mf e ancora 4 relazioni 
n 


date dalla legge di conservazione 2i d = 0. Valori arbitrari possono venire 
a=1 

assegnati a 6 grandezze, in accordo col numero di parametri che determinano una 

trasformazione generale di Lorentz (una rotazione quadridimensionale). Perciò 

il numero di variabili invarianti indipendenti è uguale a 


4n — n — å4 — 6 = 3n — 10. 
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nel seguente modo: 
qi = Pi = (8%, Ps), 92 = p2 = (82 — Ps), 
q3 = — pa =(— £, — Ps), Q= — pi =(— 8 Ps) 


(gli indici s apposti a ps e p; ricordano che questi impulsi si riferi- 
scono ad una reazione nel canale s). Allora 


(67,6) 


S= 85, = &=84+e=83+&; (67,7) 
4spi=[s— (my + m2)?] [s — (Mm, — m)?], 
4s p; = [s — (m + m,)?] [s — (m — mm,)?]; (67,8) 


2t =h—s + 4pp:— + (mi — m3) (m?}— m?), 
(67,9) 
2u = h —s —4p.p: + 7 (m — m3) (m — mi). 


Nel caso di diffusione elastica (m, = m3, m, = m,) abbiamo | p, | = 
= | p; |; quindi e, = £3, & = &,. Al posto della (67,9) si ottengono 
allora formule piú semplici 
t = — (Ps — P:) = — 2ps (1—cos0,), 
u= — 2p; (1+ cos 0s) + (£1 — £2)”, 
dove 0, è l'angolo tra p, e ps. Notiamo che l’invariante —t rappre- 


senta il quadrato dell’impulso trasferito (tridimensionale) nella col- 
lisione. 

Formule analoghe per gli altri canali si ottengono con un semplice 
cambiamento delle notazioni. Per passare al canale £ occorre operare 
nella (67,6-10) la sostituzione s + #, 2 + 3; per passare al canale u 
è necessaria la sostituzione s ++ u, 2 «> 4 


(67,10) 


$ 68. Domini fisici 


Nel considerare le ampiezze di diffusione come funzioni delle 
variabili indipendenti s, i, u (connesse tra loro solo dalla relazione 
s + t + u = h), noi dobbiamo necessariamente distinguere i domini 
ammessi e quelli non ammessi dei valori di tali variabili. I valori, 
che possono rispondere a un processo fisico di diffusione, devono sod- 
disfare a determinate condizioni, che sono conseguenze della legge di 
conservazione dell’energia-impulso e del fatto che il quadrato di 
ciascuno dei 4-vettori ga è uguale ad una quantità data: q} = ml. 

Per il prodotto di due 4-impulsi abbiamo 


PaPo > mm. (68,1) 
Quindi abbiamo 
(da + Qu)? = (Pa + Pu)? > (Ma + mo), 
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Se da = Pas ds = Po (Oppure da = —Pa: Jb = —Po), Oppure 
(da + 90)? = (Pa— Po)’ S (Ma — mo), 
Se da = Pa, qa = —Pb- Da qui discende che per le reazioni nel canale 


s valgono le relazioni 
(m +m) <s > (Mm +m)’, 
(m, — m) >t (m — m}? (68,2) 
(m — m,)? >u (M — m)? 

(disuguaglianze analoghe valgono anche nei canali f e u). 


Per determinare le altre condizioni formiamo il 4-vettore L, duale 
del prodotto di tre quadrivettori qa qualsiasi, per esempio 


Ly TR Cruvp9l 4398, (68,3) 


Nel sistema di quiete di una delle particelle (diciamo, della particel- 
la 1) q, = (qf, 0). In questo caso, L ha solo le componenti spaziali 

; = eionig?gèql. In altre parole, L è un vettore del genere spazio, 
e in tutti i sistemi di riferimento L? < 0. Svilluppando il quadrato 
L?, troviamo la condizione 


qi qıq2 9193 
QI T Q43|>0. (68,4) 
q3 dsd 43 


Essa può venire espressa attraverso gli invarianti s, #, u in una forma 
unica per tutti i canali 


stu = as + bt + cu, (63,5) 
dove 
ah = (mîmî— mîmî) (m? + m — m} — m), 
bh = (mm3 — mimi) (mi + m3 —m,— 1) (68,6) 
ch= (m4m, — m3m) (mi + m4 — m, — m3) 


(T. W. B. Kibble, 1960). 

Per la rappresentazione grafica dei domini di variazione delle 
variabili s, t, u è comodo ricorrere alle cosiddette coordinate triango- 
lari nel piano di Mandelstam (S. Mandelstam, 1958). In questo piano 
gli assi coordinati sono dati da tre rette che formano, intersecandosi, 
un triangolo equilatero. Le coordinate s, t, u sono misurate su dire- 
zioni perpendicolari a queste tre rette (considerando positive le 
direzioni verso l’interno del triangolo, come è indicato nella fig. 7 
dalle freccette). In altre parole, ad ogni punto del piano corrispon- 
dono dei valori s, t, u, dati graficamente (con i relativi segni) dalle 
lunghezze delle perpendicolari abbassate sui tre assi. Il soddisfaci- 
mento della condizione s + t + u = h è garantito da un noto 
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teorema di geometria (se l’altezza del triangolo equilatero è ugua- 
le a k)}). 

Esaminiamo il caso, molto importante, in cui al canale principale 

(s) corrisponde la diffusione elastica; in questo caso le masse delle 

particelle sono a due a due 

u=0 s=0 uguali: 
Mm = Mm, =m, m=M=p. 
(68,7) 


Siam > p. Nella condizione 
(68,5) abbiamo 
h=2(m? + p?), a=c=0, 
b=(m?—p?)?, 
e di conseguenza 
sut=>(m?—u?)2t. (68,8) 
Fig. 7 La frontiera del dominio, 
determinata da questa disu- 
guaglianza, è costituita dalla retta £ = 0 e dall’iperbole 


su=(m?—u?)?, (68,9) 


i due rami della quale giacciono nei settori u <0, s <0 e s >0, 
u >; gli assi s = 0 e u = 0 sono gli asintoti dell’iperbole. Invece 
della (68,8) si può scrivere 
it>0, su>(m?—pu?)? oppure t<0, su < (m?— p?)}. 

Inoltre, in base alle condizioni (68,2), occorre tenere ancora conto 
della disuguaglianza s >(m + u)? nel canale s e u >(m + u)? 
nel canale u; le altre disuguaglianze sono automaticamente soddi- 
sfatte. In conclusione troviamo che ai canali I, II, III (s, t, u) cor- 
rispondono i domini fisici rappresentati nella fig. 8 dalle parti trat- 


teggiate. 
Se u = 0 (le particelle 2, 4 sono dei fotoni), allora il ramo infe- 


riore dell’iperbole è tangente all'asse # = 0, e i domini fisici sono 


le parti tratteggiate nella fig. 9. 
Se p = m, allora le frontiere del dominio (68,8) sono gli stessi 


assi coordinati, e i domini fisici sono i tre settori indicati nella 
fig. 10. 


1) Unendo, ad esempio, il punto P (fig. 7) con i tre vertici del triangolo 
ABC, noi dividiamo quest’ultimo in tre triangoli di altezze s, f, u; uguagliando 
la somma delle loro aree all'area del triangolo ABC si trova l'uguaglianza richie- 
sta. Analogamente essa’ si dimostra per il caso in cui il punto P giaccia fuori 
dal triangolo ABC. 


U=(m+p)? s=(m+ pu)?" 
s=(m-u)? u=(m-p)? 
Fig. 8 


Fig. 14 
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Nel caso generale di quattro masse differenti l'equazione 
stu = as + bt + cu (68,10) 


determina una curva del terzo ordine, i cui rami delimitano i domini 
fisici dei tre canali come è mostrato nella fig. 11. Sia 


m > m, > m, > m, 
allora 
a=>bZ2=c, a`>œ>0, b >00. 


La curva (68,10) interseca gli assi coordinati in punti che giacciono 
sulla retta 


as + bt + cu = 0. 


A seconda del segno di c, essa è situata come è mostrato rispettivamen- 
te nella fig. 11, a e 11, b. Perc <0 il dominio fisico del canale u va 
ad occupare una parte dell’area del triangolo delle coordinate; in 
altre parole, in questo caso, le quantità s, #, u possono essere simul- 
taneamente positive. Tutti e tre i rami della curva di frontiere 
hanno come asintoto gli assi coordinati corrispondenti (come è facile 
convincersi eliminando dall’equazione (68,10) una delle variabili 
mediante la relazione s + t+ u =h e facendo quindi tendere 
all'infinito una delle variabili rimaste). Le condizioni (68,2) nel 
caso generale, non introducono niente di nuovo rispetto alle fron- 
tiere determinate dall’equazione (68,10). Le rette, corrispondenti ai 
segni di uguaglianza nella (68,2), non intersecano i domini fisici 
tratteggiati nella fig. 11, a, b; alcune di esse sono tangenti alle 
frontiere di questi domini, e corrispondono ai valori estremi delle 
variabili s, £, oppure u nel canale corrispondente. 

Nel caso in cui la massa di una delle particelle sia maggiore della 
somma delle masse delle altre tre (m, >m, + m, + my) oltre ai 
canali I, II, III è possibile anche un quarto canale di reazione, rela- 
tivo al decadimento DI 

IV) 1—2 + 3 + 4. (68,11) 


Per questo canale, nel sistema di quiete della particella che decade, 
abbiamo 
Q= (m, 0), Q2 = (— 8&2, — P2), 
93 =(— £3; — Ds), u=(— 8 — Di), 
£2 t83- =m, Pz+Ps+pı =0. 
Gli invarianti sono 
s= mi + m, — 2mı£z, 
t= m + m — 2m,83, (68,12) 
u = m} + må — 2m4£,. 
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Dalla (68,1) otteniamo ora 
(m + m)<s<(m_- mo), 
(m+ m)?<t<(m— mg), (63,13) 
(m +m3}<u<z(m—-m)?. 


In tal modo, tutti e tre gli invarianti sono positivi, e quindi il domi- 
nio fisico del canale di decadimento si trova all’interno del triangolo 
delle coordinate. Esso è delimitato da una curva chiusa, che si ottiene 
dalla (68, 10). 


PROBLEMI 


4. Trovare i domini fisici nel caso di tre masse uguali: m, = m, m = mg = 
= m,= p (ad esempio, la reazione K + n —> n + n). 
Soluzione. L'equazione (68,10) assume la forma 


stu = p? (m2— p?)2 (1) 
e si ha la relazione 
s+tp u= 3p + m. 
I domini I, II, III sono delimitati da curve di forma uguale (per I:s > 0, 
t<0, u < 0, e analogamente per II e III). Se m > 3 p, allora la (1) ha anche 


un ramo (una curva chiusa) per il quale s > 0, t > 0,u > 0, e che rappresenta 
il dominio del canale IV (fig. 12). 


Fig. 12 Fig. 13 


2. Rispondere allo stesso quesito per il caso m = m, Mma = p, mg = m= 0, 
m > p (ad esempio, la reazione p + v —> e + v). 
Soluzione. La condizione (68,5) assume la forma 


stu > mèp? s 


e si ha la relazione s + t 4+ u = m? Rp p?. 1 domini fisici sono delimitati dal- 
l’asse s = 0 e dai due rami dell’iperbole tu = m?p? (fig. 13). 

3. Lo stesso per il caso my = mg = m, mg = 0, m, = p,m > 2p (ad esem- 
pio, la reazione p + y > p + n°). 
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Soluzione. L'equazione (68,10) assume la forma 
stu = a (s + u) + bt, 
ah = mp4, bh = m4 (2m? — p?); h = 2m? +[p?. 
Eliminando u otteniamo 


24 ( 


Per un dato s questa è un’equazione quadratica rispetto a ż. Per s > (m + u)? 
(dominio del canale s) ad ogni s corrispondono due valori negativi di t. Per s = 
= (m + ue queste due radici dell'equazione quadratica coincidono: t = 
= — mp?/(m + p). Il dominio del canale s ha la forma mostrata nella fig. 14. 


u=0 s=0 


NU, 


b— 


sS 


lis) + o. 


— t=4m? 


s=(m+p)? 
/ 


Fig. 14 


Il ramo inferiore della curva di frontiera si avvicina asintoticamente all’asse 
u = 0, e quello superiore interseca questo asse nel punto t = p4/(p? — m?). 

Il dominio del canale u è simmetrico al dominio del canale s, e il dominio 
del canale # è disposto come mostra la figura. 


$ 69. Sviluppo in ampiezze parziali 


Un punto essenziale nello studio di reazioni del tipo 
a+b—>c+d (69,1) 
è costituito dallo sviluppo dell’ampiezza di diffusione in ampiezze 
parziali, ognuna delle quali corrisponde (per una data energia totale 
e) ad un valore determinato del momento angolare totale delle par- 
ticelle J nel sistema del loro baricentro!). 


1) La maggior parte dei risultati esposti nei $$ 69, 70, sono stati ottenuti da 
M. Jacob, G. C. Wick (1959). 
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Queste ampiezze parziali sono, in altre parole, elementi della 
matrice S nella rappresentazione del momento angolare 


(eJ'M'\S|eJM). 


Poiché il momento angolare J e la sua proiezione su un dato asse Z 
si conservano, la matrice S è diagonale rispetto a questi numeri 
(come anche rispetto all'energia e). Inoltre, per l’isotropia dello 
spazio, gli elementi diagonali non dipendono dal valore di M. Per 
J, M, e assegnati la matrice di diffusione rimane ancora matrice 


rispetto ai numeri quantici di spin; gli elementi di tale matrice noi 


li scriveremo in una forma più breve 
(eTMN |S|eTMM= (N |S' (8) A), (69,2) 


dove A e A’ indicano tutti i numeri quantici di spin. La cosa più 
naturale è prendere per questi ultimi le elicità delle particelle. 
Ricordiamo che l’elicità (a differenza della proiezione dello spin su 
un asse qualsiasi nello spazio) per una particella libera si conserva 
e che, inoltre, essa commuta sia con l'impulso che con il momento 
angolare ($ 16). Perciò le elicità possono venire usate sia nella 
rappresentazione degli impulsi che nella rappresentazione del mo- 
mento angolare della matrice di diffusione. 

Chiameremo gli elementi della matrice S rispetto agli indici 
delle elicità, ampiezze di diffusione nella rappresentazione delle elicità 
e, in tal modo, per à e A intenderemo l'insieme delle elicità delle 
particelle iniziali e finali: A = (Aa, ^), A“ = (Ae, a). 

Nella rappresentazione degli impulsi gli elementi della matrice 
di diffusione sono definiti rispetto agli stati | e nà) (dove n = 
= p/|p | è la direzione dell'impulso del moto relativo nel sistema 
del baricentro) mentre nella rappresentazione del momento angolare 
sono definiti rispetto agli stati | eYMA). Essi si esprimono l’uno 
attraverso l’altro sotto forma di sviluppi 


IJMA) = f | mA) (nA | JMA) don, (69,3) 


dove l'integrazione è eseguita rispetto alla direzione n (nei simboli 
degli stati ometteremo per brevità l'energia e). In virtù dell’unita- 
rietà di questa trasformazione (vedi III, $ 12) i coefficienti della 
trasformazione inversa sono 


(JMX|n})=(n}|JMX)*. (69,4) 
Secondo la regola generale di trasformazione delle matrici, questi 


stessi coefficienti determinano il legame tra gli elementi della matri- 
ce S nelle due rappresentazioni 


(n'h |S|nA)= Di (w'a |ITMNY\(JMX'|S|JMM)(JMX|nh). (69,5) 
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I coefficienti dello sviluppo (69,3) si possono facilmente trovare 
usando i risultati del $ 16. 

Assumiamo ora che le funzioni d'onda di tutti gli stati siano 
espresse nella rappresentazione degli impulsi, cioè come funzioni 
della direzione dell'impulso (per una data energia); questa dire- 
zione, considerata come variabile indipendente, sarà indicata con v, 
per distinguerla da n, che indica la direzione come numero quantico 
di stato. In questa rappresentazione la funzione d’onda ha la forma 
(16,2) 

Pri (V) = MID (v—n). (69,6) 


Sostituendo la (69,6) nello sviluppo (69,3), quest’ultimo si riduce ad 
un solo termine 


Pym = (VA | JMA) u®. (69,7) 


Le elicità da e à» di ciascuna delle due particelle sono definite 
come la proiezione del loro spin sulla direzione del loro impulso. 
Se gli impulsi delle particelle sono pa = P, Pa = —p, allora per la 
prima particella questa direzione è n, e per la seconda è —n. Se con- 
sideriamo ora il sistema come una particella di elicità A nella dire- 
zione n, allora A = àa — A». La sua funzione d'onda (nella rappre- 
sentazione degli impulsi) può essere rappresentata, secondo la 
(16,4), nella forma 


Poma (Y) =u DR NV ET. (69,8) 


Confrontando le due espressioni (69,7-8) (e cambiando la notazione 
della variabile v in n), per i coefficienti cercati troviamo 


(nà IMa) =y ZEE DI, (n). (69,9) 


Sostituendo questi coefficienti nella (69,5) troviamo 


(nN |S nA) = D) A DI (0°) DI (m) ASTA, (69,10) 
JM 
A=ha— Ab, NES 


dove è stata usata la notazione abbreviata (69,2). Scegliendo la 
direzione n come asse z abbiamo 


DiM (n) =ôam 
e la (69,10) assume la forma 


m'i Sini = D EE DI (e) ASTA. (69,11) 
J 
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Noi vediamo che lo sviluppo in ampiezze parziali ha per coeffi- 
cienti le funzioni DY),, Per reazioni del tipo (69,1) è comodo definire 


l'ampiezza di diffusione f in modo che la sezione d’urto (nel sistema 
del baricentro) sia 

do =|(n'X' | f | nà)? do’ (69,12) 
(confrontando con la (65,19) si può stabilire il legame tra questa 


ampiezza e gli elementi di matrice M;;). Scriviamo il suo sviluppo 
in ampiezze parziali nella forma 


(n'2'|f|mM= 2 (27 +1) Dv (m') DIRI (n) (A |f7|2), (69,13) 


oppure, assumendo l’asse z diretto secondo n, 


wN ifini = 2 (2J +1) DA (n) A flA (69,14) 


Questa formula rappresenta la generalizzazione dello sviluppo in 
ampiezze parziali per la diffusione di particelle prive di spin (vedi 
III (123,14)). Poiché DW = P, (cos 6), allora per spin nulli la 
(69,14) diventa lo sviluppo in polinomi di Legendre 


f © =D (2L+1) frPr (0050). 


La sezione d’urto (69,12) si riferisce al caso in cui tutte le par- 
ticelle hanno elicità determinate. Se invece le particelle si trovano 
in stati di polarizzazione miscelati, allora la sezione d’urto si ottiene 
mediando il prodotto 


(Acha |f | Aado) (Achal f | AaAb)” 
sulle ratrici densità di polarizzazione delle particelle 
(a |P 1A6) (Ax PČ AE) (Ac [P Ac} Aal pË] Aa) 


(vedi nota a pag. 207). Cosí, per una reazione tra particelle non pola- 
rizzate a e b con generazione di particelle non polarizzate ce d, 


otteniamo 


do , 
do =- F F z TEEN 2J’ +1) x 


X (acha |F l Aado) Acha] F” |X 
X Maho)" DSa (m') DIN (n') (69,15) 


(l’asse z è diretta secondo n, il simbolo Da, indica la sommatoria su 
AaAbAcha). Sostituendo la funzione Dl)* in accordo con la ITI (58,19) 
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e usando poi lo sviluppo III (110,2), otteniamo in definitiva 


do -A° È 
d= mento di (1° Q/+1)2I+ 
(A)JJ* 
H 1) (eha | F7 Acad) Achal f” | X 
x J J A ‚iJ J' L 
X Aado)” X! (2L +1) fi de (de ber 0) P, (cos) (69,16) 


L 
(0 il’angolo tra n’ e l’asse z); la sommatoria rispetto a L è fatta su 
tutti i valori interi, che si ottengono componendo vettorialmente 
J con J’. 

Lo sviluppo dell’ampiezza di diffusione in ampiezze parziali 
tiene conto completamente di tutte le proprietà della distribuzione 
angolare della diffusione, connesse alla simmetria rispetto alle 
rotazioni spaziali. Esso, tuttavia, non tiene conto esplicitamente 
delle proprietà connesse alla simmetria rispetto alla riflessione 
spaziale. L’invarianza P (se l'interazione gode di essa) porta a deter- 
minate relazioni tra le diverse ampiezze nella rappresentazione delle 
elicità (vedi più avanti, $ 70). 


$ 70. Simmetria delle ampiezze di diffusione 
nella rappresentazione delle elicità 


Le richieste, imposte dalla simmetria rispetto alle trasformazioni 
P, T, C (se, naturalmente, il processo considerato di interazione tra 
particelle gode effettivamente di questa simmetria), portano a deter- 
minate relazioni tra le diverse ampiezze di diffusione nella rappre- 
sentazione delle elicità e, di conseguenza, diminuiscono il numero 
delle ampiezze indipendenti!). 

Per stabilire queste relazioni chiariamo dapprima le proprietà 
degli stati di elicità di un sistema di due particelle. 

Consideriamo le particelle nel sistema del loro baricentro. Una 
delle particelle ha impulso p, = p e elicità A, rispetto alla direzione 
p, l’altra ha impulso p, = —p e elicità à, rispetto alla direzione —p. 
Se ci si riferisce invece alla elicità di ambedue le particelle rispetto 
alla stessa direzione p, allora esse saranno ^, e —A,. In accordo con 


questo, esse saranno descritte da onde piane di ampiezza ug? e 


u ^d. Il sistema delle due particelle è descritto dalla funzione (a 


più componenti) od, composta dai prodotti delle ampiezze 


a) (42) 
Un e Un . 


1) Il numero di ampiezze indipendenti non dipende, ovviamente, dalla 
rappresentazione concreta della matrice S e rimane invariato per qualsiasi 
scelta delle variabili di spin. 
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Considerando ora il sistema come un’unica particella di elicità 
A = M — Ax sulla direzione n = p/| p|, noi possiamo scrivere la 
funzione d’onda (nella rappresentazione degli impulsi, cioè come 
funzione di n) per lo stato di dati valori J, M, à, À, assegnati (e con 
energia totale e) nella forma 


Pyraane = USA DI (n) pa, 
New (70,1) 


(cfr. la (69,8)). Poiché A è la proiezione del momento angolare totale 
su p, deve valere la relazione 


ATE (70,2) 
Secondo la (16,14), per la riflessione spaziale si ha 


Puia (n) = nmu» (— n) = ima (— 1) “TAMA (n), 
(70,3) 


dove nı, n, sono le parità intrinseche delle particelle. Utilizzando 
anche la (16,10), si trova la legge di trasformazione delle funzioni 
(70,1): 


Prpymnaae = Male (— 1) pmm (70,4) 


Se le due particelle sono identiche, allora sorge il problema della 
simmetria rispetto alla loro permutazione. Lo scambio di posto delle 
particelle significa lo scambio dei loro impulsi e dei loro spin. Per 
chiarire il senso di questa operazione in relazione alla funzione (70,1) 
notiamo che nella definizione stessa di quest’ultima è contenuta 
una certa asimmetria, consistente nel fatto che i momenti di ambe- 
due le particelle vengono proiettati sulla direzione di uno stesso 
vettore pı = p, che è l'impulso di una (la prima) delle particelle. 
Dopo la permutazione il posto di questo vettore verrà preso dal vet- 
tore p, = —p; le proiezioni dei momenti jı e 7, su questo vettore sa- 
ranno —À, e Àa (invece delle proiezioni A, e —A, su p). Perciò il risul- 
tato dell’azione dell’operatore di scambio delle particelle (P,,) sul- 
la funzione (70,1) può essere scritto come 


J 2741 
Piorbynraiag = u32-M0 (— n) Dai (— n) VEE Sa 


(dove, come prima, A = ^ — å). Usando poi la (70,3) e la (16,10) 


troviamo 


Praprarano= (1) samia (70,5) 


dove sj = Ss, =S. 
Per particelle identiche sono ammessi solo stati simmetrici (per 
bosoni) e solo stati antisimmetrici (per fermioni) rispetto allo scam- 


322 CAPITOLO VII 


bio delle particelle. Poiché il primo di questi casi corrisponde a spin 
s intero e il secondo a spin s semintero, allora gli stati possibili di 
elicità di un sistema di due particelle possono, in ambedue i casi, es- 
sere scritti sotto forma di combinazioni lineari 


[4 + ( un 1)?*P,g] Pymamaz 
oppure, secondo la (70,9), 


Pyma + (—1)7 pman (70,6) 


È notevole il fatto che questa combinazione ha una forma unica per 
i bosoni e per i fermioni. 

Per un sistema particella-antiparticella il risultato dello scambio 
è espresso sempre dalla formula (70,5). Tuttavia, a differenza del 
caso di particelle identiche, qui sono ammessi stati che godono di 
ambedue le simmetrie di scambio, cioè sono possibili le due combi- 


nazioni 
pt= psyman © (— 1) Yui (70,7) 


Questi stati hanno parità di carica C determinata. L'operazione di 
coniugazione di carica si può rappresentare come il risultato di uno 
scambio totale di tutte le variabili (di spin e di carica) delle due 
particelle seguito dallo scambio inverso delle variabili di spin (di 
elicità). Il risultato della prima operazione deve coincidere col risul- 
tato dello scambio per un sistema di due particelle identiche. Da qui 
è chiaro che se nella (70,7) si prende il segno positivo (che coincide 
con il segno nello stato (70,6), ammesso per particelle identiche) 
il sistema avrà parità di carica positiva, mentre se si prende 
segno negativo il sistema avrà parità di carica negativa 


Cpt = + pt. 


Esaminiamo, infine, l'operazione di inversione temporale. La fun- 
zione d'onda di una particella a riposo di spin s e con proiezione del- 
lo spin uguale a o si trasforma come segue: 


Tso z= (— De Ps, -0 


(vedi III (60,2)). La funzione d'onda di due particelle nel sistema 
del loro baricentro può anch’essa venire considerata (rispetto alle 
proprietà di trasformazione) come la funzione d’onda di una « par- 
ticella a riposo » di momento J e proiezione M. Per quanto riguarda 
le elicità M4, Às, esse non cambiano: l'inversione del tempo cambia il 
segno dei vettori impulso e momento angolare e quindi i prodotti jp 
restano invariati. In tal modo, troviamo 


Tsm = (— 1) pime (70,8) 
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Ora possiamo scrivere immediatamente le relazioni di simmetria 
per le ampiezze di elicità. 
Se l’interazione è P-invariante, allora per la reazione 


a+b+>c+d 
le ampiezze di transizione (per dati J e e) devono coincidere 
| Aab) + | Acha) e P|AaAg) > P | Acha) 
Usando la (70,4), troviamo quindi 
(Achal ST Fado) = n (— 1)fet'an "an" x 
X (— Aes — ia] S” ]— has —A). (70,9) 


Se invece di stati di date elicità si prendono stati di data parità, 
cioè le combinazioni 
4 
yV 2 

(dove 4,3, = aña oppure eña), allora le ampiezze di transizione, 
che non conservano la parità, si annulleranno. 

L’inversione del tempo trasforma ciascuno degli stati secondo la 
(70,8) e, inoltre, scambia di posto gli stati iniziali e finali. Perciò 
l'invarianza T porta alle relazioni 


(Achal S7 (€) | Aado) = (Aab 15 (€) (Acha). (70,10) 


Queste due ampiezze, tuttavia, si riferiscono a processi differenti 
(reazione diretta e inversa). Soltanto nel caso di diffusione elastica 
ambedue i processi in sostanza coincidono, e allora la (70,10) rap- 
presenta una determinata relazione tra le ampiezze nella rappresen- 
tazione delle elicità dell'una e dell'altra reazione. 

Nella diffusione elastica di due particelle identiche il numero di 
ampiezze differenti diminuisce ulteriormente in virtú della sim- 
metria di scambio. Noi abbiamo visto che, per un dato J, si realiz- 
zano stati o solo simmetrici o solo antisimmetrici rispetto a M, Ag. 
Perciò la conservazione del momento angolare significa automatica- 
mente la conservazione anche della simmetria rispetto allo scambio 
delle elicità. 

Una situazione analoga ha luogo nella diffusione elastica particėl- 
la-antiparticella (oppure nella trasformazione di tale coppia in 
un’altra coppia, cioè in una reazione del tipo a + a + b + b). Per 
un dato J esistono stati sia simmetrici che antisimmetrici rispetto 
a M, Àa, ma a questi stati corrispondono valori diversi di parità di 
carica del sistema. Da qui segue che, se l'interazione tra le particelle 
è C-invariante, e quindi la parità di carica si conserva, allora le 
transizioni tra stati di diversa simmetria rispetto a À,, A sono vieta- 

21* 


(Pamane + PPIM) 
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tel). Sottolineiamo, tuttavia, la differenza che c’è rispetto al caso 
di particelle identiche, quando per un dato J gli stati di una delle 
simmetrie vengono a mancare completamente. Nel caso di « parti- 
cella-antiparticella » sono vietate solo le transizioni tra stati di 
simmetria differente, sebbene questi stati (per ogni J) esistano. In 
virti della universalità dell’invarianza CPT, l’esistenza dell’inva- 
rianza 7 significa anche l’invarianza CP. Quest'ultima porta al- 
l'uguaglianza delle ampiezze di due reazioni, delle quali una si ricava 
dall'altra mediante la sostituzione di tutte le particelle con le ri- 
spettive antiparticelle (e mediante il cambiamento di segno delle 
elicità): 

(Acha | ST | Aado) = (Azha | S7 A), (70,11) 


dove ñz = —ha, 2?) 

Il numero delle ampiezze indipendenti è uguale per tutti i canali 
incrociati di una stessa reazione generalizzata; perciò per determinare 
questo numero si può prendere in esame uno qualsiasi dei canali. 
Per esempio, con un uguale numero di ampiezze indipendenti si 
descrivono la diffusione elastica a + b + a + b e l’annichilazione 
a+a-b+ È. Le limitazioni, imposte dall’invarianza 7° nel 
primo caso, sono equivalenti alle limitazioni, imposte dall’inva- 
rianza C nel secondo. 

Soffermiamoci ancora sulla reazione di disintegrazione di una par- 
ticella in due particelle: a + b + c., Nel sistema del baricentro (il 


sistema di quiete della particella a) abbiamo p» = —Pe. Moltipli- 
cando l'uguaglianza ja = Jo + Jc per Pr otteniamo 
Aa = Àp — de (70,12) 


(la elicità X, della particella primaria è determinata come la proiee 
zione del suo spin sulla direzione dell’impulso di una delle particella 
secondarie). Questa relazione è, per cosî dire, la conseguenza di un- 
simmetria addizionale, di cui gode il processo considerato: la sim- 
metria assiale rispetto alla direzione di pp e po. Se lo spin della parti- 
cella originaria sa < Sp + Se, allora la relazione (70,12) diminuisce 
il numero degli insiemi ammissibili dei valori di Àa, Ab, Ae e quindi 
anche il numero delle ampiezze di disintegrazione indipendenti 
nella rappresentazione delle elicità. Il momento angolare totale J in 


1) Un divieto analogo può sorgere anche come conseguenza dell’invarianza 
isotopica dell'interazione di particelle non identiche. Per esempio, in virtú di 
questa invarianza, sono vietate le transizioni tra stati di diversa simmetria 
rispetto a À,, A» nella diffusione neutrone-protone. 

2) Poiché queste due ampiezze sono relative a processi differenti, l’inter- 
ferenza tra i quali è perciò impossibile, un fattore di fase nella (70,11) non avrebbe 
alcun senso e lo si può uguagliare ad 1. Un senso reale l’ha solo l'uguaglianza 
delle sezioni d’urto, che discende dalla (70,11). 
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questo caso coincide con lo spin della particella primaria Sa, € quindi 


è una quantità fissata. 
L’invarianza P nel decadimento è espressa dalla relazione 


(ApAe| S| Ma) = "Ue (— 1) 0e — Aa, — Ael S'|—Aa) (70,13) 


a 


(qui oltre alla (70,4) si è usata anche la legge di trasformazione della 
funzione d’onda di una singola particella (16,16)). 

Se la particella primaria è neutra, allora sorgono ulteriori limi- 
tazioni nel caso in cui la parità C si conservi. Qui occorre distinguere 
tre casi. Se i prodotti della disintegrazione sono anch’essi neutri, 
allora deve essere Ca = CC e; questa condizione o vieta totalmente 
la disintegrazione, oppure viene soddisfatta e non comporta quindi 
nuove limitazioni. Se le particelle b e c sono differenti, allora l’inva- 
rianza C stabilisce una relazione tra le ampiezze dei processi: a + 
—>b +c e a-+b+c. Infine, per la disintegrazione a + b + b 
compare una limitazione connessa con il fatto che per una data parità 
di carica C e un dato momento angolare totale J = Sa, il sistema 
può trovarsi soltanto o in stati simmetrici o in stati antisimmetrici 
rispetto alle elicità, a seconda della parità del numero J e del se- 


gno di C. 
L’invarianza CP porta ad un’uguaglianza delle ampiezze di 


disintegrazione dei processi a + b + c e a+b+c: 
(odo | S7 liha) = (AzA; | S I Ag) (70,14) 


(dove àg = —Aa; » » .), cioè all’uguaglianza delle probabilità di deca- 
dimento di particella e antiparticella. Se la particella può disintegrar- 
si in diversi modi (secondo diversi canali), allora questa uguaglianza 
vale per ciascuno dei canali. Sottolineiamo, tuttavia, che questo 
risultato presuppone l’osservanza dell’invarianza CP, che non è una 
proprietà universale della natura. Soltanto l’invarianza CPT ha 
carattere universale; quest’ultima richiesta avrebbe portato, di per 
se stessa, solo all'uguaglianza 


(hohe | S7 |Aa)= (A, 1Sa [4723 , 


nella quale la parte! destra è relativa al processo inverso del processo 
di decadimento. Più avanti ($ 72) vedremo che la condizione di 
invarianza CPT unitamente alle richieste di unitarietà porta, tutta- 
via, ad una certa relazione, anche se più limitata, tra le probabilità 
di decadimento di una particella e della rispettiva antiparticella. 


326 CAPITOLO VII 


PROBLEMI 


1. Ottenere mediante la (70,6) una classificazione degli stati possibili 


di un sistema di due fotoni. 
Soluzione. In questo caso A, Às = +1. Per J pari (J > 0), secondo la 
(70,6) sono ammessi tre stati simmetrici rispetto a A,, Aa: 


a) wrmiir b) Pym-i- ©) psm- + YIM- 
Per J dispari (J > 4) è ammesso un solo stato antisimmetrico: 


d) psmi-1— PI M-11- 
Gli stati c) e d) hanno anche parità definita (4-1); secondo la (70,4) abbiamo 


P (pmi + Ysm-11) = + (—1)7 (prozia È psm); 


il fattore + (-—1) = 1, poiché il segno superiore si riferisce ai valori pari di J 
e il segno inferiore a quelli dispari. Gli stati a) e b), invece, non hanno una pari- 
tà definita ma, formando con essi le combinazioni 


a’) pri HYJM-1-1 b’) PIM — PIM- 


si ottengono stati pari e dispari. Per J = 0 (per la condizione | A, — Aa | < 7) 
deve essere à, = 4»; di conseguenza lo stato c) viene a mancare e rimangono solo 
uno stato pari ed uno dispari: a’) e b’). Infine per J =1 l’unico stato ammissibile 
per.J dispari, e cioè lo stato d), è vietato, poiché per esso A=2>J. In tal 
modo, noi arriviamo alla tabella degli stati ammissibili (9,5). 

2. Nell’approssimazione non relativistica il momento totale J è il risultato 
della composizione dello spin S e del momento angolare orbitale L. Per un siste- 
ma di due particelle trovare la relazione tra gli stati | JLSM ) e| JM ħħ). 

Soluzione. Secondo la regola di formazione delle funzioni d’onda con compo- 


sizione dei momenti angolari abbiamo 
M JM 
vrsm= dI CTER sso a VLM, CM, Mg (1) 
Qui sg sono autofunzioni dello spin s con proiezione o (su un asse scelto 2), 


PLm; sono autofunzioni del momento angolare orbitale L con proiezione ML; 


l'espressione tra parentesi corrisponde alla composizione di sj e ss in S, 0 alla 
successiva composizione di S e L in J; la sommatoria avviene su tutti gli indi- 
ci m. Esprimiamo queste funzioni nella rappresentazione degli impulsi come 
funzioni della direzione n (cioè dell'impulso p = p,), esprimendo le funzioni 
psv attraverso lefunzioni degli stati di elicità pn, mediante la III (58,7): 


Psios = di DES (hbn 
DA 

Pai = X) DRaa M Va = 
iA2 


Per le funzioni wrw, abbiamo invece 
2L+1 
.L Rn EA 
vm, =Yrm, ("=i tn 

sono state usate la III (58,25) e la definizione (16,5)). Sostituendo queste funzio- 
ni nella (1), usando'due volte lo sviluppo III (110,1) e usando anche la proprietà 
dî ortogonalità dei coefficienti di Clebsch — Gordan III (106,13) otteniamo la 
funzione pyrsm sotto forma dello sviluppo 


wsrsm= DI Pimnina TMM ILSM), (2) 
A12 


DE) 
om, (%) 
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dove 


3 2741 
J 
Pama = Para Yn, -1P SM (n) ACETH 
A=M— Ào, 
e i coefficienti 
(JM rho | JLS M) =(— i)F (—1)51782+5 x 


VETE I) 


In virtù dell’unitarietàdella trasformazione (2) abbiamo 
(JLSM | JMM) = (J Mhh |JLSM)*. 


3. Determinare il numero di ampiezze parziali indipendenti per i seguenti 
processi di diffusione: a) n -+ N > n + N, b)y+5->y+n,)y+N-+ 
>y +N, d) e4 N>e4N, e) v+e+v+e, Î p+y>n+ n, 
&O@NHKH4N->-N-+MN}} 

Soluzione. a), b) Il numero totale di elementi di matrice S” (cioè il numero 
dei diversi insiemi dei numeri 4,4341453) è N = 4. Se si tiene conto dell'in- 
varianza P il numero di elementi indipendenti si riduce a Np = 2; con l’invarian- 
za T si riduce a Nr = 3, mentre se si tiene conto di ambedue il numero si 
riduce a Npr = 2. 

c), d) N = 16, Np = 8, Nr = 10, Npr = 6. 

e) N = 4, Nr = 3. 

f N =38, Np=4. 

g) In questo caso è comodo partire da combinazioni lineari degli stati di 
elicità: 

Pig = pr F Y Pog = Pa, 

Psg = Ya- + pa, Pu = P- — Y- 
dove gli indici + indicano i valori delle elicità (+1/2) delle due particelle. Gli 
stati 1g, 2g, 3g sono pari, mentre lo stato u è dispari rispetto allo scambio delle 
particelle. Allora le transizioni g ++ sono vietate, e di conseguenza, tenendo 
conto della simmetria di scambio, abbiamo N = 16 — 6 = 10. Rispetto alla 
riflessione spaziale P le funzioni ig, Ysg € 29, Pu hanno parità opposte (rispet- 
tivamente (—1)7*' e (—1)?); il divieto di transizioni tra questi stati porta il 
numero di ampiezze indipendenti a Np= 6. Infine, l’invarianza 7 comporta 
l'uguaglianza delle ampiezze 1g + 3g, 3g + 1g, e quindi Npr = 5.! 


$ 71. Ampiezze invarianti 


Per le ampiezze nella rappresentazione delle elicità viene usato 
un determinato sistema di riferimento: il sistema del baricentro. Nei 
calcoli delle ampiezze di diffusione mediante la teoria invariante 
delle perturbazioni (e anche per l’analisi delle loro proprietà generali 
di analiticità) è conveniente scrivere le ampiezze in forma esplicita- 
mente invariante. 

Se le particelle che partecipano alla reazione non hanno spin, 
allora l’ampiezza di diffusione dipende solo dai prodotti invarianti 


1) In questi esempi sono essenziali solo gli spin delle particelle e la simmetria 
della loro interazione. 
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dei 4-impulsi delle particelle. Per una reazione del tipo 
a+b>c+d (71,1) 


come invarianti si possono scegliere due qualsiasi delle grandezze 
s, t, u, definite nel $ 67. Allora l'ampiezza di diffusione si riduce alla 
sola funzione M;; = f (s, t). 

Se, invece, le particelle hanno spin, allora, oltre agli invarianti 
cinematici s, #, u, esistono anche invarianti, che si possono formare 
con le ampiezze d'onda delle particelle (bispinori, 4-tensori, ecc.). 
Le ampiezze di diffusione devono allora avere la forma 


M = $! fn (S, t) Fn, 71,2) 


dove F, sono degli invarianti, che dipendono linearmente dalle am- 
piezze d'onda di tutte le particelle partecipanti al processo (e anche 
dai loro 4-impulsi). I coefficienti f, (s, t) sono chiamati ampiezze 
invarianti. 

Scegliendo le ampiezze d’onda in modo tale che corrispondano a 
particelle di elicità definita, noi otteniamo determinati valori degli 
invarianti F, = Fn (A;, 4;). Allora le ampiezze di diffusione nella 
rappresentazione delle elicità assumono la forma di combinazioni 
lineari omogenee delle ampiezze invarianti fn. È quindi evidente che 
il numero di funzioni d’onda indipendenti fn» (s, t) coincide con il 
numero di ampiezze indipendenti nella rappresentazione delle elici- 
tà. Poiché il numero di queste ultime è facile da determinare (come 
abbiamo spiegato nel $ 70), il problema degli invarianti /, viene 
in tal modo a semplificarsi: noi ne conosciamo a priori il numero. 

Esaminiamo alcuni esempi, supponendo che, in ogni caso, linte- 
razione goda dell’invarianza P e 7; quest’ultima proprietà implica 
che gli invarianti F, devono essere dei « veri » scalari (e non degli 
pseudoscalari). 

1) Diffusione di una particella di spin 0 su una particella di 
spin 1/2. Il numero degli invarianti è uguale a 2 (vedi problema 3, 
$ 70). Come invarianti si possono scegliere 


v =uu, F,=u Ku, (71,3) 
dove u = u (p), u’ = u (p') sono ampiezze bispinoriali dei fermioni 
iniziale e finale; K = k + k’, dove k e k’ sono i 4-impulsi dei bosoni 
iniziale e finale!). 


1) A prima vista sembrerebbe possibile formare ancora un invariante, 7 | 
= i 
u'Ouvk"k Vu. 
È facile, tuttavia, convincersi che esso si riduce agli invarianti (71,3) se si tiene 


conto della legge di conservazione k’ = p + k — p' e delle equazioni pu = mu 
e u'p' = mu', alle quali soddisfano le ampiezze bispinoriali. 
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L’invarianza 7 delle grandezze (71,3) si può con facilità verificare 
direttamente. L’inversione temporale scambia di posto gli stati 
iniziale e finale e sostituisce le ampiezze u (p) con le « ampiezze 
invertite nel tempo »: 


u= Uru, ul = — Utu 
(vedi la (28,5)). Troviamo quindi la relazione 
u'u > UTu'T= — (Uzu)(Uru')= 
= UO, Utu=uUzUju=u"u, 
che dimostra l’invarianza 7 di F}. Analogamente abbiamo 
u'yhu > uTyruT = — (Uju) y” (Uzu') = UU ytUsu, 
oppure, in virtii della (26,12)!) 
uu yu, uyu > — u'yu. 


In questo stesso modo si trasformano i 4-impulsi (K°, K) +(k°, —K), 


e di conseguenza, il prodotto scalare F, = Ky (u'y u) è invariante. 
2) Diffusione elastica di due particelle identiche di spin 1/2. 
Esistono 5 invarianti indipendenti, che possono essere scelti nel 


modo seguente: 


F, = (uqu) (suo), F, = (u9u,) (pus), 
Fs = (u yhta) (usvuli), F, = (u;yhy5u,) (UVa Yua), 
F; = (U{0"%1) (UsO vo), (71,4) 


dove u}, u, sono le ampiezze bispinoriali delle particelle iniziali, 
e uj, u, quelle delle particelle finali. Lo scambio delle particelle 
iniziali (o di quelle finali) non porta a nuovi' invarianti: i nuovi 
invarianti si esprimono attraverso i vecchi (problema 1, $ 28). 
L’espressione (71,2) con F, preso dalla (71,4), non ha però la pro- 
prietà richiesta di cambiare di segno per lo scambio di due fermioni 
identici. Si può invece usare l’espressione seguente: 


M p= [(&iw3) (Ugua), fa (t, u)— (Us) (Uu) fa (u, 1)] +... (71,5) 


In effetti, per lo scambio di p; e p, (oppure di p, e ps) gli invarianti 
cinematici si trasformano come segue: s —> s, t + u, u — t e perciò 
la proprietà richiesta viene soddisfatta automaticamente. 
Esaminiamo ancora due esempi: la diffusione di un fotone su 
particelle di spin 0 e 4/2. È opportuno esprimere l'ampiezza di 


1) Queste leggi di trasformazione seguono, evidentemente, anche dal com- 
portamento, chiarito nel $ 28, nell’inversione temporaleydegli operatori pw, pyp, 
i cui elementi di matrice sono i prodotti u'u, u'y}u. 
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questo processo mediante i quadriversori del genere spazio e, et, 
<he soddisfano le condizioni 


e2 — e22 È 1, e‘ 1)e(2) = 0, 
eVk= ek =0, edk = e DE =0 


{per ciascuno dei fotoni questi 4-vettori possono servire da sistema 
di riferimento quadridimensionale mediante il quale si realizza la 
descrizione invariante delle loro proprietà di polarizzazione; vedi 
$ 8). 

Siano k e k’ i 4-impulsi iniziale e finale del fotone, e p e p’ le 
corrispondenti quantità per la particella bersaglio. Consideriamo 
i quadrivettori 


(71,6) 


K 'K 
P` = prp p'^— K PEHEE, 


71,7 
N*= evo P,gyEor ) 
dove 


K=k+k, q=p—p' =k —k. 


‘Questi vettori sono evidentemente ortogonali. Essi sono ortogonali 
anche ai quadrivettori K, q e quindi anche a k, k’. Essendo ortogo- 
nali al 4-vettore del genere tempo X (K? = 2kk' >0), significa 
che essi sono del genere spazio (infatti, nel sistema di riferimento in 
cui K = 0, dall’uguaglianza KP = 0 segue che P, = 0, e quindi 
P? <0). Normalizzando P e N, cioè formando 

PSE ERO, PETE (71,8) 


pene: VP?" 
noi otteniamo una coppia di quadrivettori, che godono di tutte le 
proprietà richieste. Notiamo che e® è un « vero » vettore, mentre 
‘e è uno pseudovettore. 
Rappresentiamo l'ampiezza di diffusione del fotone nella forma 


M p; = F ezten, (71,9) 


‘evidenziando i 4-vettori Ae e, e' dei fotoni iniziale e fi- 
nale. 

3) Diffusione di un fotone su una particella di spin 0. Il tensore 
F»} nella (71,9) deve essere costruito solo con i 4-impulsi delle par- 
ticelle. Lo si può rappresentare nella forma 


FM = fehe H- jeen, (14,10) 


dove fı, fa sono ampiezze invarianti, il cui numero è, in questo caso, 
uguale a 2. Notiamo che il termine contenente il Lat eh gu 
è impossibile in FM, poiché questo prodotto è uno pseudotensore e, 
sostituito nella (71,9), avrebbe dato uno pseudoscalare. 
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4) Diffusione di un fotone su una particella di spin 1/2. Rappre- 
sentiamo il tensore 7,, nella forma 


Fry = Go (ee + e eti) + Gi (ele + 

+ ese) + Ga (ee — Pel) + Ga (Pe ee), (71,11) 
dove Go, Gs sono « veri » scalari, e G, e G, sono degli pseudoscalari. 
Sia questi che quelli sono bilineari rispetto alle ampiezze bispino- 
riali dei fermioni u (p’) e u (p), hanno cioè la forma 


Gn =u (p') Qnu (p). (71,12) 
La forma generale delle matrici Q, (rispetto agli indici bispinoriali) è 
= R, =% R , 
Qo=fi+ f2 - Q=Y Mat fa ) (71,13) 
Q2 =V (fs + feK), Qs =f1+ fs, 
dove K = k + k’. licoefficienti fı, . . ., fs sono le ampiezze inva- 


rianti, il cui numero è risultato qui uguale a 8 (invece delle 6 richie- 
ste) per il fatto che non si è ancora tenuto conto dell’invarianza T. 
L’inversione temporale scambia di posto i 4-impulsi iniziale e 
finale delle particelle, cambiando anche i segni delle loro componenti 
spaziali: 

(kos F) > (ko —k'), (Po P) —> (Po —D'). (71,14) 
I quadrivettori polarizzazione dei fotoni si trasformano come segue: 
(eo e) > (0%, — e'*) (71,15) 

(cfr. la (8,11a)), e quindi 

(e0%€0, ei*eo, ei*en) = (e020, — egei, ek“). 


In virtú dell'ultima trasformazione la condizione di invarianza 
dell’ampiezza di diffusione (71,9) è equivalente alla richiesta 


(Fos Fios Fin) > (Foo — Fois Fri). 

D'altra parte, come conseguenza delle sostituzioni (71,14) abbiamo 
(Ko, K) > (Ko — K), (dos 9) > (— dor 9): 
(Pos P) > (Po — P): (No, N) + (No, —N), 

e perciò 

(et? ei) + (e), — e(1.2)). (71,16) 

Dalla espressione (71,11) segue quindi che deve essere 


Go, 1,3 > Go 435 Gz +— Gy, 
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Abbiamoj visto precedentemente che per l'inversione temporale 
abbiamo 
wu —> wu, u'u > wKu. (74,17) 
Analogamente si può trovare che 
uu > — uu, uu > u'y Ĝu. (71,18) 
Dalle espressioni (71,12-13) si vede infine che l’invarianza 7 dell’am- 
piezza di diffusione implica 


fs =f =0. (71,19) 


$ 72. Condizione di unitarietà 


La matrice di diffusione deve essere unitaria: SS° = 1, ovvero, 
in termini di elementi di matrice, 


(SS Jj = DI SinSîn= bis (72,1) 


dove l'indice n numera tutti gli stati intermedi possibili!). Questa è 
la proprietà più generale della matrice S, che garantisce la conser- 
vazione della normalizzazione e della ortogonalità degli stati nelle 
reazioni (cfr. III, $ 125, 144). In particolare, gli elementi diagonali 
dell'uguaglianza (72,1) esprimono semplicemente il fatto che la som- 
ma delle probabilità di transizione da un dato stato iniziale ad uno 
stato finale qualsiasi è uguale all’unità: 


> Sni p=1. 


Sostituendo nella (72,1) gli elementi di matrice nella forma (65,2), 
otteniamo?) 


Tg Th =i (27) D 60 (P,—Pn)T Th (72,2) 
n 


Notiamo che la parte sinistra di questa uguaglianza è lineare ri- 
spetto agli elementi di matrice T mentre la parte destra è quadratica. 
Se l’interazione contiene un parametro « piccolo » (come, ad esem- 
pio, l'interazione elettromagnetica), allora la parte sinistra sarà del 
primo ordine di grandezza rispetto a questo parametro, la parte 


1) Il senso concreto del simbolo è;; nella (72,1) dipende naturalmente dalla 
scelta concreta dei numeri quantici e dalla normalizzazione delle funzioni d’onda 


del sistema. Esso deve essere definito in modo che: DI ôy = 1. 


2) Se scriviamo la condizione di unitarietà nella forma S+S ={1 (invertendo 
cioèi fattori S+ e S) allora la (72,2) si rappresenta nella forma equivalente 


Tii-Tf=i (21) 66 (P;—Pn)T*Tnio (72,2a) 
n 
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destra del secondo. Nell’approssimazione del primo ordine si può 
quindi trascurare la parte destra, e allora abbiamo 


Ti = Tin (72,3) 


cioè la matrice T è hermitiana. 

Per dare alla condizione di unitarietà (72,2) una forma più con- 
creta, occorre precisare cosa si intenda esattamente per sommatoria 
su n. Chiariamo questo punto per il caso di collisione di due parti- 
celle, supponendo inoltre che le leggi di conservazione permettano 
solo la diffusione elastica; allora anche tutti gli stati « intermedi » 
nella (72,2) saranno stati « a due particelle ». La sommatoria su 
questi stati significa l'integrazione rispetto agli impulsi 9%, p; e la 
sommatoria sui numeri quantici di spin (ad esempio, sulle elicità) 
di ambedue le particelle, che denoteremo con 4°: 

1_ ( VBpidp < 
di=) ne di: 


Eliminando le funzioni è con lo stesso metodo usato nel $ 65, otte- 
niamo la condizione di unitarietà « a due particelle » nella forma 


iv2 AI n" 
Ta—Th= Ta > Jri f TinT'ingi83d0", 
Ar 


dove p è l'impulso ed e l'energia totale nel sistema del baricentro. Il 
volume di normalizzazione scompare da questa relazione dopo il 
passaggio dalle ampiezze 7;; alle ampiezze M;; eseguito secondo la 
(65,10) 
* i p y * n 
Ma— u= ar DIE | MaM do. (72,4) 


Definiamo l'ampiezza di diffusione elastica in modo che 
do = | (n'ù | f| nà) |? do’ (12,5) 


(n, n’ sono le direzioni degli impulsi iniziale e finale; A, X' i numeri 
quantici di spin iniziali e finali). Un confronto con la (65,19) mostra 


che 
1 


8ae 


(n'N|f|ny=-=- My, (72,6) 


e la condizione di unitarietà (72,4) assume la forma 
(nN |f|mX}—(mX|f|n'"X)* Hel s | (n'A FIn" X 
1” 


x (mA|f| n") do", (72,7) 


T la nota formula della teoria non relativistica III 


334 CAPITOLO VII 


Per ampiezza di diffusione elastica ad angolo zero si intende 
l'elemento di matrice diagonale 7;;, per il quale lo stato finale delle 
particelle coincide con quello iniziale!). Per questa ampiezza la 
condizion di unitarietà (72,2) assume la forma 


21m Ti = (27) DI | Tin} 89 (Pi — Pa). (72,8) 


La parte destra di questa uguaglianza differisce solo per un fattore 
moltiplicativo dalla sezione d’urto totale di tutti i processi possibili 
di diffusione per un dato stato iniziale i; indichiamo questa sezione 
‘ con g+. Infatti, sommando la probabilità (65,5) sugli stati f e divi- 
dendo per la densità di flusso j, troviamo 


o, = ELL S | Tin P 8 (P;—Pa), 


e quindi 
z Im Ti = 0a 


Il volume di normalizzazione scompare dopo la sostituzione T; = 
= M;il/(28,V - 28V) (€1, € sono le energie delle particelle nel siste- 
ma del baricentro) e la sostituzione di j secondo la (65,17): 


ImMi=2|p|80:. (72,9) 

Questa formula costituisce il contenuto del cosiddetto teorema ottico. 

Se si introduce l'ampiezza di diffusione elastica (72,6), questa for- 
mula assume la sua forma ordinaria 

Im (ni| fln =t! o; (12,10) 


+14 


(cfr. ITI (142,10). 
Se la matrice S è data in rappresentazione angolare (ampiezze 


parziali), essendo essa diagonale in J, la condizione di unitarietà si 
scrive separatamente per ciascun J. 
Cosî, se è possibile solo la diffusione elastica, la condizione di 


unitarietà assume la forma 
DN STLA (A LST LAN = ôro (12,11) 


A 
In virtú dell’invarianza T la matrice di diffusione elastica è simme- 
trica (cfr. (70,10)) e quindi può essere diagonalizzata. Dopo questa 
operazione la condizione di unitarietà richiede che gli elementi 
diagonali siano in modulo uguali a 4; si conviene di scriverli in 


1) Sottolineiamo che si parla proprio degli elementi della matrice T, e non 
S, cioè l'elemento diagonale viene trovato dopo che dalla matrice S è stata eli- 
minata la matrice unità. 
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questo caso nella forma 
SI = exp (2iôzn), (72,12) 


dove 8;, sono costanti reali, funzioni dell'energia (l'indice n numera 
gli elementi diagonali per un dato J). Nel caso generale, quando ił 
numero di ampiezze indipendenti N è maggiore del rango della ma- 
trice (quadrata) S7, i coefficienti di trasformazione, che realizzano 
la diagonalizzazione di S7, dipendono da J e E (questi coefficienti, 
oltre ai valori principali della matrice, contengono allora delle quan- 
tità indipendenti, equivalenti alle N quantità iniziali). Se, però, il 
numero N coincide con il rango della matrice SY (e quindi con il 
numero dei suoi valori principali), allora i coefficienti di diagonaliz- 
zazione sono universali. Gli stati che diagonalizzano SY sono stati 
di parità definita (ma, beninteso, non di elicità definita). 

La condizione (72,11), espressa attraverso le ampiezze parziali 
Ù 1/7 1A), ha la forma 


WIFI A] = 
= 2il pA NIPAN AP N, (72,13) 
come è facile verificare sostituendo lo sviluppo (69,13) nella (72,7) 
e tenendo conto della ortonormalità delle funzioni D. Se c’è anche 


l’invarianza 7 la matrice ‘A’ | f |A) è simmetrica, e la (72,13) as- 
sume la forma 


Im (A F M= lp EEH A). (72,14) 
Se la matrice è diagonalizzata, i suoi elementi diagonali sono 
J__1 218 __1 Ady 
fa= Zi pl (e JR — 1) =p? J sen Ôyn- (72,15) 


Indichiamo infine alcune conseguenze che discendono congiun- 
tamente dalla condizione di unitarietà e dalla richiesta di invarianza 
CPT. In virtù di quest ultima abbiamo 


Ta=T (72,16) 


if? 
dove { e f sono stati che differiscono da i e f per la sostituzione di 
tutte le particelle con antiparticelle (e anche per il cambiamento di 
segno dei momenti angolari, mentre restano invariati gli impulsi). 
In particolare, per gli elementi diagonali risulta 


Ti; =T- 
Dalla (72,8), o dalla (72,9), discende”quindi che la sezione l'urto 


totale di tutti i processi possibili (per un dato stato iniziale) è uguale 
per reazioni tra particelle e antiparticelle. 
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{n particolare, sono uguali le probabilità totali di decadimento 
(cioè la vita media) di una particella e della rispettiva antiparticel- 
la. Questi risultati (insieme con l'uguaglianza delle masse di parti- 
cella e antiparticella ($ 11)) sono le conseguenze più importanti del- 
l’invarianza CPT delle interazioni. Ricordiamo (vedi fine $ 70) che, 
perché un'affermazione analoga sia valida per ciascuno dei possibili 
canali di decadimento separatamente, si deve richiedere anche l’os- 
servanza dell’invarianza CP. 


PROBLEMA 


Usando la condizione di unitarietà, trovare la connessione tra le fasi delle 
ampiezze parziali di fotoproduzione di pioni in reazione con nucleoni (y + N + 
+ n + N) e le fasi di diffusione elastica di pioni su nucleoni (1 + N + x + 
+ N); nella soluzione occorre tener conto del fatto che la diffusione nN è rego- 
lata dalle interazioni forti, mentre la fotogenerazione e la diffusione yN sono 
regolate dalla interazione elettromagnetica. 

Soluzione. Introduciamo per le ampiezze parziali le seguenti notazioni: 


(AN |S | YN) = Sry, 
(YN IS | YN) = Syy, 
aN | SIAN) = San 
(sono stati omessi gli indici J e i simboli delle elicità). La fotoproduzione è un 
processe del primo ordine rispetto alla carica elettrica e, mentre la diffusione 
N è del secondo; perciò Say ~ e, Syy — 1 ~ e. L'ampiezza Syn non contiene 
invece alcun fattore « piccolo ». Limitandoci a considerare i termini — e, le 
condizioni (72,1) danno le relazioni 


Says hy HS nnsa X Say H Sans tg =0, (1) 

Say hy HSanS in ® SanStn=1 (2) 

(nella parte destra dell'uguaglianza (2) per 1 occorre intendere una matrice 
unità rispetto alle variabili di spin). In virti dell’invarianza 7 la matrice Sax 


è simmetrica, e Syn = Sny. Prendiamo la matrice Szy in forma diagonale, cioè 
rispetto agli stati d 1 pione di parità definita; allora dalla (2) discende che gli 


elementi diagonali hanno la forma e°°x con diverse costanti ôn. Quindi, dalla 
(1), per ciascuno degli elementi della matrice S}, troviamo 


Say Da Zid, 


da cui 
iò 
Say=+|Saylie 3. 


In tal modo, la fase dell’ampiezza parziale di fotoproduzione (in uno stato di 
parità definita) è determinata dalla fase di diffusione elastica nN. 
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TEORIA INVARIANTE DELLE PERTURBAZIONI 


$ 73. Prodotto cronologico 


Le probabilità dei diversi processi che hanno luogo nelle colli- 
sioni fra particelle, la cui interazione reciproca può essere conside- 
rata piccola, vengono calcolate mediante la teoria delle perturba- 
zioni. Il formalismo che caratterizza d’ordinario (per la meccanica 
quantistica non relativistica) questa teoria ha, tuttavia, il difetto 
che non sono in esso evidenti le condizioni di invarianza relativistica. 
Anche se nell’applicazione di tale formalismo a problemi relativistici 
il risultato finale soddisfa queste condizioni, la forma non invariante 
delle formule intermedie complica notevolmente i calcoli. Il presente 
capitolo è dedicato allo sviluppo di una teoria relativistica coerente 
delle perturbazioni libera da questo difetto; essa venne costruita da 
R. Feynman (1948-49). 

Poiché la descrizione del sistema viene fatta col metodo della 
seconda quantizzazione, indicheremo con © la funzione d'onda nello 
« spazio » dei numeri di occupazione dei diversi stati delle particelle 
libere. L'hamiltoniano del sistema è H = H, + V, dove V è l’ope- 
ratore di interazione. Siano ®,„ le autofunzioni dell’hamiltoniano 
imperturbato; ciascuna di esse corrisponde a valori definiti di tutti 
i numeri di occupazione. Una funzione generica ® è rappresentabile 


in forma di sviluppo ® = Y}C,®,. Allora l'equazione d'onda esatta 
, 0 
i-z =(Ho+V)D (73,1) 


si rappresenta sotto forma di un sistema di equazioni nei coefficien- 
ti Cn: 
iln = Di Vane Fa EC m, (73,2) 
m 
dove Vam sono gli elementi di matrice, indipendenti dal tempo, del- 
l'operatore V, e E, sono i livelli energetici del sistema imperturbato 


(cfr. III, $ 40). 
Per definizione, l’operatore V non dipende esplicitamente dal 


tempo. Invece le quantità 
Vum (t) = Vnme En Em! (73,3) 
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si possono considerare come elementi di matrice dell'operatore 


dipendente dal tempo 
V (t) = eiHVe-iHo, (73,4) 


Si dice che V (t) è l'operatore nella rappresentazione di interazione 
(mentre V, indipendente dal tempo, è l'operatore nella rappresen- 
tazione di Schrédinger!)). Denotando ora con la stessa lettera di pri- 
ma © la funzione d’onda in questa nuova rappresentazione, scriviamo 
le equazioni (73,2) nella forma simbolica 


iÔ = V (t) Ò. (73,5) 


Tutta la variazione della funzione d'onda, in questa rappresentazio- 
ne, è dovuta unicamente all’effetto della perturbazione, corrisponde 
cioè a processi che avvengono per effetto dell’interazione delle 
particelle. 

Se © (t) e © (t + ôt) sono i valori di © in due istanti infinita- 
mente vicini, allora in virti della (73,5) essi sono legati dalla rela- 
zione 


© (t+ ôt) = [1 — iôt - V (6)] D (t) = e 718! VOO (1). 


Corrispondentemente, il valore di ® in un istante qualsiasi #; può 
essere espresso mediante il suo valore in un certo istante iniziale 
t; (t; >t;) in base alla relazione 


Í 
@ (t)=([]e ie") (4), (73,6) 


dove il simbolo [] indica il limite del prodotto su tutti gli interval 
li infinitamente piccoli ôt, compresi tra #; e #;. Se V (t) fosse una 
funzione ordinaria, allora questo limite si ridurrebbe semplice- 
mente a 
tf 
exp(—i | Vidi). 


ti 


Questa operazione si basa sulla commutatività dei fattori, conside- 
rati ad istanti diversi, della quale si fa uso nel passaggio dal prodotto 
degli esponenziali nella (73,6) all’esponenziale della somma. Ma per 
l'operatore V (t) questa commutatività non esiste e la riduzione ad 
un integrale non è possibile. 


1) Sottolineiamo che nella definizione (73,4) figura l'operatore impertur- 
bato Ho, a differenza di quanto avviene nella cosiddetta rappresentazione di 
Heisenberg, in cui 

VH (t) = eil ve-iBt 
(vedi III, $ 13). 
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Riscriviamo la (73,6) nella forma simbolica 
tz 
D(t) =Texp{—i fva} O (t:), (13,7) 
t; 


dove T è l'operatore cronologico!), che sta a significare una determi- 
nata successione (« cronologica ») degli istanti nei fattori successivi 
del prodotto (73,6). In particolare, ponendo t; + — œ, t;—> + c0 


abbiamo 
® (+œ) = SD (00), (73,8) 
dove 
S=Texpf_i | Ved}. (73,9) 


Il senso della scrittura simbolica della soluzione formalmente 
esatta (73,7-9) dell'equazione d’onda consiste nel fatto che questa 
scrittura permette di scrivere facilmente lo sviluppo in serie di 
potenze della perturbazione: 


00 00 00 


s= X (230 f dt, j dt, ... f dta- T {ÈV (t4) V (ta) ... V (t)}. 
ii Sa aj (73,10) 


Qui, in ciascuno dei termini, la k-esima potenza dell’integrale è scrit” 
ta sotto forma di un integrale di molteplicità k, e l'operatore T sta a 
indicare che per ogni insieme di valori delle variabili £#,, fa, ©.. fr 
occorre disporre i corrispondenti operatori in ordine cronologico: 
da destra a sinistra in ordine crescente dei valori di £). 

Dalla definizione (73,8) è evidente che, se prima dell’urto il 
sistema si trovava nello stato ®, (una certa collezione di particelle: 
libere), allora l’ampiezza di probabilità di transizione allo stato ®y 
(altra collezione di particelle libere) è l'elemento di: matrice $;;. 
In altre parole, questi elementi formano la matrice S. 

L'operatore di interazione elettromagnetica è già stato scritto 


nel $ 43: 


Vas faa) dz. (73,11) 
Sostituendolo nella (73,9), otteniamo 
S = T exp {—ie fga) diz}. (73,12) 


1) Non confondere con l'operatore di inversione temporale! 
2) La deduzione delle regole della teoria invariante delle perturbazioni 
mediante lo sviluppo (73,10) appartiene a F. Dyson (1949). 
22% 
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Il fatto importante è che l'operatore (73,12) è relativisticamente inva- 
riante. Questo è chiaro dalla natura scalare dell’espressione inte- 
granda (jA), dal carattere invariante sia dell’integrazione rispetto 
a dêz che dell’operazione di ordinamento cronologico. Quest'ultimo 
fatto richiede, tuttavia, un chiarimento. 

Come è noto, la successione di due istanti f, e #, (cioè il segno 
della differenza #, — #) non dipende dalla scelta del sistema di rife- 
rimento, se questi istanti si riferiscono a punti dello spazio-tempo 
zı € zz, separati da una « distanza » del genere tempo: (x, — 23)? >0. 
In questo caso l’invarianza dell'ordinamento cronologico è evidente. 
Se invece (x, — z)? <0 (« distanza » del genere spazio), allora in 
sistemi di riferimento differenti si può avere sia t, >t, sia t < t’). 
Questi due punti corrispondono, però, a eventi, tra i quali non può sus- 
sistere una relazione di causalità. È evidente perciò che gli operatori 
di due grandezze fisiche, relative a questi punti, non possono non 
commutare tra loro; infatti, la non commutatività di due operatori 
significa, da un punto di vista fisico, che le grandezze in questione 
non possono essere misurate simultaneamente, il che presuppone 
l’esistenza di una relazione fisica tra i due processi di misura. Di 
conseguenza, l’ordinamento cronologico del prodotto rimane inva- 
riante anche in questo caso: anche se una trasformazione di Lorentz 
può cambiare la successione degli istanti, grazie alla commutatività 
dei fattori si può sempre ristabilire l’ordine cronologico?). 

È facile vedere che la definizione, data in questo paragrafo, della 
matrice S soddisfa automaticamente la condizione di unitarietà. Rap- 
presentando S in forma di prodotto cronologico, che figura nella 
(73,6), e tenendo conto del fatto che V è hermitiano, troviamo che 
S* si esprime come il prodotto degli stessi fattori exp (iòta-V (ta)) 
(col segno opposto all’esponente) disposti in ordine cronologico 
iriverso. Di conseguenza moltiplicando S con S+, tutti i fattori si 


semplificano a due a due. 


1) Invece di « distanze » del genere tempo e del genere spazio, si parla spes- 
so, per brevità, di regioni rispettivamente all’interno e all’esterno del cono di 
luté: tutti i punti z, separati dal punto x’ da una distanza (z — 2’)? > 0, si 
trovano all’interno del cono a due falde con il vertice nel punto x’, mentre i 
punti, separati da z’ da una distanza (z — 2')? < 0, si trovano all’esterno di 
questo cono. 

2) Per evitare malintesi, questa affermazione, per l'applicazione al prodotto 
v ty) V (ta) ..., richiede una precisazione. Poiché l'operatore V non gode 
dell’invarianza di gauge (esso varia insieme con A), allora i fattori V (t), 
Vv (ta), ., che per un gauge del potenziale sono commutativi, possono non 
esserlo per un altro gauge. Le affermazioni fatte devono essere intese nel senso 
che è sempre possibile una scelta del gauge del potenziale, per il quale V (t1), V (t2) 
siano commutativi all’esterno del cono di luce. Questa precisazione non ha, evi- 
dentemente, alcuna conseguenza sull’invarianza della matrice S: le ampiezze 
di diffusione, in quanto quantità fisiche reali, non possono dipendere dal gauge 
del potenziale (formalmente questa indipendenza discende dall’invarianza di 
gauge, notata nel $ 43, dell’integrale d'azione). 
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Notiamo che l’unitarietà dell’operatore S è garantita, in questo 
caso, dal fatto che l’hamiltoniano è hermitiano. La richiesta di uni- 
tarietà ha, in realtà, un carattere più generale delle ipotesi che stanno 
alla base della teoria che andiamo esponendo. Essa dovrebbe venire 
soddisfatta anche per una descrizione quantomeccanica, in cui non 
si usassero i concetti di hamiltoniano e di funzione d’onda. 


$ 74. Diagrammi di Feynman per la diffusione di elettroni 


Mostriamo ora sulla base di esempi concreti come viene eseguito 
il calcolo degli elementi di matrice. Questi esempi renderanno più 
facile la successiva formulazione delle regole generali della teoria 
invariante delle perturbazioni. 

L'operatore di corrente j contiene il prodotto di due operatori 
elettronici p. Perciò al primo ordine nella teoria perturbativa potreb- 
bero avere luogo processi, nei quali intervengono in tutto (negli 
stati iniziale e finale) tre particelle: due elettroni (operatore j) 
e un fotone (operatore A). È facile, tuttavia, vedere che questi proces- 
si tra particelle libere sono impossibili: essi sono vietati dalla legge 
di conservazione dell'energia e dell'impulso. Se pı e p, sono i 4-im- 
pulsi degli elettroni, e k il 4-impulso del fotone, allora la conserva- 
zione del 4-impulso è descritta dall’uguaglianza k = pa — pı oppure 
k = ps + pı Queste uguaglianze sono, tuttavia, impossibili, 
poiché per il fotone k? = 0, mentre il quadrato (p + pı)? è diverso 
da zero. Infatti, calcolando il valore del quadrato (p, + p;)? nel 
sistema di quiete di uno degli elettroni otteniamo 


(pa + pi}? = 2(m? + pipz) = 2 (M + €18, F pipz) = 2M (m + £). 
Poiché s, >m abbiamo 
(po + p)? >0, (p2— pi)? <0. (74,1) 
In tal modo, i primi elementi (non diagonali) non nulli della ma- 
trice § possono comparire soltanto al secondo ordine nella teoria delle 
perturbazioni. Tutti i relativi processi sono contenuti nell’operatore 
del secondo ordine, che si ottiene sviluppando l’espressione (73,12): 
2 
SB [edi MALI MA). 
Poiché gli operatori elettronici e fotonici commutano tra loro, allora 
il prodotto T, che compare qui, può essere scomposto in due prodot- 
ti T: 
e2 ` Ù + s , , A 
SO=_T | | dizdi -TGP (2) P TAL (2) Aya). (14,2) 
Come primo esempio esaminiamo la diffusione elastica di due 
elettroni; nello stato iniziale abbiamo due elettroni di energia-impul- 
so p, € Pz, e nello stato finale due elettroni di energia-impulso pz e p4. 
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È inoltre sottinteso che tutti gli elettroni si trovano in determinati 
stati di spin; per brevità, gli indici delle variabili di spin sono ovun- 
que omessi. 

Poiché in ambedue gli stati i fotoni mancano, è chiaro che il 
necessario elemento di matrice del prodotto 7 degli operatori foto- 
nici è l’elemento diagonale ‘0 |... | 0), dove il simbolo |0) indica 
lo stato di vuoto fotonico. Questo valor medio nel vuoto del prodotto 
T rappresenta (per ogni coppia di indici uv) una determinata funzio- 
ne delle coordinate dei punti x e 2’. In virtù della omogeneità dello 
spazio-tempo le coordinate possono figurare solo attraverso la diffe- 
renza z — z’. Il tensore 


Dya (£— z')= i (0| TA, (x) Ay(z')]0) (14,3) 


è chiamato funzione di propagazione dei fotoni (o propagatore fotonico). 
Il calcolo di questa funzione verrà eseguito nel § 77. 


Per il prodotto T degli operatori elettronici è necessario calco- 
lare l'elemento di matrice 


(34| T}" (2) j” (2') 112), (74,4) 


dove i simboli | 12), | 34) indicano gli stati in cui sono presenti 
coppie di elettroni di impulsi corrispondenti. Anche questo elemento 
può essere rappresentato sotto forma di valor medio nel vuoto me- 
diante l’evidente uguaglianza 


(2]F|4)=0|aFa?[0), 


dove F è un operatore qualsiasi, af e a, sono rispettivamente gli opera- 
tori di creazione del primo elettrone e di distruzione del secondo. 
Perciò, invece della (74,4), possiamo calcolare la quantità 


(0 | asa, (j" (2) j° (2")) aza | 0) (74,5) 


(gli indici 1, 2, . . . sostituiscono, per brevità, pi, Pas - - .). 
Ciascuno dei due operatori di corrente rappresenta il prodotto 


j = pyp, e ciascuno degli operatori p è rappresentato dalla somma 
= Di (ant? + bid), 
= Di (ip + boa) (74,6) 


(i secondi termini contengono operatori positronici, che nel nostro 
caso non « lavorano »). Quindi il prodotto j (x) j” (2°) si rappresenta 
sotto forma di una somma di termini, ciascuno dei quali contiene il 
prodotto di due operatori a, e di due aj. Questi operatori devono 
assicurare la distruzione degli elettroni 1 e 2 e la generazione degli 
elettroni 3, 4. In altre parole, si tratta degli operatori a1, a,, aj, aj, 
i quali, come si dice, si contraggono con gli operatori « esterni » aj, 
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ai, az, a, nella (74,5) e si semplificano in accordo con le uguaglianze 
(0]apap|0)=1. (74,7) 
In corrispondenza alle possibili scelte degli operatori w, da cui 
vengono presi nella (74,5) gli operatori aj, a», aj, aj, compaiono i 
seguenti quattro termini: 
T E 
(74,5) = aza; (pyp) (pyp) azar + 
Ye x 


DE E SERE = 
+ asa, (pyp) (p'yp') azat + asas (pyp) (pyp) azat + 
Sie x ST_ e” <= 


n 


Neal ea > 
+ 230, (Py) (p'yp')asar, (74,8) 
w_— ns 


dove p = + (2), p = p (2’), e mediante archi sono uniti quegli ope- 
ratori tra i quali avviene la contrazione, cioè quelli dai quali viene 
presa la coppia di operatori a, a* che si semplificano poi secondo la 
(74,7). In ciascuno di questi termini, mediante successive trasposi- 
zioni degli operatori a, az, . . ., Si possono disporre in posizioni 
contigue gli operatori coniugati (a, af, ecc.); a questo punto il valor 
medio del loro prodotto si riduce al prodotto dei valori medi (74,7). 
Tenendo conto del fatto che tutti gli operatori anticommutano 
(1, 2, 3, 4 sono stati differenti !)!), troviamo che l'elemento di 
matrice (74,4) è uguale a 


(34 | Tj” (2) j" (29) 112 = (po a) X 
x (yi) + (Para) Givi) — 
— (papo) GPi pi) — (Pera) (Paypa). (74,9) 


Notiamo che il segno complessivo di questa somma è convenzionale 
e dipende dall'ordine in cui sono disposti nella (74,5) gli operatori 
elettronici « esterni ». Questa circostanza corrisponde al fatto che 
il segno complessivo dell’elemento di matrice per la diffusione di 
fermioni identici è, generalmente, arbitrario. Il segno relativo, invece, 
dei diversi termini nella (74,9) non dipende, ovviamente, dal partico- 
lare ordine di disposizione degli operatori esterni. 

I due termini nella prima e nella seconda riga della (74,9) diffe- 
riscono solo per la simultanea trasposizione degli indici p, v e degli 
argomenti x, x’. Tale trasposizione non cambia, evidentemente, nem- 


._ ? Grazie a questa anticommutatività, gli operatori j (E) e j (2’) si possono, 
in questo caso, considerare commutativi (nel calcolo dell’elemento di matrice) 
e quindi si può omettere il segno del prodotto cronologico T. 
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meno l’elemento di matrice (74,3) (nel quale l’ordine dei fattori è 
stabilito sempre dal simbolo T). Perciò, dopo la moltiplicazione della 
(74,3) con la (74,9) e l'integrazione rispetto a dêz dtz’, i quattro ter- 
mini nella (74,9) danno risultati a due a due uguali, e quindi l’ele- 
mento di matrice ha la forma 


Spie | dada -Dy (2—2 {Gbu (Gr) — 
— (by) yo} (74,10) 
(si noti la scomparsa del fattore 1/2). 


Le funzioni d’onda elettroniche sono le onde piane (65,8). Perciò 
l’espressione tra parentesi graffa ha la forma 


{. x .}= (uyu) (uzu) e- il(p2-pa)x—ilpi- p3)x’ — 

= (uytu) (uzu) e-i(p1-pa)x- il2-P9)x -- 

= {(w yu?) (ugyYua) e-il(02- pa) +(3-p1)15/2 _ 

— (uu) (Us yu) e-i@1-P0+@2-pMI2} x 
X e-i(p1+p2-p3- pa), 
dove X = (x + x’)/2, € = x — 2’. L'integrazione in d'x d'2’ viene 
sostituita con l'integrazione in: dt d*X. L'integrale in dtX dà una 

. K . È di E . 

funzione ô (in virtú della quale p, + ps = Pa + pi). Passando quin- 


di dalla matrice S alla matrice M ($ 65), per l’ampiezza di diffu- 
sione otteniamo 


M pı = e? {(wyy4uo) Duv (Pa — Po) (U3 Yu) — (uytu) Dyv X 
X (Pa— pa) (Usyuo)}. (74,11) 
Qui è stata introdotta la funzione di propagazione nella rappresen- 
tazione degli impulsi 
Dys (k) = | Duv (©) e dtt. (74,12) 


Ciascuno dei due termini dell’ampiezza (74,11) può essere sim- 
bolicamente rappresentato mediante i cosiddetti diagrammi di Feyn- 


man. 
Il primo termine è rappresentato dal diagramma 


“Saga 


et, y"uz) Dyy(K) (73 y'u) = fk (74,13) 


P, P: 
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A ciascuno dei punti di intersezione delle linee (vertici del diagramma): 
si mette in relazione un fattore y. Le linee continue « entranti », diret- 
te verso un vertice, corrispondono agli elettroni iniziali; ad esse si 
mettono in relazione i fattori u, cioè le ampiezze bispinoriali dei 
corrispondenti stati elettronici. Le linee continue « uscenti », dirette 
a partire dai vertici, sono gli elettroni finali; a queste linee 


si mettono in relazione i fattori u. Nella « lettura » del diagramma i 
fattori citati si scrivono da sinistra a destra nell’ordine corrispon- 
dente allo spostamento secondo le linee continue nel senso opposto 
alla direzione delle frecce. I due vertici sono uniti da una linea trat- 
teggiata, che corrisponde ad un fotone virtuale (intermedio), « emes- 
so » in un vertice e « assorbito » nell'altro; a questa linea si mette in 
relazione ilNattore — iD „v (k). Il 4-impulso k del fotone virtuale è 
determinato dalla « conservazione del 4-impulso nel vertice », cioè 
dall'uguaglianza della somma degli impulsi delle linee entranti e 
delle linee uscenti; nel caso in esame k = pı — ps = Pi — Pa!) 
Oltre a tutti i fattori citati, al diagramma viene assegnato global- 
mente ancora il fattore (—ie)? (l'esponente è uguale al numero dei 
vertici nel diagramma), e in questa forma esso entra come fattore in 
iM ;;. Analogamente il secondo termine nella (74,11) si rappresenta 
mediante il diagramma (ora k’ = pi — pa = Ps — P2)?) 


Sagl P, 


ey" u) Dys (k')(Ā; y%ua) = tk’ (74,14) 


P; P, 


Le linee relative alle particelle iniziali e finali sono chiamate 
linee esterne o terminali liberi del diagramma. I diagrammi (74,13) 
e (74,14) differiscono l’uno dall’altro per lo scambio dei due termi-- 


1) La lettura del diagramma si può iniziare indifferentemente da p3 0 da pu: 
le espressioni che si ottengono coincidono tra loro in virtù del carattere simme- 
trico del tensore D,y. È indifferente anche la scelta della direzione della linea 
del fotone virtuale: un cambiamento di questa direzione porta solo ad un cam-. 
biamento del segno di k, che è inessenziale in forza della parità delle funzioni 
Day (k) (vedi $ 77). i 

2) I diagrammi di Feynman possono essere messi in relazione con i termini 
dell’ampiezza di diffusione non solo nella rappresentazione degli impulsi, ma 
anche nella rappresentazione delle coordinate originaria (integrali (74,10)). Il 
ruolo delle ampiezze elettroniche è svolto ora dalle corrispondenti funzioni delle 
coordinate, e i propagatori vengono presi nello spazio delle coordinate. Ad ogni 
vertice corrisponde una delle variabili di integrazione (z oppure z’ nella (74,10); 
i fattori, assegnati alle linee intersecantisi in un vertice, vengono presi come 
funzione di questa variabile. 
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nali elettronici liberi (p; e p). Tale scambio di due fermioni cambia 
il segno del diagramma; questa regola corrisponde al fatto che nell’am- 
piezza (74,11) i due termini entrano con segni diversi. 

Esaminiamo ora la diffusione elettrone-positrone; indichiamo 
i loro impulsi iniziali rispettivamente con P- e p+, e gli impulsi 
finali con p° e p}. 

Gli operatori di creazione e di distruzione dei positroni entrano 
negli operatori p (74,6) insieme con i rispettivi operatori di creazione 
‘e di distruzione degli elettroni. Mentre nel caso precedente la distru- 
zione delle due particelle iniziali era garantita dall'operatore p e la 
‘creazione delle due particelle finali dall’operatore ap, qui il ruolo 
«di questi operatori nei confronti degli elettroni e dei positroni è op- 
posto. Perciò la funzione coniugata  (—p+) descriverà ora il positro- 
ne iniziale, e la funzione y (—p/) il positrone finale (ambedue prese 
‘col segno opposto del 4-impulso). Tenendo conto di questa differenza 
‘otteniamo l’espressione dell'ampiezza di diffusione!) 


Mi = — e (u (pi) Pu (p-)) Dux (p-— pi) (u (— p+) Wu (— pi)) + 
+e? (u ( — p,) Y"u (p-)) Duv(p-+ p+) (Ù (p?) Wu (— pi). (74,15) 


Il primo e il secondo termine in questa espressione sono rappre- 
sentati dai seguenti diagrammi: 


p: x P- “P, xo P 


{a-p' {p+p, (74,16) 


PL Pi ® cb Pi > 


Le regole di composizione dei diagrammi cambiano solo per quanto 
riguarda i positroni. Come prima, alle linee continue entranti si 


mette in relazione il fattore u, e a quelle uscenti il fattore u. Ora, 
però, le linee entranti corrispondono ai positroni finali, e quelle 


1) Perla diffusione di particelle non identiche il segno generale dell’ampiez- 
za è univoco. Esso è determinato dal fatto che nella (74,5) i due operatori « ester- 
ni » devono essere disposti in modo che i due operatori elettronici si trovino ad 
«occupare le posizioni esterne estreme: 


(0| a'b’... bta+] 0) 


(oppure ambedue in mezzo); con questa condizione si garantisce un « segno 
‘uguale » agli stati iniziale e finale di vuoto. Il segno generale dell’ampiezza si 
può verificare anche nel limite non relativistico: più avanti (8 82) vedremo che 
in questo limite il secondo termine nella (74,15) tende a zero, e il primo tende 
«all’ampiezza di Born della diffusione Rutherford. 
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uscenti ai positroni iniziali, e gli impulsi di tutti i positroni vengono 
presi col segno opposto. 

Notiamo il carattere differente dei due diagrammi (74,16). Nel 
primo diagramma in uno dei vertici si intersecano le linee dell’elet- 
trone iniziale e finale, nell’altro avviene lo stesso per il positrone. 
Nel secondo diagramma, invece, in ciascuno dei vertici si interse- 
cano le linee di elettroni e positroni iniziali e finali; in uno avviene, 
per cosí dire, l’annichilazione della coppia con emissione di un foto- 
ne virtuale, nell’altro dal fotone si genera una coppia. 

Questa differenza si riflette anche nelle proprietà dei fotoni vir- 
tuali nei due diagrammi. Nel primo diagramma (del tipo diagramma 
« di diffusione ») il 4-impulso del fotone virtuale è uguale alla diffe- 
renza dei 4-impulsi dei due elettroni (o positroni); quindi k? <0 
(cfr. (74,1)). Nel secondo diagramma, invece, (del tipo diagramma « di 
annichilazione ») k’ = p- + p+, e quindi k’? >0. Notiamo a questo 
proposito che per il fotone virtuale si ha sempre k? = 0, a differenza 
del fotone reale, per il quale k? = 0. 

Se le particelle in reazione non sono identiche e non sono una 
coppia particella-antiparticella (poniamo un elettrone e un muone), 
allora l'ampiezza di diffusione è rappresentata da un solo diagramma 


p (e) p (i e) 


IL (14,17) 


p% p) 


Un diagramma del tipo « annichilazione » o « di scambio » in questo 
caso è impossibile. Questo risultato si ottiene analiticamente scri- 
vendo l'operatore di corrente come somma delle correnti elettronica 
e muonica 
j= jO jP = (PP) + pW) 

e calcolando nel prodotto j (z) j™ (2°) gli elementi di matrice dei 
termini che realizzano la distruzione e la creazione richieste di 
particelle. 

Torniamo ai processi del primo ordine nella serie perturbativa, 
vietati, come si è mostrato all’inizio del paragrafo, dalla legge di 
conservazione dell’energia-impulso. Gli elementi di matrice del- 
l'operatore 


S= ie f j (2) A (2) d'z (14,18) 


per queste transizioni corrispondono alla creazione o alla distruzione 
«in uno stesso punto z» di tre particelle reali: due elettroni e un 
fotone. Tali elementi compaiono in seguito alla contrazione degli 
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operatori p (x) e + (x) in uno stesso punto x e corrispondono (ad 
esempio, per l'emissione di un fotone) a integrali del tipo 


Sji= — ie f P2 (2) Ypi (2) 4* (2) d'z, 


che si annullano grazie alla presenza nell’espressione integranda del 
fattore exp [—i (Pı — Pa — k) x] con esponente diverso da zero. 
In termini di diagrammi questo significa che sono nulli i diagrammi 
con tre terminali liberi 


Pad (74,19) 


Per questa stessa ragione sono impossibili, al secondo ordine. 
processi nei quali intervengano (nello stato iniziale e finale) sei parti- 
celle. Nell’elemento di matrice S,; delle corrispondenti transizioni 
l'integrale in d‘2d*2’ si scinderebbe nel prodotto di due integrali in 
d'x e d'z’ di prodotti di tre funzioni d'onda, prese in uno stesso 
punto; tali integrali si annullano. In altre parole, i corrispondenti 
diagrammi si separerebbero in due diagrammi indipendenti del tipo 
(74,19). 


$ 75. Diagrammi di Feynman per la diffusione di un fotone 


Esaminiamo un altro effetto del secondo ordine: la diffusione 
di un fotone su un elettrone (effetto Compton). Supponiamo che nello 
stato inziale il fotone e l’elettrone abbiano 4-impulso k, e p,, e in 
quello finale k, e p, (e anche polarizzazioni determinate, che noi, per 
brevità, non indicheremo). 

L'elemento di matrice fotonico è 

(2T (Au (z) Ay(2°))|1)=(0]c2T (Ap (2) Ay(2))ct10), (75.4) 
dove 
A = di (Cnr + ch A$). 


Contraendo gli operatori interni ed esterni otteniamo 
P. . l , f 
(75,1) = 02AyAyct + CA AKC? = Až pA ív + Ay 4% (75,2) 
~ ~ xe 
(qui si è tenuto conto della commutatività degli operatori c,, ci; 


per questa ragione il segno T può essere, in questo caso, omesso). 
L'elemento di matrice elettronico è 


(2| T (j" (2) j° (2))1)=(0|asT [(py®p) (pp) at[0). (75,3) 
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In esso compaiono quattro operatori p. Soltanto due di essi saranno 
utilizzati per la distruzione dell’elettrone 1 e la creazione dell’elet- 
trone 2, verranno cioè contratti con gli operatori af e ay. Questi pos- 
sono essere gli operatori p’, p oppure p’, p (ma non p, p oppure p's 
ap’; la creazione e la distruzione in uno stesso punto x 0 z' di elettroni 
reali insieme con un fotone reale annulla l’espressione). Eseguendo 
la contrazione nei due modi possibili, otteniamo nell’elemento di 
matrice (75,3) due termini; scriviamoli supponendo £ >Il: 


pa -= di = ' 
(75,3) = 20 (pyhp) (dp) at +a (pyp) (pyar. (75,4) 
~x x “” a 


Nel primo termine si contraggono gli operatori 

azp La aza; Pa, 

pat > aapi. 
Poiché gli operatori aa}; e aaf sono diagonali e si trovano agli estre- 
mi del prodotto, essi possono venire sostituiti dai loro valori medi 
nel vuoto, cioè dall’unità. Per trasformare analogamente il secondo 
termine nella (75,4) occorre in primo luogo « trasportare » l'operatore 
a} a sinistra e l'operatore a, a destra. Questo si può fare ricorrendo 
alle regole di commutazione degli operatori ap, ap in virti delle 


quali abbiamo 
’ = ai, q + =0, 
e } (15,5) 
{an p} =ģĤp, fap, p}. = Yp. 

L'espressione (75,4) assume allora la forma 

(01 (Port) (PPP) Gera) (pp) 0), ee (79,9) 
(ovviamente vengono mediati solo i fattori operatoriali). Analoga- 
mente, per £ < t’, otteniamo un'espressione che differisce dalla (75,6) 


per lo scambio degli apici e degli indici p, v: 
(O1— Epi (Part) + hav’) Gprp) 10), <<". (75,7) 
Le due espressioni (75,6) e (75,7) possono essere scritte in un’uni- 
ca forma, introducendo il prodotto cronologico degli operatori p 
secondo la definizione È 
AIA i; (2) pa (2°), <t; 
moRe=l a, (75,8) 
— pr (2°) pi (e), >t 


(i, k sono indici bispinoriali). Allora i primi e i secondi termini nelle 
(75,6-7) possono essere riuniti in un’unica espressione 


Pay! (0 | Tp] 0) vp + div” (OL Tp ap 10) vpi (75,9) 


(®-Y indica simbolicamente la matrice pia). 
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Notiamo che nella definizione (75,8), a cui siamo arrivati in modo 
del tutto naturale, i prodotti degli operatori per £ <t’ e per t >t 
vengono presi con segni diversi. Per questo la (75,8) differisce dalla 
definizione di prodotto cronologico 7, che noi abbiamo usato per gli 
operatori A e j. L'origine di questa differenza è connessa al fatto che, 
gli operatori fermionici p, p anticommutano fuori del cono di luce 
(a differenza degli operatori bosonici commutativi A, e anche degli 
operatori bilineari j = pyw)!). In tal modo si garantisce l’invarianza 
relativistica della definizione (75,8) (la dimostrazione formale delle 
regole di commutazione degli operatori w verrà data nel $ 76)?). 

Introduciamo la funzione elettronica di propagazione (o propagato- 
re elettronico), il bispinore di rango due G;x (z — x’), secondo la defi- 
nizione 

Gir (1— z) = —i (0 | Tap: (2) ph (2)]0). (75,10) 

Allora l’elemento di matrice elettronico si scrive nella forma 

(2| TJ” (æ) j” (29) 11) = ipay Gyi + ipay (75,11) 


Moltiplicando per l'elemento di matrice fotonico (75,1) e inte- 
grando in d*xd*z', i due termini nella (75,11) danno lo stesso risultato 


e quindi si ottiene 
Si=—ie | | dizdiz’ (2) WG (1— 2') Pe) x 
X {43u (2) Aay (2°) + Až, (2°) Aiu (2)}. (75,12) 


Sostituendo per le funzioni d'onda elettroniche e fotoniche le 
onde piane (65,8-9) e esplicitando la funzione ô, come abbiamo fatto 
per la (74,10), otteniamo l'espressione definitiva dell’ampiezza di 
diffusione 


M p = — 4ne?uz {eG (pi + ki) & -+ 8G (pi — k) e} un (15,13) 


dove e,, e, sono i 4-vettori polarizzazione del fotone, e G (p) è il 
propagatore fotonico nella rappresentazione degli impulsi. 


1) Ricordiamo che di per se stessi gli operatori p non si riferiscono a grandez- 
ze fisiche misurabili e quindi non sono obbligatoriamente commutativi fuori 
dal cono di luce. 

2) Il prodotto 7 di un numero qualsiasi di operatori si può definire in modo 
analogo. Esso è uguale al prodotto di tutti questi operatori, disposti da destra a 
sinistra in ordine crescente di tempo, e il segno è determinato dalla parità della 
permutazione che è necessaria per ottenere questa disposizioni partendo dalla: 
disposizione indicata sotto il segno di prodotto 7. Secondo questa definizione il 
segno del prodotto 7 cambia per la permutazione di due operatori w qualsiasi, 
ad esempio 


Top; (2) pr (2°) = — Tk (2') di (2). 
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I due termini di questa espressione si rappresentano mediante È 
seguenti diagrammi di Feynman: 


ka k; 
SS va 
x A 
4ne*ù, 826(f)é,u,= 
ata Ta f=p +k, 
Pa P, (75,44) 
4ne*1,é,6(f)ètu, == 


I terminali liberi tratteggiati dei diagrammi corrispondono ař 
fotoni reali; alle linee entranti (fotone iniziale) è messo in relazione 
il fattore 4n e, alle linee uscenti (fotone finale) il fattore yin e*, 
dove e è il quadrivettore polarizzazione. Nel primo diagramma il 
fotone iniziale è assorbito insieme con l’elettrone iniziale, e il fotone. 
finale è emesso insieme con l’elettrone finale. Nel secondo diagramma 
l'emissione del fotone finale avviene simultaneamente alla distru- 
zione dell’elettrone iniziale, e l'assorbimento del fotone iniziale 
simultaneamente con la creazione dell’elettrone finale. 

La linea interna continua (che unisce i due vertici) corrisponde 
ad un elettrone virtuale, il cui 4-impulso è determinato dalla conser- 
vazione del 4-impulso ai vertici. A questa linea si pone in relazione 
il fattore iG (f). A differenza del 4-impulso di una particella reale, il 
quadrato del 4-impulso di una particella virtuale non è uguale a 
m?. Esaminando l’invariante f?, ad esempio, nel sistema di quiete 
dell’elettrone, è facile trovare che 


P=(p tk) >m, f= (pi k) < m. (75,15), 


$ 76. Propagatore elettronico 


Il concetto, introdotto nei paragrafi precedenti, di funzioni di 
propagazione (propagatori) svolge un ruolo fondamentale nel for- 
malismo dell’elettrodinamica quantistica. Il propagatore fotonico. 
Du è la quantità fondamentale, che caratterizza l’interazione tra 
due elettroni. Questo suo ruolo si manifesta chiaramente nella 
posizione che esso occupa nell’ampiezza di diffusione, nella quale 
D „y figura moltiplicato per le correnti di transizione di due particel- 
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le. Un ruolo analogo è svolto dal propagatore elettronico nelle inte- 


razioni elettrone-fotone. 
Passiamo ora a calcolare concretamente i propagatori, iniziando 


dal caso elettronico. 
Applichiamo alla funzione 


Gin(e—2')= —i (0| Top; (2) pa (2) 10) (76,1) 


fi, k sono indici bispinoriali) l'operatore P— m, dove Pu = id. 
Poiché p (2) soddisfa l'equazione di Dirac (p — m) p (z) = 0, noi 
‘otteniamo zero in tutti i punti z, ad eccezione di quelli in cui f = #. 
Questo perché G (x — z’) tende pert>? +0et+# — 0a limiti 
differenti: secondo la definizione (75,8) questi limiti sono rispettiva- 
mente 
—i (Olp: (r, t)pa (7°, t)]0) e+i (01, (r, t) p: (r, t)]0) 

che, come vedremo, sul cono di luce non coincidono. Questo fatto 


porta alla comparsa nella derivata 4G/dt di un termine supplemen- 
tare che contiene la funzione ô: 


T= iO TR E, (2)10)+8 (6—4) (Clispso—Gliate=o). 
(76,2) 
Notando che nell’operatore p — m la derivata rispetto a # entra nel- 
la forma iy°ð/ðt, abbiamo 
(P_m)nGy (1—2) =8 (t—t') yh x 
x (Olfa (7, 1), Br (2°, 6}. 10). (76,3) 
Calcoliamo l’anticommutatore che compare qui. Moltiplicando 


gli operatori p (r, t) e p (1°, t) (vedi la (74,6)) e tenendo conto delle 
regole di commutazione per gli operatori fermionici ap, bp, troviamo 


{pi (7, t), pr (1°, j= > [ppi (r) Ppr (r°) + 
+ Pri (r) Pon (7°), (76,4) 


dove pp (7) sono le funzioni d’onda senza il fattore temporale (come 
nei $$ 74, 75, per brevità, non scriveremo gli indici di polarizza- 
zione). L'insieme di tutte le funzioni P+p (r), autofunzioni dell’ha- 
miltoniano dell’elettrone, forma un sistema completo di funzioni 
normalizzate, e secondo le regole generali di tali sistemi (cfr. III 
(5,12)) abbiamo 


» [Ppi (r) Por (1°) + p-p: (r) pa (r°) =b (r— r’). (76,5) 


La somma a secondo membro dell'uguaglianza (76,4) differisce da 
quella scritta nella (76,5) per la sostituzione di pi con (p*y°), o è 


TEORIA INVARIANTE DELLE PERTURBAZIONI 353 


quindi uguale a y% ô (r — r’). In tal modo, otteniamo 
{pi (r, t), pa (r, D+ =8 (7°) (76,6) 


Notiamo che da questa formula discende, in particolare, l’affer- 
mazione, già citata nel $ 75, circa l’anticommutatività degli opera- 
tori e + fuori del cono di luce. Per (x — x‘)? <0 esiste sempre un 
sistema di riferimento nel quale # = #';"se inoltre r = r’, allora l'an- 
ticommutatore (76,6) è effettivamente nullo. 

Sostituendo la (76,6) nella (76,3) (e omettendo gli indici bispino- 
riali), troviamo!) 


(p_m)G(r-2)=8®(r—2"). (76,7) 


In tal modo, il propagatore elettronico soddisfa l’equazione di 
Dirac con la funzione 6 a secondo membro. In altre parole, da un 
punto di vista matematico, questa è la funzione di Green per l’equa- 
zione di Dirac. 

Nel seguito noi avremo bisogno non della funzione G (E) (E = 
= z — '), ma della sua trasformata di Fourier 


G(p)= f G (E) eiP5d*E (76,8) 


(propagatore nella rappresentazione degli impulsi). Calcolando la 
trasformata di Fourier di ambedue i membri della (76,7), troviamo 
che G (p) soddisfa un sistema di equazioni algebriche 


(P — m) G (p) =1. (76,9) 
La soluzione di questo sistema è 
G (p) =E. (76,10) 


Le quattro componenti del 4-vettore p in G (p) sono variabili indi- 
pendenti (non legate dalla relazione p? = p? — p? = m?). Scrivendo 
il denominatore della (76,10) nella forma pì — (p? + m?), noi vedia- 
mo che G (p), come funzione di pọ per un dato p?, ha due punti sin- 
golari: po = +8, dove e = V p? + m?. Integrando in dp,, nell’in- 
tegrale 


1 41 A ; 
G (8) = Tr | e-iPĖG (p) d'p =- f d’ p.err f dpy-e7*P0"G (p) 
(76,11) 
(t = t — t’) sorge quindi il problema di come aggirare le singola- 


rità; senza prescrizioni a questo riguardo l’espressione (76,10) rima- 
ne, sostanzialmente, indeterminata. 


1) In forma esplicita con gli indici bispinoriali abbiamo 
(P—m)i Gin (2-2) = 80 (2-2) din. (76,72) 
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Per chiarire il problema ritorniamo alla definizione originaria 
(76,1). Sostituiamo in essa gli operatori w sotto forma di somme (74,6), 
notando che gli unici valori medi nel vuoto diversi da zero sono quel- 
li dei seguenti prodotti di operatori di creazione e di distruzione: 


(0]a,a10)=1, (0|b,b]0)=1. 
(Poiché nello stato di vuoto non ci sono particelle, prima di « distrug- 
gere » una particella con l'operatore ap 0 b,, è necessario « creare » 
questa particella mediante l'operatore aj o bg.) In tal modo otte- 
niamo 


Gin (a-2')= 2 ppi (r, t) Fpa (1, 0) = 
= —i D e~it- hpp: (r) Ppr (7) per t—#>0; (76,12) 


Gir (2-29) =i Di Y-pr (1°, t) pi (r, t) = 
=i D et- tpi (1) Y-pa (r) per te <0 
Pp 


(per t >t’ in G danno un contributo solo i termini elettronici, e per 
t<t' solo quelli positronici). 

Immaginando di sostituire la sommatoria su p con l'integrazione 
in d*p e confrontando la (76,12) con la (76,11), vediamo che linte- 
grale 

| e=i2etG (p) dpo (16,13) 


deve avere il fattore di fase ei per t> 0 eet per t <0. Questa 
condizione verrà soddisfatta se converremo di aggirare i punti sin- 
golari po =€ e pọ = —£ rispettivamente dall'alto e dal basso 


(nel piano della variabile complessa po): 


i d- 76.44 
na (76,14) 


Allora infatti, per t >0 il cammino d’integrazione è chiuso da un 
semicerchio all'infinito nel semipiano inferiore, cosí che il valore 
dell’integrale (76,13) è dato dal residuo nel polo pọ = +8; per 
t <0 il cammino di integrazione è chiuso nel semipiano superiore, 
e l'integrale è determinato dal residuo nel polo pọ = —e. In ambe- 
due i casi si ottiene il risultato richiesto. 

Questa regola di aggiramento (regola di Feynman) può essere 
formulata anche in un altro modo: l’integrazione viene eseguita 
sull’asse reale, ma alla massa m della particella viene assegnata una 
parte immaginaria negativa infinitamente piccola 


m —> m — il; (76,15) 
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avremo allora 
e+VPF(M=DP=V Pn = e- i0. 
In altre parole, le singolarità pọ = +e vengono spostate al di sopra 
e al di sotto dell'asse reale 
-e+i0 
- (76,16) 


0 e 
+€-i0 
e quindi l'integrazione su quest’asse diventa equivalente all’inte- 
grazione sul cammino (76,14)!). Tenendo conto della regola (76,15) 
il propagatore (76,10) si può scrivere nella forma 
p+m 
La regola di integrazione per uno spostamento della singolarità 
si dimostra utilizzando la seguente relazione: 
1 1 a 
FFO =P- ins (2). (76,18) 
Questa relazione va intesa nel senso che in una integrazione con una 
funzione qualsiasi f (x) si ha 


f LA LET a= $ LO FD de— inf (0) (76,19) 
(dove il segno sbarrato di integrale, oppure il simbolo P, stanno a 
significare che si considera il valore principale). 
La funzione di Green (76,10) consta del prodotto del fattore bi- 
spinoriale p + m con lo scalare 
1 
GO (p) =- ea (76,20) 


x 


La corrispondente funzione delle coordinate G® (È) è, evidentemen- 
te, la soluzione dell'equazione 
(p?— m?) GO (r- 2°) = 80 (r— 2°), (76,21) 


è cioè la funzione di Green dell’equazione (p? — m?) p = 0. In questo 
senso si può dire che G® (x — x’) è il propagatore di particelle sca- 
lari. È facile convincersi con un calcolo (simile a quello fatto prima) 
che la funzione di propagazione del campo scalare si esprime altra- 


1) È utile notare che la regola di spostamento delle singolarità corrisponde 
al fatto che G (z — 2’) acquista uno smorzamento infinitamente piccolo in 
led]. 

23* 
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verso gli operatori y mediante la formula 
GO (x — z’) = — i (0| Tẹ (z) p* (x°) |0), (76,22) 


analoga alla definizione (76,1). Il prodotto cronologico si definisce 
(come anche per tutti gli operatori bosonici) come segue: 


cin [POPE >r 
Ty (2) d e=] pt’) 4 (2), teť 


(con segni uguali per t >t e t< t’). 


$ 77. Propagatore fotonico 


Finora noi abbiamo dovuto ricorrere (nei $$ 43, 75) alla forma 
esplicita degli operatori del campo elettromagnetico A solo per il 
calcolo di elementi di matrice relativi ad una variazione del numero 
dei fotoni reali. Per questo scopo ci è stata sufficiente la rappresen- 
tazione, scritta nel $ 2, dei potenziali del campo libero in forma di 
sviluppo in onde trasversali piane. 

Questa rappresentazione, tuttavia, non fornisce, di per se stessa, 
una descrizione completa di un campo arbitrario. Questo risulta 
chiaro già dall’analoga situazione nell’elettrodinamica classica: un 
campo arbitrario (in presenza di cariche) non può venire scomposto 
in onde trasversali; accanto alla parte trasversale del campo (descritta 
dal potenziale vettore, sottoposto alla condizione div A = 0), 
esiste anche una interazione coulombiana statica, descritta dal poten- 
ziale scalare D'). 

In tal modo, noi non abbiamo ancora, in sostanza, una definizio- 
ne completa degli operatori A, e senza di essa è impossibile un cal- 
colo diretto del propagatore fotonico in base alla formula 


Dys (z— z’) =i (0 | TA, (2) A, (2') 10). (17,1) 


D'altra parte, la non univocità dei potenziali connessa alla trasfor- 
mazione di gauge, priva, ‘in una certa misura, disenso fisico quegli 
operatori che sarebbe stato necessario introdurre per una quantizza- 
zione completa del campo elettromagnetico. 

Queste difficoltà, tuttavia, hanno solo carattere formale e non 
fisico, e possono essere superate usando alcune proprietà generali 
del propagatore, evidenti a priori dalle richieste di invarianza rela- 


tivistica e di gauge. 


1) Con la condizione div A = 0 le equazioni di Maxwell portano alle 


seguenti equazioni per A e D: 
QA=—-453+V co , AQ = —4np. 


Qui A può essere scomposto in onde trasversali (soluzioni dell'equazione omo- 
genea [] 4 = 0). Il potenziale ® soddisfa l'equazione statica di Poisson. 


i 
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La forma piú generale di un quadritensore di rango 2, dipenden- 
te solo dal 4-vettore E= z — 2’, è 


Dyv (È) = guvD (€) —- d ô DD (E), (77,2) 


dove D, D sono funzioni scalari dell’invariante 21). Notiamo che 
il tensore risulta automaticamente simmetrico. 

Corrispondentemente, nella rappresentazione degli impulsi 
avremo 


Dyv (k) = D (k?) guv + kukyD® (k2), (77,3) 


dove D (k?), D° (k?) sono le trasformate di Fourier delle funzioni 
D (E°), DO (3). 

Nelle quantità fisiche, come le ampiezze di diffusione, la fun- 
zione fotonica di propagazione figura moltiplicata per le correnti 
di transizione di due elettroni, cioè in combinazioni del tipo 
it.D uxj} (vedi, ad esempio, la (74,13)). In virtú della conservazione 
della corrente (ô j” = 0) i suoi elementi di matrice j,; = pyy 
soddisfano la condizione di trasversalità quadridimensionale 


kyu (j”)a =0, (77,4) 


dove k = p, — p; (cfr. (43,13)). È quindi chiaro che nessun risultato 
fisico cambierà per la sostituzione 


Dyv =% Dyv + Xuky + Yvy, (77,5) 


dove y, sono funzioni qualsiasi di Xe kọ. Questo arbitrio nella scelta 
di D,y corrisponde all’arbitrio nel gauge dei potenziali del campo. 

na qualsiasi trasformazione di gauge (77,5) può violare l’inva- 
rianza relativistica della forma di D,y, presupposta nella (77,3) (se 
le grandezze y, non formano un quadrivettore). Ma anche restando 
nell’ambito di forme relativisticamente invarianti del propagatore, 
la scelta della funzione D® (k?) nella (77,3) appare completamente 
arbitraria; essa non si rifletterà sui risultati fisici e può essere stabi- 
lita in base a ragioni di convenienza (L. D. Landau, 1954). 

La ricerca della funzione di propagazione si riduce, in tal modo, 
alla determinazione della sola funzione gauge invariante D (k?). 
Per un dato valore k? e dirigendo l’asse z lungo la direzione di k, la 
trasformazione (77,5) non interesserà le componenti D,, = Dy = 
= —D (k?). E quindi sufficiente calcolare la sola componente D yx, 
usando un qualsiasi gauge dei potenziali. 


1) Queste funzioni sono differenti nei tre domini di variazione dell’argo- 
mento, che non si riflettono l’uno nell’altro per trasformazioni di Lorentz: fuori 
del cono di luce (Ẹ2? < 0), nel semicono superiore (E2 > 0, È, > 0), nel semicono 
inferiore (8 > 0, a < 0). 
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Usiamo il gauge in cui div A = 0, e l'operatore A è dato dallo 
sviluppo (2,17-18): 


A= >) y= (Crac Oe: + chae ®re™), o=|k| (77,6) 
ka 


(l'indice a = 1,2 numera le polarizzazioni). Di tutti i valori medi 
nel vuoto dei prodotti degli operatori c, c*, sono differenti da zero 
solo (0 | csacka 10) = 1. In accordo con la definizione (77,1) otte- 


niamo quindi 
1 2rid3k ; 
Du = e | (I) peje (7,7) 
(7 


(t, k = x, y, z sono indici vettoriali tridimensionali; dalla sommato- 
ria su ķ siamo passati all'integrazione in d*#/(2x)?). 

Dalla (77,7) è evidente che l’espressione integranda senza il fat- 
tore e!*% è una componente della trasformata tridimensionale di 
Fourier della funzione D;x (r, t). Per Dx, = —D essa è uguale a 

2ni -iot 
z E 
(la somma sulle polarizzazioni $ [e@ | = 1). Per determinare 


Dx (k?) rimane ora da sviluppare questa funzione in integrale di 
Fourier rispetto al tempo. Questo sviluppo è dato dalla formula 


w 
2ni -ioii — 1 án -ikat 
o l ar f A kF tot dko. 
-0 
Come abbiamo spiegato nel paragrafo precedente, in questa inte- 
grazione si sottintende l’aggiramento dei poli kọ = |k | = +0 


rispettivamente dal basso e dall'alto; per t > 0 l'integrale è deter- 
minato dal residuo nel polo kọ = +0, e per t <0 dal residuo nel 


polo kọ = — 0. 
In tal modo troviamo in definitiva 
4 
D (k?) =: (77,8) 


La comparsa al denominatore del termine -+i0, al quale noi siamo 
arrivati automaticamente, coincide con la regola (76,15): dalla 
massa (nulla) del fotone si sottrae 0. Dalla (77,8) è evidente che la 
corrispondente funzione delle coordinate D ($?) soddisfa l'equazione 


— 9,0% D(x—2)= 4080 (2-2), (77,9) 


è cioè la funzione di Green dell’equazione d'onda. 
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Di solito noi porremo D° = 0, useremo cioè la funzione di 
propagazione nella forma 
4 
Dys = guyD (#8) = pay Eev (77,10) 


Indichiamo ora altri tipi di gauge, che possono presentare deter- 
minati vantaggi in alcune applicazioni. 


Ponendo D® = —D/k?, otteniamo il propagatore nella forma 
4 kuk . 
Dw = $ (gu) (77,11) 


(gauge di Landau). In questo caso abbiamo D „kY = 0. Tale scelta è 
analoga al gauge di Lorentz per i potenziali (A „k® = 0)}). 
Analogo al gauge dei potenziali, determinato dalla condizione 
div A = 0, è per il propagatore il gauge determinato dalle condi- 
zioni Dik! = 0, Dakt = 0. Insieme con l’uguaglianza D,, = 


= —D = —45/k*, queste condizioni danno 
4 kik 
Du= — 27 (ĉu )- (ato 


Al fine di ottenere questo D;;, occorre sottoporre il propagatore 
(77,10) alla trasformazione (77,5), ponendo 


= áno E ánki 
Xo = — To kk?’ UT TOL kk? 


In questo modo per le altre componenti D „y si ottiene 
4 
Doo 7 -% ’ Do; =0. (77,13) 


Questo gauge è detto gauge di Coulomb (E. Salpeter, 1952); notiamo 
che Doo qui è la trasformata di Fourier del potenziale coulombiano. 

Infine, analogo al gauge dei potenziali che corrisponde alla con- 
dizione ® = 0, è per il propagatore il gauge in cui 


Di=— -a gr (Sn EE), Du=Dw=0. (77,14) 


02— k2 


Questa forma risulta conveniente nell’applicazione a problemi non 
relativistici (Z. E. DzjaloSinskij, L. P. Pitaevskij, 1959). 


o, Il propagatore per particelle a spin 1, di massa non nulla, è dato dal- 
l'analoga formula 


1 kyky 
Duw= gr (guv— n j: (77,148) 
In questo caso l’arbitrio, connesso al gauge, manca e la scelta del propagatore 


è univoca, 
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$ 78. Regole generali della tecnica dei diagrammi 


Il calcolo degli elementi di matrice, eseguito nei $$ 74, 75 per 
alcuni casi semplici, contiene tutti i principi del metodo generale. 
Non presenta ora alcuna difficoltà stabilire, mediante opportune 
generalizzazioni, le regole di calcolo degli elementi di matrice di 
qualsiasi ordine nella teoria delle perturbazioni. 

Come abbiamo già indicato, l'elemento di matrice dell'opera- 
tore di diffusione S per transizione tra stati iniziali e finali qualsia- 
si, coincide con il valore medio nel vuoto dell’operatore che si ot- 
tiene moltiplicando S a destra per gli operatori di creazione di tutte 
le particelle iniziali e a sinistra per gli operatori di tutte le parti- 
celle finali. 

In conseguenza di questa operazione l'elemento di matrice S 
di ordine n-esimo nella teoria delle perturbazioni assume la forma 


(f|S® |i)= (e (0| Ees bajba; e.. dj see cy | dtz A 


nl 
se. denT{(prÀspi) > prAnn)} ci; af... bi. ..10) (78,4) 


(gli indici 4i, 2i, . . . numerano le particelle inziali (positroni, elet- 
troni e fotoni separatamente), gli indici 1f, 2f, ... . numerano le 
particelle finali; gli indici 1, 2, ... apposti agli operatori p e A 
stanno a significare: , = + (z1), . . .). Gli operatori, che figurano 
in questa espressione, sono delle combinazioni lineari degli opera- 
tori di creazione e di distruzione delle corrispondenti particelle nei 
diversi stati. In tal modo, le espressioni degli elementi di matrice 
sono costruite mediante i valori medi nel vuoto di prodotti degli 
operatori di creazione e di distruzione delle particelle e di loro combi- 
nazioni lineari. Il calcolo dei valori medi nel vuoto viene eseguito 
basandosi sulle seguenti proposizioni, che costituiscono il conte- 
nuto del teorema di Wick (G. C. Wick, 1950). 

1) Il valore medio nel vuoto del prodotto di un numero qualsiasi 
di operatori bosonici c*, c è uguale alla somma dei prodotti dei 
valori medi di tutte le possibili coppie di questi operatori (cioè di 
tutte le possibili contrazioni). In ciascuna delle coppie i fattori 
devono figurare nello stesso ordine in cui si trovano nel prodotto 
di partenza. 

2) Per gli operatori fermionici a*, a, b*, b (delle stesse particelle 
o di particelle differenti) la regola cambia solo per il fatto che cia- 
scun termine entra nella somma col segno -+ o — a seconda della pa- 
rità del numero di permutazioni degli operatori fermionici, neces- 
sarie per formare tutte le coppie, delle quali poi si calcolano le 
medie nel vuoto. 

È chiaro che il valore medio può essere diverso da zero se accanto 
ad ogni fattore a, b, c nel prodotto compare anche il corrispondente 
fattore a*, b*, c*. Si possono contrarre soltanto operatori (a, a*), ... 
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relativi a stati uguali, e inoltre disposti in modo che at , ... si 
trovi a destra e a, ... a sinistra: la particella deve venire prima 
creata e poi distrutta (i valori medi (Oļa* a |0) = 0, ...). 

Se ciascuna coppia (a, a*), . . . figura nel prodotto una volta so- 
la, allora il teorema di Wick è evidente (il valore medio si riduce in 
questo caso al solo prodotto dei valori medi di tutte le coppie). Il 
teorema è evidente anche nel caso in cui tutti gli operatori di distru- 
zione a, b, c si trovano nel prodotto a destra degli operatori di crea- 
zione a*, b*, c* (tale prodotto è detto normale); il valore medio in 
questo caso è nullo. Da qui è facile dimostrare col metodo induttivo 
il teorema di Wick per il caso generale, quando una stessa coppia 
di operatori entra nel prodotto più volte (k volte). 

Esaminiamo il valore medio (0 |..cc*..|0), nel quale una 
coppia di operatori bosonici entra k volte (per gli operatori fermio- 
nici si possono fare ragionamenti del tutto analoghi a quelli che 
seguono). Scambiando in una delle coppie i fattori c, c*, in base alle- 
regole di commutazione otteniamo 


(0].. ce*.. [O)=(0].. c*c..]0)+(0|..4..|0). (78,2 


Il valore medio (0 |. .1.. |0) contiene k — 1 coppie, e per esso il 
teorema di Wick si suppone valido. D'altra parte, se si sviluppa il 
valore medio (0 |..cc*..|0) secondo il teorema di Wick, esso 
differirà dal valore medio (0|..c*'c..|0) esattamente per il 


termine 
(0|..1..10) (0]cc*10)=0]|..1..|0) 

(sviluppando (0 |..c*c.. |O) il termine analogo (0 |. .1. .10)Xx 
x (0 |c*c |0)= 0). Perciò dalla (78,2) discende che se il teorema 
di Wick vale per l'elemento di matrice (0 |. . c'c . . | 0), allora esso 
rimane valido anche dopo lo scambio di c e c*. Poiché per una deter- 
minata disposizione dei fattori (ordine normale) il teorema di Wick 
è chiaramente valido, esso rimane quindi valido anche in qualsiasi 
altro caso!). 
1) Come esempio scriviamo i valori medi nel vuoto dei prodotti di quattro- 
operatori (due coppie uguali). Per operatori bosonici abbiamo 

(01ce*ce*|0)=Cc+ cc+=1, 

~ Pranzi 
(O|ccete+]0)=c c c*c++c c ctc+=2, 
x x 


dove gli archetti indicano le contrazioni. È facile verificare che questo stesso. 
risultato si sarebbe ottenuto con un calcolo diretto degli elementi di matrice, 


cioè 
(0]cecte+10)=(0|c]1) (1]cc+]1) (1[c+|0)=1-2-1. 
Per gli operatori fermionici questa stessa contrazione dà 
{O|aataa*|0)=1, 
(0 | aaata*|0)=1—1=0 
(l’ultima uguaglianza è ovvia a priori sulla base del principio di Pauli: la crea-- 
zione di due fermioni in uno stesso stato non è possibile). 
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Essendo valido per prodotti di operatori a, b, ..., il teorema di 
Wick è vero anche per qualsiasi prodotto che contiene, oltre agli 


operatori a, b, ... anche le loro combinazioni lineari p, p, A. Se si 
applica questo teorema all’elemento di matrice (78,1), esso verrà 
ad assumere la forma di una somma di termini, ciascuno dei quali 
sarà un prodotto di valori medi di alcune coppie. Tra questi valori 


medi figureranno contrazioni tra gli operatori w, p, A e gli operatori 
«esterni», gli operatori di creazione delle particelle iniziali o di 
distruzione di quelle finali. Queste contrazioni si esprimono attra- 
verso le funzioni d'onda delle particelle iniziali e finali secondo le 


formule 
(0|Ac}[0)=Ap, (0|c,A4|0)= 48, 


(0|xa}|0)=%wp; (0/a»610)=%p (78,3) 
(01b,|0)=wn, (0lpb* |0) =Ņ-p, 


dove Ap, wp sono funzioni d'onda fotoniche ed elettroniche con 
impulso p (gli indici di polarizzazione, come anche nei $$ 74, 75, 
sono, per brevità, omessi). Si incontreranno anche contrazioni tra 
‘operatori «interni», che stanno sotto il segno di prodotto cronologi- 
‘co T. Poiché per il teorema di Wick l'ordine dei fattori in ogni 
‘coppia che subisce la contrazione si mantiene, in queste contrazioni 
si conserverà anche l'ordine cronologico degli operatori, e quindi 
essi verranno sostituiti dai corrispondenti propagatori!). 

Ciascuno dei termini della somma, in cui si scinde l'elemento di 
matrice per effetto dello sviluppo secondo il teorema di Wick, 
è rappresentato da un determinato diagramma di Feynman. Nel 
diagramma di ordine n sono contenuti n vertici, a ciascuno dei quali 
si associa una delle variabili di integrazione, cioè uno dei vettori 
-Z1, Z2, ... In ogni vertice si intersecano tre raggi: due continui (elettro- 
nici) e uno tratteggiato (fotonico), ai quali corrispondono gli opera- 
tori elettronici (p, e +) e l'operatore fotonico (A), come funzioni di 
una stessa variabile z. All’operatore p corrisponde la linea entrante 


nel vertice, e a ‘ la linea uscente. 
A scopo illustrativo riportiamo alcuni esempi di corrispondenza 
tra i termini dell’elemento di matrice del terzo ordine e i diagrammi. 


1) A proposito dell’ultima affermazione è necessario fare la seguente osser- 
vazione. Nella dimostrazione del teorema di Wick noi abbiamo usato le regole 
«di commutazione degli operatori c, c+, che hanno senso solo per fotoni reali 
-(« trasversali »). Gli operatori « esterni » c}, c; corrispondono, ovviamente, pro- 
prio a tali fotoni (iniziali e finali). Gli operatori A, invece, (che entrano sotto il 
segno di prodotto 7) descrivono, come abbiamo detto nel $ 77, non soltanto i 
«campi elettromagnetici trasversali. La situazione qui è uguale a quella incon- 
trata nel calcolo di D uv Del $ 77. In virtù dell’invarianza relativistica e dell'in- 
varianza di gauge è sufficiente dimostrare il teorema per quei prodotti (cioè 
per quelle componenti dei tensori (0 | TA „Ay ...|0)), che sono determinati 
«dalle parti trasversali dei potenziali. 
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Omettendo il segno di integrale e il segno T, e non scrivendo gli 


argomenti agli operatori, scriviamo questi termini nella forma sim- 
bolica 


a (Gissi) = DAI N ’ 


NA AY 
) Giga TTT 

w (1806) 
d (GAMA = 2 è 

NA Y 


-~ i 


TA TA =- ^ 
d) (Âp) (PÂpPÂp) = DIETE * 
S 

Perjvisualizzare la corrispondenza, le contrazioni elettroniche e foto- 
niche sono disegnate, come anche nel diagramma, rispettivamente 
con linee continue e linee tratteggiate. La direzione delle frecce nelle 
contrazioni elettroniche (da verso p) corrisponde alla loro direzione 
nei diagrammi. Per le contrazioni fotoniche interne la direzione 
è indifferente (fatto che trova corrispondenza nella parità del propa- 
gatore fotonico come funzione di x — 2°). 

Tra i termini, ottenuti in questo modo, ce ne sono di equivalenti, 
che differiscono solo per lo scambio degli indici dei vertici, cioè per 
la corrispondenza tra i vertici e gli indici delle variabili z1, £2, . . »» 
oppure, semplicemente, per la notazione delle variabili d’integra- 
zione. Il numero di tali permutazioni è nl. Esso si semplifica con il 
fattore 1/n! nella (78,1), dopo di che non è più necessario tenere conto 
dei diagrammi con i vertici scambiati di posto. Abbiamo già incon- 
trato questa situazione nei $$ 74, 75. Cosi, al secondo ordine sono equi- 
valenti i due diagrammi 


EER 

(GAD) PÂ = | \ / 

IAN (18,5) 
(bA p)(bAD) = 
Vila 
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Nelle (78,4) e (78,5) sono riportate solo le contrazioni interne, 
alle quali corrispondono le linee interne dei diagrammi (elettroni 
e fotoni virtuali). Gli operatori rimasti liberi si contraggono con 
operatori esterni, e si stabilisce quindi una corrispondenza tra 
i terminali liberi dei diagrammi e queste o quelle particelle iniziali 
e finali. L'operatore + (nella contrazione con gli operatori a; o b*,) 
dà la linea dell’elettrone finale o del positrone iniziale, e w (nelia 
contrazione con aj o b;) dà la linea dell’elettrone iniziale o del posi- 
trone finale. L'operatore libero A (nella contrazione con c} o c;) 
può corrispondere sia al fotone iniziale che a quello finale. In tal 
modo, si hanno gruppi di più diagrammi topologicamente uguali 
(formati cioè da uno stesso numero di linee, disposte allo stesso modo), 
che differiscono tra loro solo per scambi delle particelle iniziali 
e finali nei terminali liberi in entrata o in uscita. 

Ciascuno di tali scambi è equivalente, ovviamente, ad un determi- 
nato scambio degli operatori esterni a, b, ... nella (78,1). È chiaro 
perciò che se tra le particelle iniziali o finali ci sono fermioni identi- 
ci, allora i segni relativi di quei diagrammi, che differiscono per un 
numero dispari di permutazioni di terminali liberi, dovranno essere 
opposti. 

Una successione ininterrotta di linee continue sui'diagrammi 
forma una linea elettronica, lungo la quale si conserva il verso di 
percorrenza. Questa linea può avere due terminali liberi, o formare 
un cappio chiuso. Cosî, il diagramma 


gd = o 


ha un cappio con due vertici. La conservazione del verso lungo la 
linea elettronica è l’espressione grafica della conservazione della 
carica: la carica «entrante» in ogni vertice è uguale alla carica 
«uscente» da esso. 

La disposizione degli indici bispinoriali lungo una linea elettro- 
nica continua corrisponde alla scrittura delle matrici da sinistra ver- 
so destra muovendosi in verso opposto a quello indicato dalle frecce. 
Gli indici bispinoriali di linee elettroniche differenti non si confon- 
dono mai. Lungo una linea aperta la successione degli indici finisce 
ai terminali con funzioni d’onda elettroniche (o positroniche). Su 
un cappio chiuso la successione degli indici si chiude, cioè al cappio 
corrisponde la traccia del prodotto delle matrici disposte su di esso. 
È facile vedere che questa traccia deve essere presa col segno negativo. 

In effetti, ad un cappio con k vertici corrisponde l'insieme di k 
contrazioni 


Pos 
(PA) (DAG) GA) 
Noe nel Nr 


TEORIA INVARIANTE DELLE PERTURBAZIONI 365 


(o un altro insieme che differisce per lo scambio dei vertici). Nella 
(k—1)-esima contrazione gli operatori ‘pe x) si trovano già in quell’or- 
dine, in cui essi si devono trovare nel propagatore elettronico (a de- 
stra di p). Gli operatori che si trovano ai lati si portano in posizione 
contigua mediante un numero pari di scambi con altri operatori w, 


dopo di che essi risulteranno disposti nell'ordine pw. 
Poiché 


(O| T'ap 10) = — (0 Tapp’ 0) 


{vedi nota a pag. 350), la sostituzione di questa contrazione con il 
corrispondente propagatore è connessa al cambiamento del segno gene- 
rale di tutta l’espressione. 

Il passaggio alla rappresentazione degli impulsi nel caso generale 
si esegue analogamente a come è stato fatto nei $$ 74, 75. Oltre alla 
legge generale di conservazione dell’energia-impulso devono essere 
osservate anche le «leggi di conservazione» in ciascuno dei vertici. 
Tuttavia tutte queste leggi possono risultare insufficienti per la 
determinazione univoca degli impulsi di tutte le linee interne di un 
diagramma. In questi casi rispetto a tutti gli impulsi interni rimasti 
indeterminati si eseguono le integrazioni (in d*p/(27)*) su tutto lo 
spazio p (ivi compresa anche l'integrazione in dp, da — œ a +00). 

Nei ragionamenti esposti era sottinteso che il ruolo di perturba- 
zione era svolto dall’interazione tra le particelle stesse, « attivamente » 
partecipanti alla reazione (cioè tra quelle particelle il cui stato varia 
per effetto del processo). Si può trattare in modo analogo anche il 
caso in cui nel problema figura un campo elettromagnetico esterno, 
cioè un campo creato da particelle « passive » il cui stato non varia 
nel processo considerato. 

Sia A® (x) il quadripotenziale del campo esterno. Esso entra nel 
lagrangiano di interazione insieme con l'operatore fotonico A sotto 
forma di somma A + A° (la quale poi viene moltiplicata per l’ope- 
ratore di corrente j). Poiché A‘ non contiene nessun operatore, esso 
non può contrarsi con altri operatori. In altre parole, al campo ester- 
no corrispondono, nei diagrammi di Feynman, soltanto linee esterne. 

Rappresentiamo A‘ in forma di integrale di Fourier: 

e È e —iqx _d49 
A® (z) = | 4° (A) e ar» 
(78,6) 
A (9)= f A® (2) eit*dix. 


Nelle espressioni degli elementi di matrice nella rappresentazione 
degli impulsi il quadrivettore q figurerà accanto ai 4-impulsi delle 
altre linee esterne, relative a particelle reali. A ciascuna di queste 
linee del campo esterno viene associato il fattore A‘ (g), ed inoltre 
la linea va considerata come «entrante» in virtú del segno dell’espo- 
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nente nel fattore e-‘9", col quale A% (q) figura nell’integrale di 
Fourier (ad una linea «uscente» occorrerebbe associare il fattore 
A°©*(g)). Se la legge di conservazione dell’energia-impulso (per un 
dato 4-impulso di tutte le particelle reali) non basta a fissare in modo 
univoco i 4-impulsi di tutte le linee del campo esterno, allora si ef- 
fettua l'integrazione (in d*9/(2x)*) rispetto a tutti iq rimasti « liberi », 
come anche rispetto a tutti i 4-impulsi non determinati delle linee del 
diagramma. 

Diamo qui una tabella riassuntiva delle regole definitive della 
tecnica dei diagrammi, secondo le quali si costruisce l’espressione 
dell’ampiezza di diffusione nella rappresentazione degli impulsi. 

1) All’n-esimo ordine della teoria delle perturbazioni corrispon- 
dono diagrammi con n vertici, in ciascuno dei quali si intersecano 
una linea elettronica entrante, una linea elettronica uscente (linee 
continue) e una linea fotonica (tratteggiata). Nell’ampiezza del pro- 
cesso di diffusione entrano tutti i diagrammi aventi terminali liberi 
(linee esterne) in numero uguale al numero di particelle iniziali 
e finali. 

2) Ad ogni linea esterna continua in entrata si associa l'ampiezza 
dell’elettrone iniziale u (p) o del positrone finale u(—p) (p è il 4-im- 
pulso della particella). Ad ogni linea continua in uscita si associa 
l'ampiezza dell’elettrone finale u (p) o del positrone iniziale u(—p). 

3) Ad ogni vertice si associa il quadrivettore yP. 

4) Ad ogni linea esterna tratteggiata in entrata si associa l’am- 
piezza del fotone iniziale Viren, e in uscita l’ampiezza V 4ret del 
fotone finale (e è il 4-vettore polarizzazione). L'indice. vettoriale 
u coincide con l'indice della matrice y¥ al vertice corrispondente (in 
modo che appare il prodotto scalare ê = ey oppure é*). 

5) Ad ogni linea interna continua si associa il fattore iG (p), 
e ad ogni linea interna tratteggiata il fattore —iD,y(p). Gli indici 
tensoriali pv coincidono con gli indici delle matrici y#, yY ai vertici 
uniti da una linea tratteggiata. 

6) Lungo ogni successione ininterrotta di linee elettroniche le 
frecce mantengono lo stesso verso, e la disposizione degli indici 
bispinoriali lungo queste linee corrisponde alla scrittura delle matri- 
ci da sinistra verso destra muovendosi nella direzione opposta alla 
direzione delle frecce. Ad un cappio elettronico chiuso corrisponde 
la traccia del prodotto delle matrici disposte su di esso. 

7) In ogni vertice i 4-impulsi delle linee, che vi si intersecano, 
soddisfano la legge di conservazione, cioè la somma degli impulsi 
delle linee entranti è uguale alla somma degli impulsi delle linee 
uscenti. Gli impulsi dei terminali liberi sono quantità date (nei limi- 
ti della legge generale di conservazione), e alla linea positronica viene 
assegnato l’impulso —p. Rispetto agli impulsi delle linee interne, 
che restano indeterminati dopo l'applicazione della. legge di conser- 
vazione a tutti i vertici, si effettua l'integrazione (in d'p/(2n)*). 
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8) Al terminale libero in entrata, relativo ad un campo esterno, 
si mette in relazione il fattore A° (q); il quadrivettore q è legato ai 
4-impulsi delle altre linee dalla legge di conservazione ai vertici !). 

9) Il moltiplicatore generale del diagramma, con il quale esso- 
entra in iM;;, è (—ie)". Inoltre, un fattore supplementare (—1) 
è apportato da ogni cappio elettronico chiuso e da ogni coppia di 
terminali positronici esterni, se questi terminali sono l’inizio e la: 
fine di una successione di linee continue. Se tra le particelle iniziali 
o finali ci sono piú elettroni o positroni, allora il segno relativo deř 
diagrammi, che differiscono per un numero dispari di permutazioni 
di coppie di particelle identiche (cioè dei corrispondenti terminali 
esterni), deve essere opposto ?). 


$ 79. Invarianza di crossing 


La rappresentazione delle ampiezze di diffusione M; mediante 
gli integrali di Feynman permette di vedere la loro meravigliosa 
simmetria, che consiste in quanto segue. 

Ciascuna delle linee esterne in entrata di un diagramma di Feyn- 
man si può considerare (senza cambiare la direzione delle frecce) 
come una particella nello stato iniziale o come una antiparticella 
nello stato finale, e ciascuna delle linee in uscita come una particel- 
la finale o una antiparticella iniziale. Simultaneamente al passaggio 
da particella ad antiparticella cambia anche il senso del 4-impulso p 
assegnato alla linea: p = pe per una particella (per esempio, un elet- 
trone) e p = — pp per un positrone. Per il fotone, in quanto particel- 
la realmente neutra, ciò significa semplicemente il passaggio dall’e- 
missione del fotone al suo assorbimento e viceversa: una linea fotonica 
esterna di impulso k corrisponde o all’assorbimento di un fotone 
di impulso kass = k, o all’emissione di un fotone di impulso kemis = 
= —k. 

Tale cambiamento del senso delle linee esterne è equivalente al 
passaggio da uno dei canali incrociati ad altri. Da qui discende che 
una stessa ampiezza, come funzione degli impulsi dei terminali 
liberi dei diagrammi, descrive tutti i canali di una reazione. 
Passando da un canale all'altro cambia solo il senso degli argomenti 
della funzione: nel passaggio da particella ad antiparticella viene. 
fatta la sostituzione p; + —p;, dove p; è il 4-impulso della particella 
iniziale (in un canale), e p; è il 4-impulso della particella finale (in un 


1) La precisazione di questa regola per il caso di un campo esterno cos- 
tante (nel tempo) vedi nella nota a pag. 594. . 

2) Per precisare l’ultima regola aggiungeremo che in ogni caso devono avere 
segni uguali i diagrammi con le stesse linee continue, cioè i diagrammi che 
risultano identici dopo la cancellazione di tutte le linee fotoniche. 

Ricordiamo anche che in presenza di fermioni identici il segno generale 
dell’ampiezza è convenzionale. 
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‘altro canale). Questa proprietà dell’ampiezza di diffusione è chiamata 
«simmetria di crossing o invarianza di crossing. 

In termini delle ampiezze invarianti, introdotte nel $ 71, come 
funzioni degli invarianti cinematici, si può dire che queste funzioni 
saranno le stesse per tutti i canali, ma per ciascuno dei canali i loro 
argomenti assumeranno valori del proprio dominio fisico. In altre 
parole, gli integrali di Feynman determinano le ampiezze invarianti 
come funzioni analitiche; i loro valori nei diversi domini fisici sono 
un prolungamento analitico della funzione, data in uno dei domini. 
Poiché le espressioni integrande degli integrali di Feynman contengono 
singolarità, anche le ampiezze invarianti hanno singolarità, deter- 
minabili dalle espressioni di questi integrali (tenendo conto della 
regola di aggiramento delle singolarità). 

Sottolineiamo che l’invarianza di crossing è qualcosa di più 
che non le proprietà della matrice di diffusione, derivanti dalle richie- 
ste generali di simmetria spazio-temporale. Queste ultime portano 
all’uguaglianza delle ampiezze di processi che si ricavano luno 
dall’altro scambiando di posto gli stati iniziale e finale o con la 
sostituzione di tutte le particelle con antiparticelle (restando in- 
variati gli impulsi p di tutte le particelle e il segno delle proiezioni 
dei loro momenti angolari). Questa è la richiesta di invarianza CP.71). 
L’invarianza di crossing permette di fare questa trasformazione 
non solo per tutte le particelle simultaneamente, ma anche per cia- 
scuna particella separatamente. 


$ 80. Particelle virtuali 


Le linee interne dei diagrammi di Feynman svolgono nella teoria 
invariante delle perturbazioni un ruolo analogo al ruolo degli stati 
intermedi nella teoria « ordinaria ». Il carattere di questi stati, tutta- 
via, è diverso nelle due teorie. Nella teoria ordinaria negli stati 
intermedi si conserva l’impulso (tridimensionale), ma non si con- 
serva l'energia; in questo senso essi sono chiamati stati virtuali. 
Nella teoria invariante, invece, l'impulso e l'energia entrano alla 
pari: negli stati intermedi si conserva tutto il 4-impulso (conseguen- 
za del fatto che negli elementi di matrice S l'integrazione è fatta sia 
rispetto alle coordinate che rispetto al tempo; questo garantisce 
l’invarianza della teoria). Tuttavia, negli stati intermedi viene meno 
il legame tra energia e impulso proprio delle particelle reali (espresso 
dall’uguaglianza p? = m?). In questo senso si parla di particelle 
virtuali intermedie. La relazione tra impulso ed energia per una 


1) Notiamo che la descrizione formale del passaggio da una delle reazioni 
indicate ad un’altra mediante il cambiamento di segno di tutti i 4-impulsi nei 
diagrammi di Feynman corrisponde al senso dell'operazione CPT come inver- 
sione quadridimensionale. 
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particella virtuale è arbitraria: essa è quella richiesta dalla conser- 
vazione del 4-impulso ai vertici. 

Esaminiamo un diagramma costituito da due parti (I e II), 
unite da una linea. Senza interessarci della struttura interna di queste 
parti, rappresentiamo il diagramma schematicamente nella forma 


(80,1) 


(le linee disegnate possono essere sia continue che tratteggiate). 
In virtù della legge generale di conservazione le somme dei 4-impulsi 
delle linee esterne delle parti I e II sono uguali. Poiché la conservazio- 
ne vale in ciascuno dei vertici sarà uguale ad esse anche il 4-impul- 
so p della linea interna, che unisce le parti I e II. In altre parole, que- 
sto impulso è univocamente determinato, e perciò rispetto ad esso 
nell'elemento di matrice non si esegue l'integrazione. 

A seconda del canale di reazione il quadrato p? può essere sia posi- 
tivo che negativo. Esiste sempre un canale nel quale p? >0 1). 
Allora la particella virtuale diventa per le sue proprietà formali del 


tutto analoga ad una particella reale di massa reale M = V p?. Per 
tale particella si può introdurre il sistema di riferimento a riposo, si 
può determinare il suo spin, ecc. 

Il propagatore fotonico (77,11) coincide, per la sua struttura ten- 
soriale, con la matrice densità di una particella non polarizzata a spin 
1 e di massa diversa da zero: 


pace 


(4-tensore ortogonale al 4-impulso). D'altra parte, il propagatore 
(in quanto quantità quadratica rispetto agli operatori del campo) 
svolge per una particella virtuale un ruolo analogo al ruolo della ma- 
trice densità di una particella reale. Perciò ad un fotone virtuale 
occorre assegnare, come ad un fotone reale, spin 1. Tuttavia, a diffe- 
renza del fotone reale che ha due polarizzazioni indipendenti, il fotone 
virtuale, in quanto «particella» di massa finita, può avere tre polariz- 
zazioni. 
La funzione di propagazione dell’elettrone è 


Gop+m. 


1) Tale, ad esempio, è il canale (sempre che esso sia energeticamente possi- 
bile), nel quale tutti i terminali liberi della parte I sono relativi a particelle 
iniziali e quelli della parte II a particelle finali. Allora p = P; (è uguale alla 
somma dei 4-impulsi di tutte le particelle iniziali) e nel sistema del baricentro 
p = (P3, 0), e quindi p? >0. 
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Qui m è la massa dell’elettrone reale, mentre la « massa » della parti- 
cella virtuale è M = V p?. Scrivendo 


P+ = i (P+M) +r (P—M), (80,2) 


noi vediamo che il primo termine corrisponde alla matrice densità 
di una particella di massa M e spin 1/2, e il secondo alla matrice 
densità di una «antiparticella » dello stesso tipo (cfr. con la (29,10) 
e la (29,17)). Ricordando che particella e antiparticella hanno parità 
intrinseche diverse ($ 27), arriviamo alla conclusione che ad un elet- 
trone virtuale occorre assegnare spin 1/2 ma non gli si può assegnare 
una parità determinata. 

La peculiarità del diagramma (80,1) consiste nel fatto che lo si 
può dividere in due parti non legate tra loro rompendo, per fare 
questo, la sola linea interna !). Questa linea corrisponde allora ad 
uno stato intermedio ad una particella, ad uno stato cioè che ha in 
tutto una sola particella virtuale. L'ampiezza di diffusione, relativa 
a questo diagramma, contiene il fattore caratteristico (che non 


è sottoposto ad integrazione) 
1 

Pmi 
originato dalla linea interna (dove m è la massa dell'elettrone se la 
linea è elettronica oppure m = 0 se la linea è fotonica). In altre paro- 
le, l'ampiezza di diffusione ha una singolarità per quei valori di p, 
per i quali la particella virtuale diventa particella fisica (p? = m’). 
Questa situazione è analoga a quella che si ha nella meccanica quanti- 
stica non relativistica, dove l'ampiezza di diffusione ha singolarità 
per quei valori dell'energia, che corrispondono a stati legati del 
sistema delle particelle collidenti (III, $ 128). 

Esaminiamo il diagramma (80,1) per quel canale di reazione, nel 
quale tutti i terminali liberi a destra sono relativi a particelle inizia- 
li e tutti i terminali a sinistra sono relativi a particelle finali; si ha 
inoltre che p? >0. Allora possiamo dire che nello stato intermedio 
il sistema delle particelle iniziali si trasforma in una particella 
virtuale. Questo è possibile alla sola condizione che tale trasformazio- 
ne non contraddica alle necessarie leggi di conservazione (senza 
tener conto della conservazione del 4-impulso): conservazione del 
momento angolare, della carica, della parità di carica, ecc. In questo 
consiste la condizione necessaria per la comparsa, come si dice, dei 
diagrammi singolari. Se sono presenti in uno dei canali, tali diagram- 
mi saranno presenti, in virti dell’invarianza di crossing, anche negli 


altri canali di reazione. 


1) Di questa proprietà godono i diagrammi di quasi tutti i processi al primo 
ordine di approssimazione non nullo. 
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Ad esempio, le leggi di conservazione citate non impediscono la 
produzione di un elettrone virtuale secondo lo schema e + y—+ e. 
Questa possibilità corrisponde ad una singolarità dell’ampiezza 
dell’effetto Compton (e quindi anche di un altro canale di questa 
reazione, l’annichilazione in due fotoni della coppia e'e*). La produ- 
zione di un fotone virtuale secondo lo schema e` + et + y corri- 
sponde ad una singolarità nell’ampiezza di diffusione elettrone- 
positrone, e quindi anche nell’ampiezza di diffusione elettrone- 
elettrone. Da due fotoni non si può ottenere né un elettrone virtuale 
né un fotone virtuale (la trasformazione y + y + e è vietata dalla 
conservazione della carica e del momento angolare, e la trasformazio- 
ne y -+ y—> y è vietata dalla conservazione della parità di cari- 
ca). In accordo con quanto detto l'ampiezza di diffusione fotone- 
fotone non può contenere diagrammi singolari. 

L'origine delle singolarità delle ampiezze di diffusione, che noi 
abbiamo esaminato partendo dagli integrali di Feynman, ha, in 
realtà, carattere più generale, non legato alla teoria delle perturba- 
zioni; si può mostrare che queste singolarità sorgono come conseguen- 
za della condizione di unitarietà (72,2). 

Supponiamo infatti che tra gli n stati intermedi, che figurano 
nella (72,2), ci sia uno stato ad una particella. Il contributo di questo 
stato vale 


, Vd 
(Ta — THU P =i (27m) 2 j 8° (Pi— P) Tintin To? 3 


dove p e À sono rispettivamente 4-impulso ed elicità della particella 
virtuale. Sostituiamo l'integrazione in dp con l’integrazione in dp 
(nella regione p° = e >0) 


d*p + 26 (p?— M?) dtp 


(M è la massa della particella intermedia). L'integrazione elimina 
la funzione 6 (P; — p); passando quindi dalle ampiezze 7;; alle 
ampiezze M;; secondo la (65,10), otteniamo 


(M;;— MY) PP = 2riò (p?— M?) DIMM = (80,3) 
A 


Supponendo soddisfatte le invarianze T e P avremo (a meno di un 
fattore di fase) M;; = Mpi, dove gli stati i’, f' differiscono da î, f 
solo per il segno delle elicità delle particelle (a parità d’impulso). 
Sommando l'uguaglianza (80,3) e la stessa per My; — M$y 
otteniamo 


Im MG Pe" _ nô (p?— M?) R, (80,4) 
24% 
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dove sono state introdotte le notazioni 


My=My+Mpy, 
R=— Mi (MMt+MypyM%,). 
À 


È da qui che discende che M;;, come funzione analitica di p? = 
= Pi = P}, ha ‘na singolarità per p? = M?. In accordo con la 
76,18), per la parte singolare, abbiamo 

(1 part R 

M PD =- MFI: (80,5) 
Le transizioni reali allo stato ad una particella sono possibili solo 
per P? = P} = M’. In tal modo, noi abbiamo effettivamente ottenu- 
to la struttura dell’ampiezza di diffusione corrispondente ad un dia- 
gramma del tipo (80,1). 

Soffermiamoci, infine, su una importante proprietà dei diagram- 
mi che contengono cappi elettronici chiusi, proprietà che si può 
facilmente stabilire applicando al fotone virtuale il concetto di pari- 
tà di carica: al fotone virtuale, come a quello reale, occorre assegnare 
una parità di carica determinata (negativa)!). 

Se un diagramma contiene un cappio (con un numero di vertici 
N >2) allora accanto a questo diagramma nell’ampiezza del proces- 
so considerato deve figurare anche un altro diagramma, che differi- 
sce dal ‘primo solo per il verso di aggiramento del cappio (per N = 2 
questo concetto non ha, evidentemente, senso). «Isoliamo » questi 
cappi spezzando le linee tratteggiate che terminano su di essi. 
Otterremo allora i due cappi Cı e Cri 


se 


~N 
È N VA N 
che si possono considerare come diagrammi, che determinano l’ampiez- 
za del processo di trasformazione di una collezione di fotoni 
(reali o virtuali) in un altro; il numero N è la somma dei numeri dei 
fotoni iniziali e finali. La conservazione della parità di carica vieta 
la trasformazione di un numero pari di fotoni in un numero dispari. 
Quindi per N dispari la somma delle espressioni, relative ai cappi 
(80,6), deve annullarsi. Di conseguenza, si annulla anche il contri- 
buto totale all’ampiezza di diffusione dei due diagrammi contenenti 


1) Questo discende da quelle stesse considerazioni sull’operatore di intera- 
zione elettromagnetica, agente in ciascun vertice, che vennero fatte alla fine del 


$ 43 per i fotoni reali, 
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questi cappi come parti costitutive (teorema di Furry, W. H. Fur- 
ry, 1937.) 

Di conseguenza, formando l’ampiezza di un certo processo si può 
tralasciare di considerare i diagrammi, contenenti cappi con un nu- 
mero dispari di vertici. 

Esaminiamo pit da vicino l'origine della mutua eliminazione dei 
diagrammi. Ad un cappio elettronico chiuso corrisponde l’espressione 
(per certi impulsi, delle linee fotoniche k, ka, ..., ky) 


| dip.Tr{e:6(p)&.6 (p+ki) ...1, (80,7) 


dove p, p + kı, ... sono gli impulsi delle linee elettroniche (che non 
rimangono completamente determinate dalle leggi di conservazione 
ai vertici). Sottoponiamo ora tutte le matrici y} e G all'operazione di 
coniugazione di carica, sostituiamole cioè rispettivamente con 
Ug!yEUo e US!GU 6. L'espressione (80,7) non varia per questo, poiché 
la traccia del prodotto di matrici è invariante per questa trasforma- 
zione. D'altra parte, secondo la (26,3) abbiamo 


UdywUo= — Fl, (80,8) 
e quindi 
UZG (p) Ue = ptt =Ẹ(— p). (80,9) 


Sostituire a G (p) la matrice trasposta con il segno di p cambiato, 
significa, evidentemente, cambiare il verso di percorrenza del cappio, 
in cui il verso di tutte le frecce cambia nel verso opposto. In altre 
parole, la trasformazione eseguita trasforma un cappio in un altro, 
e simultaneamente compare il fattore (—1)N, originato dalla sosti- 
tuzione (80,8) in ciascun vertice. In tal modo 


Cr=(— 1)"Cy, (80,10) 


cioè i contributi dei due cappi sono uguali per un numero pari di 
vertici e opposti per un numero di vertici dispari. 
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INTERAZIONE DI ELETTRONI 


$ 81. Diffusione di un elettrone in un campo esterno 


La diffusione elastica di un elettrone in un campo esterno costante 
costituisce il processo più semplice esistente già al primo ordine 
della teoria delle perturbazioni (prima approssimazione di Born). 
A questo processo corrisponde il diagramma ad un vertice 


(81,1) 


dove p, p' sono i 4-impulsi iniziale e finale dell'elettrone, e q = 
= p' — p. Poiché l’energia dell’elettrone nella diffusione in un 
campo costante si conserva (e = e’), allora g = (0, g)’). 

La corrispondente ampiezza di diffusione è 


My = — eu (p') À° (q)u (p), (81,2) 


dove A® (q) è una componente dello sviluppo spaziale di Fourier del 
campo esterno. In accordo con la (65,26) la sezione d’urto di diffu- 
sione è 


1 7 
do = Tae |Muldo'. (81,3) 


Per un campo elettrostatico A® = (A, 0), e quindi 
Mp = — eu (p') y'u (p) AS (a) = — eu* (p') u (p) AP (9). (81,4) 


Nel caso non relativistico le ampiezze bispinoriali delle onde piane 
u (p) si riducono alle ampiezze non relativistiche (a due componen- 
ti). Per una diffusione senza cambiamento di polarizzazione si tratta 


1) Nel caso di un campo esterno questo diagramma non è vietato dalla legge 
di conservazione del 4-impulso (come avveniva per il diagramma (74,19) con jun 
fotone reale): il quadrato g?, a differenza del quadrato del 4-impulso di un fotone 
reale, non deve essere nullo; dall’integrale di Fourier, che rappresenta il campo 
esterno, viene automaticamente scelta la componente avente il necessario g. 
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di quantità indipendenti da p, e in virtù della condizione di norma- 
lizzazione da noi assunta u*u = 2m. Tenendo conto di questo 
otteniamo 


m 2 t 
do =|— -$U (9) do', 


dove U (q) = eA@(g) è la trasformata di Fourier dell'energia poten- 
ziale dell'elettrone nel campo; questa espressione coincide con la 
nota formula di Born (III, 126,4). 

Nel caso generale relativistico la sezione d’urto di diffusione di 
elettroni non polarizzati si ottiene mediando il quadrato | M;; |? sul- 
le polarizzazioni iniziali e sommando su quelle finali, cioè formando 
la quantità 

i Di Mal, 
polar 
dove la sommatoria si esegue sulle direzioni dello spin degli elettroni 
iniziale e finale; il fattore 1/2 trasforma una delle sommatorie in un 
valore medio. In base alle regole esposte nel $ 66fotteniamo 


7 S; 1My|?=2TrpA©*p'40 = 


polar 


=4 JAP (a) P Tr (m+ p) (m+ p’) w. 


Per calcolare la traccia, notiamo che y°p'y° =P', dove p' = 
= (e’, —p') e quindi 


+ Tr(m+ p) 9 (m+ p) w= -4 Tr (m+ p) (m+ p’) = 


7 = 2 
=m + pp = 8% + m+ pp' = 2-4 . 
Da qui troviamo la sezione d'urto 


e | AP (9) |? 


do = 4n2 


g? ' 
e (1— gr). (81,5) 
Per un campo, creato da una distribuzione statica di cariche di 
densità p (r), abbiamo 


e 4 
AP (= EL, (81,6) 


dove p (q) è la trasformata di Fourier della distribuzione p (r) (fat- 
tore di forma). In particolare, per il campo coulombiano di una 
carica puntiforme Ze abbiamo p (q) = Ze. Allora la sezione d’urto 
di diffusione diventa 
__ gy b(Ze e2 g2 
do = do' ELE (1 ) (81,7) 


4 — Te? 
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(N. F. Mott, 1929). Abbiamo g? = 4p? sen ? (0/2), dove 0 è l’angolo 
di diffusione. Quindi l’espressione a fattore della parentesi può, per 
la sua dipendenza angolare, essere chiamata sezione d’urto di Ru- 
therford: 


4(Ze2)2 e2 Ze)? e2 __ 0 
dor = do SEE = do EL sen > (81,8) 


(nel limite non relativistico il coefficiente e?/p* + 1/m?v4). In tal 
modo si ottiene 1) 


dø = dox ( 1— v? sen? 3). (81,9) 


Notiamo che nel caso ultrarelativistico la distribuzione angolare 
differisce da quella non relativistica per una forte soppressione della 
diffusione all'indietro (per 0 + n: do/dog + m?/e?). 

Nel caso ultrarelativistico, per la diffusione a piccoli angoli la 
(81,7) dà 


do = ES dp. (81,10) 


Sebbene questa formula sia stata da noi ottenuta nell’approssimazio- 
ne di Born (cioè supponendo Ze? & 1), essa rimane valida (per angoli 
0 < m/e) anche per Ze? ~ 1. Di questo ci si può convincere mediante 
la funzione d’onda ultrarelativistica esatta (in Ze?) pi (39,10). 
Questa soluzione, valida nella regione (39,2), rimane, ovviamente, 
valida anche nella regione asintotica, corrispondente a r arbitraria- 
mente grandi. In questa regione 


aVF 


F ~ 1 costante eir- rr), n1-c0s09-02<1,) 
e quindi il termine correttivo rimane piccolo, come deve essere. La 
funzione d'onda del tipo ei?” F, invece, coincidendo formalmente 
con la funzione non relativistica (con un evidente cambiamento dei 
parametri), ha il suo stesso andamento asintotico, e quindi anche 
per la sezione d’urto si ottiene l’espressione di Rutherford. 

Per calcolare la sezione d’urto di diffusione di elettroni arbitra- 
riamente polarizzati si potrebbe fare uso, seguendo le regole genera- 
li, della matrice densità (29,13). Nel nostro caso, tuttavia, si può 


1) La differenza, espressa da questa formula, tra do e dog, è peculiare per le 
particelle di spin 1/2. Per la diffusione di particelle di spin 0 (se il loro moto in 
un campo elettromagnetico fosse descritto da un’equazione d’onda) si otterrebbe 
do = dog. A prima vista può nascere una certa perplessità in quanto il fattore, 
che esprime questo effetto puramente quantistico, non contiene A. Occorre tutta- 
via ricordare che la condizione di applicabilità dell’approssimazione di Born 
(e?/hv K 1) è l'opposto della condizione di quasi-classicità per il moto in un 
campo coulombiano e quindi il passaggio al caso classico nella formula (81,9) 
non è possibile. 
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- ottenere il risultato in un modo meno complicato, rappresentando le 
ampiezze bispinoriali u (p) e u (p’) nella forma (23,9); moltiplican- 
dole, otteniamo 

u* (p') u (p) =w"* {£+ m+ (e— m) (n'o) (no)} w, 


oppure, usando la formula (33,5), 


u* (p')u(p)=w'*fw, (81,11) 
dove!) 
i =A + Bvo, 
A=(e+m)+(e—m)cosð, B= —i(e—m)senð, (81,12) 
[nn] 
di 
sen 0 


La quantità a due componenti w (uno spinore tridimensionale) 
rappresenta la funzione d'onda di spin non relativistica dell’elettro- 
ne. Il passaggio a stati parzialmente polarizzati si esegue quindi 
mediante la sostituzione dei prodotti Wa w$ (a, B, sono indici spino- 
riali) con la matrice densità a due righe non relativistica pag. Occor- 
re quindi fare la sostituzione 


|M — e] AP (g)|:Trp (A— Bvo) p' (A + Bvo), 
dove 
p=4(1+0%), p'=(1+08"), 


t, &' sono i vettori che corrispondono alla polarizzazione iniziale e 
finale rivelata dal «detector». Calcolando la traccia si arriva al 
risultato 
= (42—] B |?) 6° +2 | B |2 (v6) (v) +241 B |v [$6] 
do =do {1 + TR Ji 
(81,13) 


dove do è la sezione d'urto di diffusione di elettroni non polarizzati. 

Rappresentando la parentesi graffa nella (81,13) nella forma 
{1 + ° &'}, troveremo la polarizzazione propria Eh dell'elettrone 
finale (diversa dalla polarizzazione &' rivelata dal detector; vedi 


$ 662): 


peer 2 
gh A e e aste e . (81,14) 


Vediamo cosí che gli elettroni emergenti sono polarizzati solo se 
sono polarizzati gli elettroni incidenti. Questo fatto è una proprietà 
generale della prima approssimazione di Born (cfr. III, $ 140). 

1) Le definizioni di f date qui e nel $ 38 differiscono per il fattore generale. 


2) La formula (81,14) corrisponde alla formula ottenuta nel problema 4, III, 
$ 140 e si ricava da essa ponendo A reale e B complesso. 
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Nel caso non relativistico (e + m) dalla (81,14) si ottiene Ẹ¢® = 
= È, cioè l’elettrone mantiene nella diffusione la sua polarizzazione 
(come naturale conseguenza del fatto che si trascura l’interazione spin- 
orbita). 

Nel caso opposto, ultrarelativistico, abbiamo 


A = e (1 + cos 8), B = — iesen 9 


(in accordo con la formula generale (38,2)). 
Se l’elettrone incidente ha una data elicità ( = An, A = + 1/2), 
allora dalla (81,14), dopo calcoli semplici, si ottiene 


Eh = Ant. 


In altre parole, dopo la diffusione l’elettrone mantiene il valore 
primitivo dell’elicità (A). 

Questa proprietà, come è stato già spiegato nel $ 38, è connessa 
al fatto che, se si trascura la massa, l'equazione di Dirac in rappresen- 
tazione spinoriale si scinde in due equazioni indipendenti per le 
funzioni È e n. Questo risultato ha anche un significato più generale, 
poiché la corrente 


j=(5*E+n"n, É'ot—n*or), 


e con essa anche l’operatore perturbazione elettromagnetica V = 
= ejA, non contiene termini misti in È e n, e quindi non ha elementi 
di matrice relativi a transizioni tra gli stati È e n. Da qui discende 
che se un elettrone ultrarelativistico ha una determinata elicità 
{cioè se È o n è diverso da zero), allora nei processi di interazione 
questa elicità si conserverà nell’approssimazione in cui si trascura 
completamente la massa dell'elettrone. 


$ 82. Diffusione di elettroni e di positroni su un elettrone 


Consideriamo la diffusione di un elettrone su un altro elettrone: 
due elettroni con 4-impulsi p}, p, entrano in collisione e assumono 
i 4-impulsi p;, p,. La conservazione del 4-impulso è espressa dall’u- 
guaglianza 


Pi + Pa = Pi + ps. (82,1) 


Pit avanti si useranno gli invarianti cinematici introdotti nel $ 67, 
definiti come segue: 


s= (pi + Po) = 2 (mM? + pipo), 

t = (pi — pi} =2 (m? — ppi), 

u = (pı— p)? =2 (m — pip), 
s+t4 u= 4m. 


(82,2) 
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Il processo considerato è rappresentato dai due diagrammi di 
Feynman (74,13-14) e l'ampiezza corrispondente è!) 


i = 1 > m: 
Mp = ine { £ (Tyru) (Tiyu) — E (yua) (Ur) } e (82,3) 


In base alle regole indicate al § 66 per gli stati delle particelle 
iniziali e finali, descritti dalle matrici densità di polarizzazione 
Pı Pi, - - ., operiamo la sostituzione 


1 , , 
| Mpi |? > 16n2et {7 Tr (p3y”p2y") TT (PiYap1Y») + 
1 , , 4 , , 
+7 Tr (piv”pay”) Tr (Pupa Y») — 7 TT (PY"P2Y"P1YuPaYv) — 
1 (a ’ 
— y TT (PVP P2V" Pa Yupa Y) } . (82,4) 


Se studiamo la diffusione di elettroni non polarizzati (e non ci 
interessiamo inoltre nemmeno delle loro polarizzazioni dopo la diffu- 
sione) per tutte le matrici densità noi dobbiamo porre p = 1/, (P + 
+ m), e moltiplicare il risultato per 2-2 = 4 (media sulle polarizza- 
zioni dei due elettroni iniziali e somma sulle polarizzazioni dei due 
elettroni finali). La sezione d'urto di diffusione è determinata dalla 
formula (65,23), nella quale occorre porre, in accordo con la (65,15a), 
I° = 1/4 s (s — 4m?). Rappresentiamo la sezione d'urto nella forma 


do=di LE {f (t, u) +g (t, u) +f (u, t) +g (u, 1)}, 


s (s — 4m2?) 


f (t, u) = -yg Tr (pa + m) Y” (P +m) Y”) Tr [(Đ; + m) Yu (Pa m) ol, 


1 ^s ua ^r 5 
g (t, u) = — Ta T! (P4 + m) Y" (p2 +m) Y (Pi +m) Yu (Pit) vl. 
(82,5) 
Nella funzione f (ż, u) si calcolano dapprima le tracce (usando le rela- 
zioni (22,9-40)), e quindi si esegue la somma su p e v ?); in g (t, u) 


dapprima si esegue la somma su p e v (usando le formule (22,6)). 
Come risultato si ottiene 


f (6, u) = (Pipa)? + (Pipi)? + 2m? (m? — pipi), 


2 
g (t, u) = (PaPa— 2m?) (pip2), 


1) Questa forma di M;; corrisponde all'espressione generale (741,5). Nella 
prima approssimazione non nulla della teoria delle perturbazioni, delle cinque 
ampiezze invarianti ne risulta diversa da zero solo una: fs (t, u) = Ane?/t. 

2) Per futuri riferimenti riportiamo la formula 


4 AA A 
Tr (Pa +m) y” (Pa +m) Y” =g" (m3 — pipa) + pi'PI + PIPE 
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oppure, esprimendo queste funzioni attraverso gli invarianti (82,2), 


ft, u= [TE + Am? (tm) |, 


DI (82,6) 
g(t,u)=g(u, )=-1(5- m?) (38m). 


In tal modo, per la sezione d’urto otteniamo 


do =r Ade {#[ aa + 4m2 (t— m?) |+ 


€ s {s— 4m2) 
1 24 #2 4 
++ a = + Am? (u— m?) [+7 (5 m?) (3 3m?) } (82,7) 
(dove re = e/m). 
Applichiamo questa formula nel sistema del baricentro. Qui si ha 


s=de2, t= — 4p* sen? È, u= —4p o2 t, 


—dt = — 2 p?d cos 9 = Z do (82,8) 


| p |, € sono rispettivamente impulso ed energia degli elettroni, 
che nella diffusione non variano e 0 è l'angolo di diffusione). Nel caso 
non relativistico (e = m)!) otteniamo 


— p3 nmt dt 4 Ww. 4 tek 
do =r; —— ( 7 + TE) =)= 


p2 
e2 2 4 1 1 
= (3) aa 28 23) 
> > en ze > 
e2 \2 4(14-3cos?0) 
= (7) ET, do (non rel.) (82,9) 


(dove v = 2p/m èla velocità relativa degli elettroni), in accordo con 
la teoria non relativistica (vedi III, § 437). Nel caso generale di velo- 
cità qualsiasi la formula (82,7), dopo la sostituzione in essa della 
(82,8) e semplici trasformazioni, può essere ridotta alla forma 


= p "(e+ p? 4 3. 
do =r: rg pie? [ sono — sentg 1 


+( aa y (1 ai ii ) Jæ (62,10) 


(Ch. Möller, 1932). Nel caso ultrarelativistico (p? œ e?) otteniamo 


2 73 2 6)2 
do =r} y C eTO do (ultrarel.). (82,11) 


1) La velocità v è supposta piccola (v < 1), ma sempre tale che sia soddisfat- 
ta la condizione di applicabilità della teoria delle perturbazioni: e?/v (= e?/ħv) < 


«1 
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Nel sistema di riferimento del laboratorio, nel quale uno degli 
elettroni (per esempio il secondo) prima dell’urto si trova in quiete, 
esprimiamo la sezione d'urto attraverso la quantità 

A= n = sul ; (82,12) 
che rappresenta l'energia (in unità m) trasferita dall’elettrone inci- 
dente (il primo) al secondo!). Gli invarianti sono 


s=2m(m-+e), t= —2m?A, 


u = — 2m (e, -m—- mA). to) 


Sostituendo queste espressioni nella (82,7) arriviamo alla formula 
che dà la distribuzione in energia degli elettroni secondari (o, come 
si dice, degli elettroni $), che risultano dalla diffusione di elettroni 
primari veloci: 
_ 9n,2__2A (y—1)2 y? 2y2+2y—1 

do = art {tar Ai SE 1}, (82,14) 
dove y = s/m; mA e m(y — 1 — A) sono le energie cinetiche dei due 
elettroni dopo l’urto; l’identità delle due particelle si manifesta 
qui nella simmetria della formula rispetto a queste grandezze. Se si 
conviene di chiamare elettrone di rinculo quello che ha energia mi- 
nore, allora A assumerà valori compresi da 0 a (y — 1)/2. Per A picco- 
li la formula (82,14) assume la forma 


2 dù 20g da 
do = 2nr? ai a AKy—-1. (82,15) 


Notiamo che questa formula, espressa attraverso la velocità dell’ e- 
lettrone incidente (v, = |pi | /81), conserva la sua forma nel passaggio 
al caso relativistico. È quindi naturale che nella forma questa espres- 
sione coincida con il risultato della teoria non relativistica (cfr. III 
(148,17). 

Esaminiamo ora la diffusione di un positrone su un elettrone 
(H. Bhabha, 1936). Questo processo è uno dei canali incrociati di 
quella stessa reazione generalizzata, cui si riferisce la diffusione elet- 
trone-elettrone. Se p_, p+ sono gli impulsi iniziali dell'elettrone e del 
positrone e p', p, i rispettivi impulsi finali, allora il passaggio da un 
caso all’altro si realizza mediante la sostituzione 


Pi> — Di, Po > po Pi* — Ps Pa > pP- 
Gli invarianti cinematici (82,2) assumono il seguente significato: 
s=(p-— pu), t=(p+— p+)» u=(p-+ p+)”. (82,16) 


: 1) Per le relazioni cinematiche nel caso di urti elastici nei diversi sistemi di 
riferimento vedi II, $ 13 
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Se la diffusione ee era il canale s, allora la diffusione ee sarà il canale 
u della reazione. Il quadrato dell’ampiezza di diffusione rimane inva- 
riato, e al denominatore della formula (82,5) occorre fare la sostitu- 
zione s+ u. In tal modo, per la sezione d’urto di diffusione di un 
positrone su un elettrone, invece della (82,7), otteniamo 


4nm? d 1 F spu 
do =r {+ [E +4n8 (t— m?) |+ 


+4 [FE Hame (u — m) + 
+ (zr) (g8m)}. 82,1 


Nel sistema del baricentro i valori degli invarianti s, t, u differi- 
scono dai valori (82,8) per lo scambio di s e u: 


s= — 4p cost, t= —4p*son È, u=482, (82,18) 


Nel limite non relativistico la formula (82,17) si riduce alla formu- 
la di Rutherford 


2 \2 do 
do=( -$z ) 0 (non rel.) (82,19) 
2 


(dove vw = 2p/m). Essa si ricava dal primo termine tra parentesi graffa 
nella (82,17), originato dal diagramma di tipo «diffusione» (vedi 
$ 74). I contributi del diagramma «di annichilazione» (secondo ter- 
mine nella (82,17)) e della interferenza di questo col diagramma 
«di diffusione » (terzo termine) nel limite non relativistico si annulla- 
no!). 

Nel caso generale di velocità qualsiasi i contributi di tutti e tre 
i termini della (82,17) sono dello stesso ordine di grandezza (soltanto 
per angoli piccoli il primo termine diventa dominante grazie al 
fattore {72 co sen~ 0/2). Dopo la riduzione dei termini simili la 


1) Nel limite non relativistico le ampiezze u diventano grandezze a due com- 


ponenti (vedi la (23,12)); per il 4-vettore elettronico abbiamo u/y"u_ = 
= (2mw'*w_, 0), e lo stesso per quello positronico. Il termine « di diffusione » 
nell’ampiezza (74,15) assume la forma 


— (2m)? (vi*w_) (ww) Uy 
dove 


(nel sistema del baricentro per un fotone virtuale nel diagramma « di diffusione » 
q? = 0); U, è la trasformata di Fourier dell'energia di interazione coulombiana 
fra cariche opposte (—e?/r). Per un fotone virtuale nel diagramma « di annichila- 
zione » g° = 2m (= 2mc), e perciò questo termine al limite si annulla. 
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sezione d'urto di diffusione di un positrone su un elettrone si può 
rappresentare (nel sistema del baricentro) nella forma 


ti m {SG p?) 1 884 — m4 1 


i ET mm —_ ——.__< MaMa 


4 4 2 4 
pet A sen? £y te sent z} (82,20) 

La simmetria rispetto alla sostituzione 0 + x — 0, caratteristica 
della diffusione di particelle identiche, nella diffusione positrone- 
elettrone, ovviamente, viene a mancare. Nel limite ultrarelativi- 
stico l’espressione (82,20) differisce dalla sezione d'urto di diffusione 
elettrone-elettrone solo per il fattore cos* 0/2: 


do, = cos* na doxe (ultrarel.). (82,21) 


Nel sistema di riferimento del laboratorio, dove una delle parti- 
celle (per esempio, l’elettrone) prima dell'urto era in quiete, intro- 
duciamo nuovamente la quantità 

Asitin, (82,22) 
cioè l'energia trasferita dal positrone. Analogamente alla (82,43), 
abbiamo ora 

s= —2m(e+-m-—mA), t= —2m?A, u=2m(m+2+). 
Sostituendo queste espressioni nella (82,17), dopo semplici trasfor- 
mazioni, otteniamo la seguente formula per la distribuzione in energia 
degli elettroni secondari: 
dh y2 2244+41 1 + 


3y:+6y+4 ___2Y 1 2 

HA rp tgrt) 6229) 
dove y = g+/m; A assume valori da 0 a y — 1. Per A y — 1 dalla 
(82,23) si ottiene un'espressione uguale alla (82,15), valida per la 
diffusione di elettroni. 

Gli effetti di polarizzazione nella diffusione di elettroni o di posi- 
troni si calcolano in base alle regole esposte nel $ 66. In casi appena 
più generali i calcoli portano a formule molto complesse, per le quali 
noi rimandiamo ai lavori originali o a speciali articoli di rasse- 
gna!). Qui noi ci limiteremo ad alcune osservazioni. 


1) A.M.Bincer, Phys. Rev. 107, 1434 (1957); G.W.Ford,C.J.M ul- 
lin, Phys. Rev. 108, 477 (1957) (correzione: Phys. Rev. 110, 1485, 1958); 
w. H. McMaster, Rev. Mod. Phys. 33, 8 (1961). 
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Nell’approssimazione della teoria delle perturbazioni in cui lavo- 
riamo (la prima non nulla), nella sezione d’urto mancano i termini 
lineari rispetto ai vettori polarizzazione delle particelle iniziali 
o finali. Come anche nella teoria non relativistica (III, $ 140), questi 
termini sono vietati dalle condizioni, che discendono dal fatto che la 
matrice di diffusione è hermitiana. Perciò la sezione d’urto di diffu- 
sione non cambia nel caso che sia polarizzata solo una delle particelle 
collidenti, e la diffusione di particelle non polarizzate non porta 
ad una loro polarizzazione. 

Queste stesse richieste impediscono che nella sezione d'urto siano 
presenti termini di correlazione, che contengono prodotti delle pola- 
rizzazioni di tre fra le particelle (iniziali e finali) partecipanti al 
processo. La sezione d'urto contiene, tuttavia, termini di correlazione 
doppi e quadrupli. Nella diffusione di particelle non;identiche (elettro- 
ne e positrone; elettrone e muone) nel limite non relativistico questi 
termini si annullano, poiché manca l’interazione spin-orbita. Nell’ur- 
to di particelle identiche, invece, i termini di correlazione si hanno 
già nel limite non relativistico grazie agli effetti di scambio. 


PROBLEMI 


1. Determinare la sezione d’urto di diffusione di elettroni nel caso non rela- 
tivistico. 

Soluzione. Nel caso non relativistico le ampiezze bispinoriali in rappresen- 
tazione standard diventano grandezze a due componenti, e le matrici densità 
diventano le matrici a due righe (29,20). Nell’ampiezza di diffusione (82,3) di- 
versi da zero rimangono solo i termini con u = v = 0, contenenti le matrici dia- 
gonali y° (in rappresentazione standard). Al posto della (82,4) avremo 


È, |My P=160806-4mt { (4-7) TAHO) Te(1+ota)— 


polar 
— A Tr (1+ ogi) (140%) } = 16n2et-4ma-4 [444 A +t | 


(la somma è effettuata sulle polarizzazioni finali degli elettroni), Da qui per la 
sezione d’urto di diffusione troviamo 
____Sen2 0 Ra ) 

1+3c0s209 ©1592} 


dove 0 è l'angolo di diffusione nel sistema del baricentro, do) è la sezione d'urto 
per particelle non polarizzate (82,9)!). 

La sezione d’urto di diffusione di positroni su elettroni in questa stessa 
approssimazione non dipende dalla polarizzazione (do = doo); di questo è facile 
convincersi se si nota che nel limite non relativistico nelle ampiezze elettroniche 
e positroniche up e u_p, sono diverse da zero coppie differenti di componenti. 

2. Determinare nel caso non relativistico la polarizzazione degli elettroni 
emergenti dalla diffusione di un fascio non polarizzato su un bersaglio polarizzato. 


do= doo (4 


1) Per elettroni totalmente polarizzati questa formula coincide col risultato 
del problema nel III, $ 137 (dove ora | &1=|&] = 1, i$: = cosa, a 
è l’angolo tra le direzioni di polarizzazione degli elettroni). 
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Soluzione. Calcoliamo la sezione d’urto di diffusione per una data polarizza- 
zione iniziale $, e una data polarizzazione finale rivelata %í (viene rivelata la 
polarizzazione di uno solo degli elettroni finali). Con lo stesso metodo usato nel 
problema 4, otteniamo 

4 = 20080(1—cos0) 
do= -y doo | 1—tit: aaa m] 


Da qui, per il vettore polarizzazione dell'elettrone diffuso, troviamo 


D= t 2 cos 8 (1 — cos 8) 
1775 1+3 cos20 , 


3. Determinare nel limite non relativistico la probabilità di spin-flip di un 
elettrone totalmente polarizzato che diffonde su un elettrone non polarizzato. 

Soluzione. Analogamente ai casi precedenti, troviamo la sezione d'urto 
per polarizzazioni &,, e È; fissate: 


e , 2 cos 8 (1+ cos 0) 
do = -7 doo [1+ a]. 


Ponendo $,51 = —1, troviamo la probabilità di inversione della direzione dello 
spin: 
do __(1—cos0) 
doo = 2(1-4+3cos2 6) ` 
4. Determinare il rapporto tra le sezioni d’urto di diffusione di elettroni 
dotati di elicità rispettivamente con spin paralleli e antiparalleli nel caso ultra- 
relativistico. 
Soluzione. In accordo con la (29,22), nella (82,4) occorre porre 
1 41 ,_ deo, 1% 
p= 5 Pi(A—-2A199), p= p Pe (124299), pi=-y Pio P= F Pa 


dove A,, As = +4/2. Il calcolo delle tracce viene eseguito secondo le regole 
riportate al $ 22; in particolare, 
Tr (y5ayP by”) Tr (Yeyu yy) = i2 (PPa bA) (eourye?d") = 

= 2 (896% — 6064) apbac9d' =2 (ac) (bd) —2 (ad) (bc) 
Come risultato otteniamo 


do s24 u? s242 252 s2— u2 s2— 12 252 
aaa ata) 


Poiché gli impulsi degli elettroni collidenti (nel sistema del baricentro) sono 
opposti, allora a elicità uguali (A, = 4) corrispondono spin antiparalleli, e a eli- 
cità differenti (A, = — A) spin paralleli. Sostituendo s, t, u dalla (82,8) (dove 
ora p? x e?), per la relazione cercata troviamo 


do, 
dos, 


=- (1+ 6 cos? 8— cost 0). (1) 


Questo rapporto è minimo (1/8) per 8 = x/2. 
5. Determinare lo stesso rapporto per la diffusione di positroni su elettroni. 
Soluzione. In questo caso invece della (82,4) occorre calcolare 


1 , , 
| Mpi [2> 16net { Tr (p2 0-1") Tr (Py YuP4 Y) — 


4 È , 
Ti Tr (piyi P-Y P+ Yup Yv) + r. } 
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(gli altri termini si ricavano da quelli scritti mediante lo scambio di p, e p1). 
Le matrici densità sono 


i a dre r 1 Sy , 1 Da 
p-= 5 P(1-24-79), pa Pa (1422499), pi= > PL pg Pi 


dove A,, A_ = +1/2 (sia per il positrone che per l’elettrone À, = 1/2 significa 
che lo spin è diretto come l'impulso). Il calcolo dà 
do st4u2 , spi 22 s2—u? _ s2—t? 2s2 
Pol a+) 
Da qui, per il rapporto tra le sezioni d’urto, si ottiene un risultato, che coincide 


con la formula (1) del problema 4. 
6. Determinare la sezione d'urto di diffusione di muoni su elettroni. 
Soluzione. Il processo è descritto dal solo diagramma (74,17). Al posto della 


(82,5) abbiamo 
net di 4net dt 
d0= Trai 10 TE ap A O 


1 x R n x 
f(t, = Tr Op +W) y^ (Putu) TIP) Ya (Pe+ m) val 


(Pes Pu ® Pes Ph SODO i 4-impulsi iniziali e finali dell'elettrone e del muone; 
m, u sono le loro masse). Gli invarianti sono 
s= (Pe + pu)? = m? -+ p? +2pepu, 
t= (Pe — pe)? = 2 (M2 — pe P4) = 2 (W? — Pu Py)» 
u= (Pe— pp)? = m+ p? — 2PeP j» 
s+t+u=2 (m+ p?). 
Il calcolo porta al risultato 
2 ; di 
I= { (Pepu)? + (PeP) +5 (m°+ pu?) t } = 
4 21 y2 
=i (AH mp im? 12) }. 2 


Le formule (1) e (2) danno la soluzione del problema posto. Nel sistema del 
baricentro abbiamo 


et do 
X 


do = ð 
8 (Ee + £u)? p4 sent TE 


xX | (eeu + p2)2 + (Ee£u + p? cos 0)? — 2 (m2 + p?) p? sen? 3] ; 


dove do = 2n sen 8 d0; £e, €, sono le energie dell’elettrone e del muone; p? = e2— 


2, Per p?< p? si riottiene la formula (81,9) per la diffusione di un 


-m= ep— p 
lombiano fisso. Nel caso ultrarelativistico (p? È u?) 


elettrone su un centro cou 


0 

A 

e4 1+ cos 3 

do = -5T DITA do. 
P sent — 
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Nel sistema del laboratorio (in cui prima dell’urto l’elettrone era in quiete) 


eè \2 dA A m2 
Ni Pa 
do 2n ( 2) via? (1 a+ IT A ) 

Qui e, è l'energia e v, = py/e, la velocità del muone incidente; mA = e; — 
—m = &,— €u è l'energia dell’elettrone di rinculo, e 

A osta 

max m2-+u2+2mey 

è il valore massimo di A. 

7. Determinare il rapporto tra le sezioni d’urto di diffusione reciproca di elet- 
troni e muoni dotati di elicità con spin paralleli ed antiparalleli nel caso ultra- 
relativistico (e, > p, 8. > m). 

Soluzione. Analogamente al problema 4 troviamo 
2r 


= cost W 
doz, 2 


(0 è l'angolo di diffusione nel sistema del baricentro). 
8. Determinare la sezione d’urto di trasformazione di una coppia elettronica 
in una coppia muonica (V. B. Berestetskij, I. Ja. Pomeranòuk, 1955). 
Soluzione. Questo è uno dei canali incrociati della reazione cui si riferisce 
la diffusione muone-elettrone. In questo canale abbiamo 


s=(Pe— Pu)?» t= (Pe + Pe)?, u= (Pe — Pu)?, 


dove pe, pe Sono i 4-impulsi dell'elettrone e del positrone, e p,,, Py i 4-impulsi 
del muone e dell’antimuone. La soglia di reazione si trova in corrispondenza al 
valore 2u dell’energia della CORDE elettronica (nel sistema del baricentro), 
e quindi deve essere £ > 4 p?. Nel sistema del laboratorio, in cui prima dell'urto 
l’elettrone è in quiete e il positrone possiede l'energia e,, abbiamo 


t = 2m (8, + m) x 2m&,, 


e quindi deve essere 8, > 8s, dove l'energia di soglia es = 2p?/m (qui e nel segui- 
to sono state fatte sostituzioni approssimate, rese possibili dalla disuguaglianza 


n>m. i Lana 
La sezione d'urto differenziale (invece della (1) e (2) del problema 6) è 
_ Aste ds a ds [ s2-4u2 3 A 


Per un dato ż la quantità s assume i valori compresi tra i limiti determinati dalle 
equazioni su = pi, s+-t 4 u = 2p?, cioè 


1 Tar t 1 
ui y Vi) <s< +3 V t (t— 4p). 


Un'integrazione elementare porta al risultato 


2 2 2 2 
e e et 


t m 


(nel sistema del laboratorio t = 2me,)!). Questa formula non è applicabile nel- 


1) Questa sezione d’urto raggiunge il valore massimo per e, = 1,7 es. Que- 
sto valore è circa 20 volte minore della sezione di annichilazione in dué fotoni- 
alla stessa energia. 


25% 
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l'immediata vicinanza della soglia: quando ej,—e3 ~ pet, i muoni che si formano 
non possono venire considerati particelle libere (tenendo conto della loro mutua 
interazione coulombiana la sezione d’urto non tenderà per €, + es a zero, ma 
ad una costante; vedi III, $ 147). 


$ 82a. Perdite per ionizzazione da parte di particelle veloci . 


Consideriamo gli urti di una particella relativistica con un ato- 
mo, accompagnati dall’eccitazione o dalla ionizzazione di quest’ul- 
timo. Nel caso non relativistico gli urti anelastici di questo tipo sono 
stati studiati nel III, $$ 148, 149; qui verrà data la generalizzazione 
al caso relativistico delle formule là ottenute (H. A. Bethe, 1933). 

La velocità della particella incidente sull’atomo è supposta grande 
rispetto alle velocità degli elettroni atomici (in tal modo, si suppone 
che sia in ogni caso valida la disuguaglianza Za « 1, cioè che il nu- 
mero atomico non sia troppo grande). Con questa condizione viene 
legittimata l'applicabilità dell’approssimazione di Born al processo 
considerato. La soluzione del problema può leggermente differire 
a seconda che la particella veloce sia leggera (elettrone, positrone) 
o pesante (mesone, protone, particella a e simili). Noi esamineremo 
qui il secondo caso, che è anche il più semplice. 

Siano p = (e, p) e p' = (e’, p') l'impulso iniziale e finale della 
particella veloce nel sistema di riferimento del laboratorio, nel quale 
l'atomo si trova in quiete prima dell’urto; la differenza q = p’ — p 
dà l'energia e l'impulso trasferiti dalla particella all’atomo. Dividia- 
mo l’intero intervallo dei possibili valori dell'impulso trasferito in 
due parti: 


DLE<m DEI, (82a,1) 


dove m è la massa dell’elettrone, mentre / è una certa energia media 
dell'atomo (il potenziale di ionizzazione dell’atomo). Le due regioni 
(82a,1) si sovrappongono per I « g*/m « m; questa circostanza per- 
metterà di eseguire una precisa saldatura dei risultati che si otterran- 
no per le due regioni. Si parlerà dei valori di g nella prima e nella 
seconda regione come i piccoli e di grandi trasferimenti di im- 
pulso. 


Piccoli trasferimenti di impulso 
In questa regione gli elettroni atomici si possono supporre non 
relativistici sia nello stato iniziale che in quello finale dell'atomo. 
L'ampiezza del processo è data dall’espressione 
MS? = Io (— 9 Iv» (9) Dux (9), (822,2) 


dove Jao è la 4-corrente dell'atomo per la transizione dallo stato 
iniziale (0) nello stato finale (n), e Jp’p è la 4-corrente di transizione 
della particella veloce; queste correnti sostituiscono qui le espres- 


pa Ne —————__—T ——— c 
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sioni (u’ y u) che figurerebbero, ad esempio, nell’ampiezza di diffusio- 
ne di due particelle «elementari »: elettrone e muone (cfr. anche 
(140,3)). Lecorrenti di transizione vengono prese nella rappresentazio- 
ne degli impulsi (vedi (43,14)). La sezione d’urto per il processo nel 
sistema di riferimento del laboratorio è 
Bp' 

don = 2706 (e — £' — cono) | MS? 2 Trier ; (82a,3) 
dove Ono = En — E, è la frequenza di transizione tra i relativi stati 
dell'atomo. Lo stato finale può appartenere sia allo spettro discreto 
che a quello continuo; il primo caso corrisponde ad una eccitazione 
dell’atomo, il secondo alla ionizzazione. Nella legge di conservazione 
dell’energia (espressa con una funzione ô nella (82a,3)) è stata tra- 
scurata l'energia di rinculo dell'atomo, cosa chiaramente legittima 
per piccoli trasferimenti di impulso. 

Nel caso considerato è comodo scegliere il propagatore fotonico 
nel gauge (77,14), nel quale sono differenti da zero solo le componenti 
spaziali, 

Dix (= (ôn A). (824,4) 
w2 — gq? ik w2 ? 
Allora anche per le 4-correnti di transizione nella (82a,2) sono neces- 
sarie solo rispettive componenti spaziali. 

La corrente di transizione dell'atomo Jno (q) è, nel dato caso, la 

trasformata di Fourier della relativa espressione non relativistica 


Jala) = i | etar (Vy AV) de,  (82a,5) 


dove wo, y, sono le funzioni d'onda atomiche (per semplificare la 
scrittura noi omettiamo qui e nel seguito il segno di sommatoria sugli 
elettroni dell’atomo, scriviamo cioè le formule come se nell’atomo ci 
fosse solo un elettrone). Integrando il primo termine per parti, possia- 
mo riscrivere quest’espressione sotto forma di elemento di matrice 


Jno (9) =, (ve-i0r + e=iary)no, (822,6) 


dove v = —i/mV è l'operatore della velocità dell’elettrone. 

Per quanto riguarda la corrente di transizione della particella 
diffusa, in conseguenza del piccolo valore relativo dell'impulso da 
essa ceduto VE. |< | |), essa può essere sostituita semplicemente 
con il suo elemento diagonale 


J pp (0) = 2pz, (82a,7) 
corrispondente al moto rettilineo classico (cfr. (96,5)); qui è stato 


introdotto anche il fattore z, che tiene conto di una possibile diffe- 
renza della carica della particella (ze) dalla carica dell’elettrone. 
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La piccolezza di g comporta anche la piccolezza dell’angolo di 
deflessione ® della particella. In tal caso, le componenti longitudinale 
e trasversale di g (rispetto a p) sono uguali 


> a=]pl®, (822,8) 


Ono 
v 


d 
— = xw Ono = 


e quindi gp — £n 
Paride le (82a, 4- "8), nella (82a,2), otteniamo 
MY = — FZE (n| E (ave-iar +e- iargy) + 
+ (pve-tar + e-ta" pv) ] 0). 
Notiamo che nel primo termine 
avf + fav = 2ä, 
dove f = e-ta" (vedi III, $ 149); perciò l’elemento di matrice di 


questo operatore coincide con l'elemento di matrice 2i (f)no = 2Onofno- 
Nel secondo termine, invece, essendo g piccolo, si può sostituire 
e-*a" con l’unità. Allora 


Erize ; S 
MR =— q {e (e-i4”)n0— iDYN00no}- 


Il quadrato del modulo di quest’espressione è 


64n2 (ze2)2 . 
| MS p= ERTE fee} (0-10) n 2+ 


+2 (Arno) (Prao) EOno + (Prr) 00} (822,9) 


(nel secondo termine qui è stato posto e-tar œ 1 — iqr; nel primo 
termine ciò non si può fare per una ragione che sarà chiarita piú avan- 
ti; vedi nota a pag. 392). 

Le perdite di energia da parte della particella veloce per effetto 
dei suoi urti anelastici con gli atomi!) sono determinate dalla 
formula 


"= | ono don = -z7 dI f Ono| MS Pdo', (82a,10) 


dove la sommatoria è estesa a tutti gli stati possibili dell'atomo, 
e l’integrazione viene eseguita sulle direzioni della particella diffu- 
sa; chiameremo questa quantità frenamento efficace (è chiamata anche 
sezione d'urto per la perdita di energia). 

L’integrazione nella (82a,10) può essere eseguita in due tappe: 
calcolo della media sull’azimut della direzione di p’ rispetto a p, 


1) Queste perdite di energia sono chiamate spesso perdite per ionizzazione, 
anche se esse sono dovute non solo alla ionizzazione ma anche all’eccitazione 
degli atomi. 
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e quindi integrazione in do' = 219 dè, dove © è il piccolo angolo di 
diffusione. La prima operazione sostituisce 9, con 


Ono 
v 


dITno > Gino — Tno, 


dove x, è l'elemento di matrice di una delle coordinate cartesiane 
degli elettroni atomici!). L'integrazione in dd può essere sostituita 
con l'integrazione rispetto a g? notando che 


2 M2 
+ p?8? = er -p202 (82a,11) 


e perciò 28 dè = d | q? |/p? (M è la massa della particella veloce). 
Per risultato otteniamo 


x = 4n (ze)? DI { {{(e-i27)no P Co = 


M2 1 d} g2 
of zl (etr) ) Ta (82012 


Il limite inferiore dell’integrazione rispetto a q? è 


2 
Ono 
2 


— 0? = — (2 2 4 — (2 
q? = OEE a A ot y 


n 


M2 

19° lmm = pi 02, (82a,13) 
Come limite superiore scegliamo, invece, un certo valore | 9? |, tale 
da soddisfare la disuguaglianza 


Ill em, (82a,14) 


un valore, cioè, che cade nella regione di sovrapposizione delle regio- 
ni I e II (82a,1). 

L'integrazione e la sommatoria nella (82a,12) vengono eseguite 
in modo analogo a quello seguito nel III, $ 149 per il caso non relati- 
vistico. Dividiamo l’intero intervallo d'integrazione ancora in due 
parti: a) da |g? Imma |g? |o e b) da |g? ]o a ]g? |, dove il valore 
lq? |o è tale da soddisfare la relazione 


Tpr VIPI < ma (82a,15) 


(la quantità ma, che figura a destra, è dell'ordine di grandezza degli 
impulsi degli elettroni atomici). Nella regione a) possiamo svilup- 
pare e-tar œ 1 — igr, e il contributo di questa regione in x assu- 


. 1) È indifferente di quale coordinata: con la sommatoria, sottintesa, sulle 
direzioni del momento dell’atomo nello stato finale l'elemento di matrice z,o 
non dipende già più dalla direzione dell’asse z. 
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me la forma 
122lo 


1 1 M2 1 
án (ze) DI | {onol tno P tar Sr olta Tap} A] 
n lalmin 


= Ar (ze2)2 E 142 lo p? 2 
m EGE Di onol tao [ig]. 
n 


(L'integrazione nel secondo termine può essere estesa fino all'infinito.) 
La sommatoria si esegue mediante la formula 


1 > 
x Ono | Tno pes Z, (82a,16) 
n 


dove Z è il numero di elettroni nell’atomo (vedi III, (449,10)). 
Rappresentiamo il risultato nella forma 


2a (erre fin ew], (82a,17) 


dove / è una certa energia media dell’atomo, determinata dalla 


formula 
DI ono | zno]? M Ono 2 
cai 3 no | no |? = Di Ono | Eno | In'Ono- (822,18) 
n 
n 
n 


Nella regione b), invece, abbiamo secondo la (82a,11) |g2 | = 
= p°8*, cioè |q? | non dipende dal numero n dello stato finale dell’a- 
tomo; non dipendono da n nemmeno i limiti d'integrazione. Perciò 
la sommatoria su n nella (82a,12) può essere eseguita sotto il segno 
di integrale. Nel primo termine la sommatoria si esegue mediante 
la formula 


5 | (e7¢0")no |? Ono = i g? (82a,19) 


(vedi III (149,5)), e l'integrale dell'espressione ottenuta è uguale a!) 
2n2Z (ze?)2 lali 
“e In Fah 
L'integrale del secondo termine della (82a,12) su questa regione dà, 
invece, un contributo trascurabile in x. 
Sommando l’ultima formula con (82a,17), troviamo il contributo 
in x dato da tutta la regione dei piccoli trasferimenti di impulso: 


2rZ (z262)? Ty Jh p? 
SL [infra]. (824,20) 


1) La divergenza logaritmica dell’integrale nel limite superiore è proprio 
la causa per la quale nel primo termine della (82a,12) non si può sviluppare 


e7*9" in potenze di g. 
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Grandi trasferimenti di impulso 


Esaminiamo ora gli urti con un trasferimento di impulso grande 
rispetto all'impulso degli elettroni atomici (9°? > mI). In questa 
regione si può, evidentemente, trascurare il legame degli elettroni 
nell’atomo, si possono, cioè, considerare gli elettroni come liberi, 
In relazione a ciò l'urto di una particella veloce con l’atomo costitui- 
rà una diffusione elastica su ciascuno dei Z elettroni atomici. In 
questo caso, per il grande valore della velocità della particella gli 
elettroni atomici possono considerarsi prima dell’urto come in 
quiete. 

Designiamo con mA l'energia trasferita dalla particella veloce 
all’elettrone atomico, e sia do, la sezione d'urto di diffusione elastica 
accompagnata da tale trasferimento d’energia. Il frenamento efficace 
differenziale su tutto l’atomo sarà allora 


dx =ZmA do. (82a,21) 


L'energia massima che può essere trasferita ad un elettrone in 
quiete da una particella di massa M  m che viene con esso in colli- 
sione, è uguale a 

mÀ = 2mp? = _ 2mp? 
max 7 m24 M2+2me  M2+2me ’ 


dove e e p sono l'energia el’impulso della particella incidente (vedi II 
(13,13)). Supponiamo inoltre che l'energia e, anche se può essere ultra- 
relativistica (e > M), debba soddisfare allo stesso tempo la disugua- 
glianza 
2 
et. (82a,22) 


Allora anche il valore massimo dell’energia trasferita 


2 —_—r 
mAmer ME — Im (y=e/M =1V T=) (820,23) 
rimane sempre piccolo rispetto all’energia cinetica originaria della 
particella incidente (mA,max « € — M). Corrispondentemente, anche 
l’impuslo trasferito q rimane sempre piccolo rispetto all'impulso ori- 
ginario p della particella. Questa circostanza permette di considerare 
il moto di quest’ultima come se non variasse per l’urto, permette cioè 
di considerare la particella incidente come infinitamente pesante. 
Allora la sezione d’urto di diffusione si ottiene semplicemente tra- 
sformando la sezione d’urto di diffusione di un elettrone su un centro 
fisso (81,7) al sistema di riferimento del laboratorio, in cui l’elettrone 
è originariamente in quiete. Questo è facile da fare notando che nel- 
l’approssimazione indicata 

— g? ~ g? = 4p? sen? È do' = "HPL 

2° p2 


e 


ii 
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la velocità relativa è sempre uguale a v in ambedue i sistemi di riferi- 
mento. La formula (81,7) assume la forma 


__ 4n (ze)? — 1| \ alel 
do = v2 (1 Tar) Adi 


Il trasferimento d'energia A si esprime attraverso il medesimo in- 
variante q? secondo la formula —g? = 2m?A. Abbiamo perciò!) 


20 (22)? A \ da 
don= Ta (1-2z—)Tr- (82a,24) 


Il contributo nel frenamento efficace dovuto alla regione conside- 
rata di valori del trasferimento di impulso si ottiene integrando la 
(82a,21) nei limiti dal valore introdotto prima di |q? |; fino a 
| g? Imax = 2M?*Amax- Si ottiene 

2n (2e2)2 Z 2Amaxm? 2 
-n (nipo ) È (82a,25) 

Sommando, infine, i contributi (82a,20) e (82a,25) otteniamo il 
seguente risultato per le perdite per ionizzazione da parte di una 
particella veloce pesante: 

2)2 2 
sl 4nZ (ze?) lIn 2mv2 A Mai (82,26) 
I( v c 


mv? 


(in unità ordinarie). Nel caso non relativistico da quest’espressione 
si ricava la formula nota del III (150,40): 


4nZ (ze2)2 2mv2 
% ST (82a,27) 
e nel caso ultrarelativistico abbiamo 
4nZ (2e2)2 2me2 
x= a lin 1 (822,28) 
I ( pt ) 
Cc 


Il frenamento dipende solo dalla velocità (ma non dalla massa) della 
particella veloce. Il decrescere del rallentamento con l’aumentare 
della velocità secondo la (82a,27) lascia il posto, nel caso relativisti- 
co, ad un lento aumento (logaritmico). 


PROBLEMI 


1. Determinare il rallentamento efficace per un elettrone relativistico 
Soluzione. Il contributo della regione dei piccoli trasferimenti di impulso 
è dato, come prima, dalla (82a,20). Per la regione dei grandi valori del trasferi- 
mento di impulso occorre usare, in luogo della (82a,24), la formula (82,14), che 


1) In questa formula non si tiene, certamente, conto degli effetti peculiari 
delle interazioni forti, se la particella pesante è un adrone. Questi effetti (fattore 
di forma adronico), tuttavia, diventano importanti solo per | g°| co 1/M? e con 


la condizione (82a,22) tali trasferimenti di impulso sono esclusi. 
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tiene conto anche degli effetti di scambio. Integrando Ado, in dA da | g? |1/2m? 
a (y—1)/2 e sommando con la (82a,20), otteniamo 


_ 2aZe8 T, m2(2—4)(p—4)ct (2 @_12 
se mv? [in 212 -($-3 5 )ta 247 na 8y ? 


(1) 
y= (1—00). 
Nel caso non relativistico otteniamo la formula ricavata nel problema del III, 
$ 149, e nel caso ultrarelativistico (y > 1) 
2nZe4 m2c4y3 4 
“me? ( 272 +3) (2) 
2. Lo stesso per il positrone. 
Soluzione. Per do, nella regione dei grandi trasferimenti di impulso occorre 
usare la (82,23), nella quale il limite superiore nell’integrazione in dA è uguale 
a y — 4. Nel caso ultrarelativistico la risposta è 


Le 2nZe4 fr 2m2c4y3 _ 23 
© me ( 12 12 ) 


$ 83. Equazione di Breit 


Come è noto, nell’elettrodinamica classica un sistema di particelle 
interagenti può essere descritto mediante una funzione di Lagrange, 
che dipende solo dalle coordinate e dalle velocità delle particelle 
stesse ed è esatta all’ordine ~ 4/c? (II, $ 65). Questo perché gli effetti 
connessi all’irraggiamento sono dell’ordine di 1/08. 

Nella teoria quantistica a questa situazione corrisponde la possi- 
bilità di descrivere un sistema mediante l'equazione di Schrödinger, 
che tiene conto dei termini del secondo ordine. Per un elettrone, che 
si muove in un campo elettromagnetico esterno, questa equazione 
è stata ricavata nel $ 33. Ora noi ci occuperemo di ricavare un’equa- 
zione analoga, che descriva un sistema di particelle interagenti. 

Prenderemo come punto di partenza l’espressione relativistica 
dell’ampiezza di diffusione di due particelle. Nell’approssimazione 
non relativistica essa diventa l’ordinaria ampiezza di Born, 
proporzionale alla trasformata di Fourier del potenziale di interazio- 
ne elettrostatica di due cariche. Dopo aver calcolato l'ampiezza 
di diffusione al secondo ordine, noi possiamo stabilire la forma del 
potenziale corrispondente, che tiene conto dei termini ~ 1/c°. 

Supponiamo dapprima che le due particelle siano diverse e abbia- 
no masse m, e my (per esempio, un elettrone e un muone). Allora la 
diffusione è rappresentata dal solo diagramma 


P; P, 
4g 


A 


Pz Pa 
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x 


L'ampiezza corrispondente è 
M pi = e? (uytu) Duv (9) (uau), 
qd=P\— Pi = P2— P: (83,1) 
(qui si suppone che le cariche abbiano lo stesso segno; in caso contra- 
rio e? viene sostituito con —e?). 
I calcoli che seguono si semplificano notevolmente se il propaga- 


tore fotonico D,,, viene scelto non nel gauge abituale, ma nel gauge 
di Coulomb (77,12-13) 1): 


Do = dr Di;=0, Di=3- (i Va ). (83,2) 


qg?’ 


Allora l'ampiezza di diffusione assume la forma 
M pı = €? {(u;yus) (usa) Doo + (U; yua) (Usy*ua) Din}. (83,3) 


Trascurando tutti i termini in 1/c, il secondo termine tra paren- 
tesi graffa scompare del tutto, e il primo dà 


M pi = — 2m, 2m; (WY *wO) (WP * 20) U (g), (83,4) 


dove 
4ne2 
U (g)= rosi (83,5) 
e con w®, w9, ... sono state indicate le ampiezze spinoriali (a due 


componenti), introdotte al $ 23, di onde piane non relativistiche. 

La funzione U (q) rappresenta la trasformata di Fourier dell'energia 

potenziale di interazione coulombiana: U (r) = e?/r. 
Nell’approssimazione successiva (in 1/c) la funzione d’onda di 


Schrödinger di una particella libera @schr (normalizzata secondo 


l’integrale { | Psehr Paz) soddisfa l'equazione 


H‘% sehr = (£ — me?) Pschr, (83,6) 
2 4, 
HOP, p= —iV, 


nella quale si è tenuto conto dei primi due termini dello sviluppo 
dell'espressione relativistica dell’energia cinetica. Con w denotere- 
mo l’ampiezza (spinoriale) di tale onda piana (per 1/c + 0 essa tende 
a w®). È proprio attraverso queste ampiezze che deve essere e- 
spressa l'ampiezza di diffusione cercata se si vuole che sia possibile 
determinare sulla base di essa il potenziale di Schrödinger di intera- 
zione nell’approssimazione considerata. 


1) In questo paragrafo in tutte le formule intermedie scriviamo i fattori c, 
e nelle formule finali anche &. 
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Secondo la formula (33,11) l’ampiezza bispinoriale u di una 
particella libera si esprime attraverso l’ampiezza di Schrödinger w, 
con la precisione richiesta, nella forma 


2 

(1-2 )w 

LA Em2e? 

svaf! S ) , (83,7) 
w 
2mc 


Mediante questa formula troviamo 


sy , DI +p? P: 
U y'u = u,*u,=2m, ( 1— Pimat) w,*w, + 


1 E ; . F g? io [g pı] 
toe wi* (0 p;) (0p,) w = 2m,w;* { La Bmg dea } Wi, 


P , 4 , , 
uyu = u,"au, = = w, {0 (6p:) + (0p;) o} w = 
Dio 
=- w;* {i[0g] + 2p,+9} w 


(dove q = pi — Pı = Pz — Pi). Le espressioni analoghe per 
(uyu) e (usyus) differiscono per la sostituzione dell'indice 1 con 
l'indice 2 e corrispondentemente di g con —q. 

Sostituiamo queste espressioni nella (83,3). Poiché il prodotto 
(uyu,) (u,wus) già contiene il fattore 1/c?, allora in D;x si può tra- 
scurare œ?/c? al denominatore. Come risultato otteniamo l'ampiezza 
di diffusione nella forma 


M n = — 2my-2m, (w;,*w,*U (pi, P2, Q) WW3), (83,8) 
dove 
chaplin de 
U (Pi, P2, 4) = 4ne q2 Bm? 8mic? + 
{Pi (QP) __Pıp2 io, [gp] — 
mymog* mymgg? 4mî c2q2 
_ iv:l2p:] __ icz[g p2] ic» [2P:] SA 
2mymoc29% 4mîc?2g? 2m,myé2g? 
(019) (029) 0192 
F 4miımc2q2 g 4mymac } (83,9) 


(gli indici 4, 2 delle matrici di Pauli indicano su quali indici spino- 
riali esse agiscono: 0, agisce su w}, 0, SU W3). 

La funzione U(p,, P2, q) è l'operatore di interazione delle parti- 
celle nella rappresentazione degli impulsi. Esso è connesso all’ope- 
DE: U (pı, p2, 7) nella rappresentazione delle coordinate dalla for- 
mula 


fe MOITEPITDU (p, po, 7) etloirtoradzdta = 


= (27)? ô (pı + Pe— pi PI) U (Pi, Po, 9). (83,10) 
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Se l'operatore U rappresenta solo la funzione U (r) (r = rı — rə), 
allora U (pı, P2, q) non dipende da p, p, e la formula (83,10) si 
riduce alla definizione ordinaria della trasformata di Fourier 


Í e-sa"U (r) d'z =U (9). 
È chiaro allora che per trovare U (p,, Pz, 7) occorre calcolare l’inte- 
grale 
; dB 
f eaU (Pi, Pz, 9) Do 


e quindi sostituire p1, P>, con gli operatori p, = — iVi, Pe = — iVa, 
disponendoli a destra di tutti gli altri fattori. 
Gli integrali necessari si calcolano derivando la formula 


f etar 45 de di (83,11) 


q? (28 r 


Calcolando il gradiente troviamo 


| eiar Ey = —vi-4, (83,12) 


Quindi (a, b sono vettori costanti) 


[EERON vit (a 2) fr (0-2) LL, 


l'integrale ottenuto, dopo un'integrazione per parti, si riduce alla 
g P 


(83,12) e dà 
4 da) ar PB 1 b 1 (b 
f z (ag) ( a) gia q = (av) r = [ab (ani DI. 


q (27)3 r 
(83,13) 


Infine 


4 b A d 1 
| Aen Oa) giar Tar = — (av) (bv)—. 


Sviluppando le derivazioni occorre tenere presente che questa espres- 
sione contiene la funzione è (x). Per metterla in evidenza notiamo 
che mediando sulle direzioni 7 abbiamo 


1 1 1 4 
— (aV) (6V)—=—(ab)A—=-5- (ab) ô (r). 
Sviluppando ora le derivate nel modo solito, otteniamo 


án (aq) (59) igr BI _ 1 (ar) (br) 
| cen = 0 3 EMO | 


+% abô(r) (83,14) 
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(nella media sulle direzioni r il primo termine si annulla e come do- 

veva essere, sopravvive solo il termine con la funzione delta). 
Mediante queste formule otteniamo in definitiva la seguente 

espressione per l'operatore di interazione delle particelle: 


x 2 22 1 4 
Upo pa n= 7 (r Hr) e 


e r (rP1) P2 
— 2m,moc2r [p+ r2 | 


e2h eh - 
ini [rp + ager [r P2] 02 — 
e2h 


c2r3 {[rp4] 0, — [rpP2] 01} + 


2mymo 


en {eggan E co (r)}. (83,15) 


HE 4mym9e? r3 r5 


L’hamiltoniano totale di un sistema di due particelle in questa 
approssimazione è 


H-H®+H®+U, (83,16) 
dove H® è l’hamiltoniano delle particelle libere (83,6). 


Due elettroni 


Se le due particelle sono identiche (due elettroni), allora nell’am- 
piezza di diffusione compare un secondo termine, rappresentato dal 
diagramma «di scambio» 


P, 


È 


Pa ° 


Non è, tuttavia, necessario calcolare il suo contributo nell’operatore 
di interazione. Infatti, la descrizione di un sistema di particelle 
identiche mediante l'equazione di Schrödinger può essere fatta 
mediante lo stesso operatore di interazione impiegato per particelle 
non identiche, a patto di effettuare l’appropriata simmetrizzazione 
delle soluzioni dell’equazione. In particolare, nello studio della 
diffusione di particelle, questa simmetrizzazione tiene automatica- 
mente conto dei contributi all’ampiezza relativi ai due diagrammi 
di Feynman. 

In tal modo, l’hamiltoniano di un sistema di due elettroni si 
ricava dalle formule (83,15-16) semplicemente ponendo in essi 


400 CAPITOLO IX 
m = m): 
1 1 
H = 7 (Pi + P3) — gaa (PÎ+P)+U (Po Pa, 7), 
e eh \2 e2 
U(P, Po r)=-% (5) ô (rar X 


2h 
x ( pipe +PP) +r {— (0+ 20) x 


X [7 P1] + (02 + 201) ire) + -7 ( z j 
TE — Alander) SE 110,6 (#)}. (83,17) 


Notiamo che la presenza di termini contenenti ô (r) non significa 
affatto che ci si trova in presenza di un’interazione particolarmente 
forte. Il valor assoluto integrale di tutti i termini correttivi è lo stes- 
so, e in base al significato dello sviluppo effettuato, tutti questi 
termini devono considerarsi piccoli rispetto al primo: il termine di 
interazione coulombiana. 

I vari gruppi di termini nell’operatore di interazione (83,15) 
hanno carattere differente. I termini della prima riga in U hanno 
un'origine puramente orbitale. Nella seconda riga ci sono i termini 
lineari rispetto agli operatori di spin delle particelle; essi corrispon- 
dono all’interazione spin-orbita. Infine, i termini della terza riga, 
quadratici rispetto agli operatori di spin, descrivono l’interazione 
spin-spin ?). 


Elettrone e positrone 


Un sistema di un elettrone e di un positrone richiede uno studio 
particolare. L'ampiezza di diffusione, in questo caso, consta di due 
termini: 


M; = — eè fu (pi) vu (p_)] Dav (p-— pi) lu (— p.) Yu (— p) + 
+e? [u (— p,) ytu (p-)] Dav (P- + p,) [u (p2) Wu (— p;)]} (83,18) 


(il primo corrisponde al diagramma « di diffusione », il secondo al 
diagramma «di annichilazione »). Poiché la funzione d’onda del 
sistema « elettrone + positrone » non può essere antisimmetrica, 


1) L'equazione d’onda con l’hamiltoniano (83,17) venne stabilita la prima 
volta da G. Breit (1929) e la sua successiva deduzione quantistica venne data da 
L. D. Landau (1932). 

2) Questa interazione è già stata ricordata nel III, $ 72 in relazione alla 
struttura fina dei livelli atomici, e l'interazione spin-spin degli elettroni con il 
nucleo è stata studiata nel III, $ 124 in relazione alla struttura iperfina dei livel- 
li. In particolare, la formula III (121,9) corrisponde al termine con la funzione 
delta nell’operatore di interazione spin-spin. 
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ambedue i termini danno contributi indipendenti all'operatore di 
interazione. 

Il primo termine (la cui struttura coincide con la struttura del- 
l'ampiezza (83,1)) porta, naturalmente, ad un operatore che differisce 
dal (83,17) soltanto per il segno complessivo. Occupiamoci ora della 
trasformazione del secondo termine. 

Usiamo a questo scope il propagatore fotonico nel gauge ordinario 


43 4n 
Dyv =- £w TERI aa Buve 
E 
c 


Nel caso considerato k = p, + p-, ed essendo le particelle « quasi- 
non relativistiche », abbiamo 


02 
c2? 


(e, Det mim > (p,+p}}= k. (83,19) 


x 


Perciò per il propagatore fotonico è sufficiente scrivere 
I 
Duy& mea Bur 


Qui è già contenuto il fattore 1/c?. Perciò è sufficiente prendere 
l'ampiezza u (p) nell’approssimazione di ordine zero 


u(p_) =V 2m (4) , u(—p.)=V2m (va) ’ 


dove w, w sono gli spinori tridimensionali che figurano nella 
(23,12) (nel seguito ometteremo gli indici (0)). Con queste ampiezze 
abbiamo 


u (— p,) Yu (p-)=u* (— p.)u(p)=0, 
T(— p,) yu (p-) =u* (— p,) au (p-) = 2m (w*ow.). 


Dopo la sostituzione di queste espressioni il termine « di anni- 
chilazione » dell’ampiezza di diffusione assume la forma 
Mi = —@-5 (2m) (w*ow-) (v*6w'). (83,20) 


Da qui, tuttavia, non è ancora possibile trarre delle conclusioni 
circa la forma dell’operatore di interazione. In primo luogo gli 
spinori w, attraverso i quali si esprimono le ampiezze u (—p+), non 
sono ancora, in senso letterale, positronici. Le ampiezze positroniche 
si ottengono da u (—p+) mediante la trasformazione di coniugazione 
di carica; secondo la (26,6) gli spinori corrispondenti (che indichere- 
mo con w+) sono legati a w della relazione w+ = 0,w*, dalla quale 
abbiamo 


w =o,w,= —Wy0,y, w=—oGyjuî. (83,21) 
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In secondo luogo l’ampiezza di diffusione deve essere ridotta ad 
una forma nella quale si contraggano tra loro gli spinori elettronici 
(w_e w`) e gli spinori positronici (w+ e w). Questo si ottiene usando 
la formula 


(w*ow.) (vo) =$ (ww) (v*w)— + (wtow-) (wow), (83,22) 


che discende dalla (28,17). 
Infine, esprimendo w e w’ attraverso w+, e w’, secondo la (83,24), 


troviamo, come è facile verificare, 


(w*w') = (wtw), 
(w*ow')= — (w *0w+). (99:20) 


Sostituendo la (83,23) nella (83,22) e quindi nella (83,20), ottenia- 
mo l’espressione definitiva per la parte «di annichilazione » dell’am- 


piezza di diffusione 


a rà; ne? 
MSN = — 4m? (w wi pa (3+ 09.) | ww) 


(le matrici o_ e o+ agiscono rispettivamente su w_ e w+). L’espressio- 
ne tra parentesi quadra costituisce l’operatore di interazione nella 
rappresentazione degli impulsi. Il corrispondente operatore nella 
rappresentazione delle coordinate è 

nie? 


U (r) = -Far (3+ 040) 8(7), r=r-— r, (83,24) 


(Pirenne, 1947; V. B. Berestetskij e L. D. Landau, 1949). L'operatore 
totale di interazione tra un elettrone e un positrone è 


dove U è preso dalla (83,17). 


$ 84. Positronio 


Le formule ottenute nel paragrafo precedente si possono applicare 
al positronio: un sistema idrogenoide costituito da un elettrone e da 


un positrone. 
Nel sistema di riferimento del baricentro gli operatori degli 


impulsi dell'elettrone e del positrone nel positronio sono p. = 
= —p = p, dove p = — ihV è l’operatore dell'impulso del moto 
relativo, corrispondente al raggio vettore relativo r = r- — T+- 
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L’hamiltoniano totale del positronio è 1) 
2 
H= ŽV +V + Va, 


A 2 
Vi= ga timide) a {PH}, (84,1) 
1 
Va = 6u? -7 1S, 
i 7 
V= 6p? + EA 38) + ánu? (38°-2)6(7). 


Qui uo = eh/2me è il magnetone di Bohr, Al = [rp] è l'operatore del 
momento angolare orbitale; S = (o+ + 0_)/2 è l'operatore dello 
spin totale del sistema (il suo quadrato S? = 1/2 (3 + 0,0,)). In Vi 
sono inclusi tutti i termini correttivi di natura puramente orbitale; 
V, è l'interazione spin-orbita; V; include in sé l'interazione spin-spin 
e l’interazione « di annichilazione ». 

L’hamiltoniano « imperturbato » 


differisce dall'’hamiltoniano dell’atomo di idrogeno solo per la so- 
stituzione della massa dell'elettrone con la massa ridotta m/2. I livelli 
energetici del positronio sono perciò due volte minori (in valore 
assoluto) dei livelli dell’atomo di idrogeno 


pese (84,2) 


(n è il numero quantico principale). 

Gli altri termini nella (84,4) portano alla separazione dei livelli 
(84,2), cioè alla struttura fina. I livelli che compaiono si classificano 
innanzitutto secondo i valori del momento angolare totale j. Si vede 
inoltre che gli operatori di spin delle particelle entrano nell’hamilto- 
niano (84,1) solo sotto forma di somma S. Questo significa che 
l’hamiltoniano commuta con l'operatore del quadrato dello spin 
totale S?, e quindi il modulo dello spin totale continua a conservarsi 
anche nell’approssimazione considerata (del secondo ordine in 41/c). 
Perciò i livelli energetici del positronio si possono classificare anche 
secondo lo spin totale, che assume i valori S=0 e S = 1. I livelli 
a spin 0 sono detti livelli del parapositronio mentre i livelli a spin 4 
sono detti livelli dell’ortopositronio. 

Occorre sottolineare che la conservazione dello spin totale nel 
positronio è effettivamente una legge esatta, non connessa all’appros- 
simazione in 1/c; essa discende dall’invarianza CP delle interazioni 
elettromagnetiche. Il positronio è un sistema realmente neutro 


1) In unità ordinarie. 
26% 
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e perciò i suoi stati sono caratterizzati da una data parità di carica 
e una data parità combinata. Quest'ultima è uguale a (—1)St! 
(vedi problema al $ 27); poiché S può avere solo due valori, 0 e 1, 
la conservazione della parità combinata è equivalente alla conserva- 
zione dello spin totale. 

Per S = 0 il momento angolare totale j coincide con il momento 
angolare orbitale. Per S = 4 e per un dato j il numero l assume i valo- 
ri j, j + 1; corrispondentemente ogni livello (n, j) dell’ortopositronio 
si separa, di norma, in tre livelli. Poiché ai valori l =je/=j=+41 
corrispondono parità differenti, l’hamiltoniano non ha elementi di 
matrice che connettano questi stati. Tuttavia, l'operatore di pertur- 
bazione (il primo termine in V3) ha, in generale, elementi non diago- 
nali, che connettono gli stati a l = j + 1 el = j — 1; in questo caso 
il numero l perde, ovviamente, il significato rigoroso di momento 
angolare orbitale. 

Nel positronio aspetti peculiari presenta l'effetto Zeeman 
(V. B. Berestetskij, I. Ja. Pomerančuk, 1949). 

Il momento magnetico orbitale del positronio è sempre nullo; 
poiché nel positronio [r+p+] = [r-p-], allora 

Bi = ho ([r+p+] — [r-p_}) =0. 
L'operatore del momento magnetico di spin, invece, 
Ms = ho(0+ — 0_) (84,3) 
non è proporzionale all'operatore dello spin totale S = 1/2 (0,+ 0_), 
e gli operatori S? e pu? non commutano tra di loro. Perciò gli stati 
a valori determinati del modulo dello spin totale S e della sua proie- 
zione S, non sono, in genere, autostati del momento magnetico. 

Gli stati di dati S e S, sono descritti da funzioni di spin Yssz, 

che hanno la forma 
Via = 4%, Ya = BB, 


Xio = VE (2+P- + a-P+), (84,4) 


Xoo = nai (24B___B+), 


dove «æ e fì sono le funzioni di spin di una singola particella, relative 
alle proiezioni dello spin +41/2 e —41/2 (gli indici + o — indicano 
che la funzione si riferisce al positrone o all’elettrone). Di esse le 
prime due (%1; € X1-1) sono contemporaneamente anche autofunzioni 
dell’operatore u,, relative all’autovalore p, = 0. Le funzioni %10 
€ Xoo, invece, non sono autofunzioni di uz; lo sono però le loro combi- 


nazioni 


Dei (X10 + Xoo) = +P- Usi (Xio — Xoo) = ®-B+. (84,5) 
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È facile vedere che gli unici elementi non nulli della matrice 
(S'S: | p: |SS,), calcolati rispetto alle funzioni (84,4), sono gli 
elementi 

(00 | pz | 10)= (10 | pz 100) = 2po. (84,6) 


In campi magnetici deboli (quando uH & A, dove A è la diffe- 
renza tra le energie dei livelli a S = 0 e S = 1) gli autostati dello 
spin totale costituiscono l’approssimazione di partenza per il calco- 
lo della separazione Zeeman. In prima approssimazione questa sepa- 
razione è data dal valore medio dell'operatore dell'energia di pertur- 


bazione 
Vy = —p.H. 


Ma tutti gli elementi diagonali dell'operatore p, (e quindi [lanche di 
Vy), calcolati rispetto alle funzioni (84,4), sono nulli. In tal modo, in 
campi deboli l’effetto Zeeman lineare nel positronio manca. 

Nel caso limite opposto di campi intensi (uH > A) si può trascu- 
rare l'interazione tra gli spin, che porta a valori S determinati 
dello spin totale. Le componenti del livello separato corrisponderanno, 
in questo caso, ad autostati u, = +2wy (descritti dalle funzioni 
(84,5)), e il valore dello spostamento sarà +2 pH. 


PROBLEMI 


4. Determinare la struttura fina di livelli del parapositronio (V. B. Bereste- 
tskij, 1949)1). 

Soluzione. L'energia di separazione del livello in esame è data dai valori 
medi dei termini correttivi nell’hamiltoniano (84,1), calcolati rispetto alle fun- 
zioni d'onda degli stati imperturbati corrispondenti a valori diversi di j = / 
(uguali a 0, 1, . . . n — 1). Per S=0 un contributo non nullo proviene solo 
da V, e dal secondo termine in Vs. 

Le funzioni d'onda imperturbate (che denoteremo con +) soddisfano l’equa- 


zione di Schrödinger 3) 
py=—4p= (E+) o  £=-77- 
Perciò 
py=p (2+4) y=(£+4) vva 2 (v4) = 


=(541) p+sn6My+7 7. 


Per il valore medio troviamo 
co 


= 12 2 
p=(2+-) +4n | (0) e+ f ila 


1) Per il calcolo della struttura fina dell’ortopositronio vedi V. B. B er e- 
stetskij, ZETF 19, 1130 (1949); R.Ferrell, Phys. Rev. 84, 858 (1951). 
2) Nel calcolo risulta comodo usare unità atomiche. 
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L'ultimo integrale è uguale a — I (0) |?do; poiché w (0) # 0 solo per {= 0, 


e le funzioni d’onda degli stati S godono di simmetria sferica, allora l'integrale 
è uguale a —4x | (0) |? e si semplifica con il secondo termine. 
Introducendo l'operatore del momento angolare orbitale 1= [rp] si può 


scrivere > 
24.246 Ip 4 
— pY = eiA EE = 
P ar | r ôr r2 (z+ ) Vi 
Da qui per l’altro valore medio che ci occorre troviamo 
* TP sr — {pe LZY Br 
So r3 (rp) pp d'z = ly r ôr? d?r = 


= (r44) -ány O 2—0 


(per 2==0 l’ultimo termine viene a mancare). 
Secondo le note formule della teoria dell’atomo di idrogeno (vedi III (36,14), 
(36,16)), tenendo conto della sostituzione della massa dell'elettrone m con m/2, 


abbiamo 
Lap (0) pasti ut. cedole 
8nn3 0» 2n2 °? 2n8 (2141) * 
75 l (lÆ 0). 


= Ans FI IFA) 
Mediante queste formule otteniamo, per i livelli energetici cercati 


E =L are i aira) 
TT gn A PAPES 32n | ° 


2. Determinare la differenza tra le energie degli stati fondamentali (n = 4, 
1 = 0) dell'orto- e del parapositronio. 

Soluzione. La dipendenza dell’energia dallo spin totale S per Z = 0 è conte- 
nuta solo nel valore medio del secondo termine in V, [il primo termine, invece, 
si annulla quando si esegue la media sugli angoli nello stato S (a simmetria 
sferica)]!). Il livello fondamentale dell’ortopositronio (*5,) è più alto del livello 
fondamentale del parapositronio (1S,) della quantità 

7 met 
35.) — E (1S) = —— g2 E -82.10-4 
E (384) —E (1S0) =- 02 g= 8,2107 eV. 


$ 85. Interazione di atomi a grandi distanze 


Tra due atomi neutri, che si trovano a distanze r grandi rispetto 
alle loro dimensioni intrinseche, agiscono forze attrattive. Il metodo 
quantistico ordinario per il calcolo di queste forze (vedi III, § 89) 
diventa, tuttavia, inapplicabile a distanze troppo grandi. E questo 
perché in quel tipo di calcolo si tiene conto solo dell'interazione 
elettrostatica, ma non degli effetti di ritardo. Tale approccio è valido 
solo fino a quando la distanza r rimane piccola rispetto alle lunghezze 
d’onda caratteristiche A, degli spettri degli atomi interagenti. In 
questo paragrafo verrà eseguito un calcolo privo di questa limitazione. 


1) La media sugli angoli deve essere eseguita prima dell’integrazione rispet- 
to a r, come risulta evidente dal metodo di calcolo dell’integrale (83,14), che 
origina il primo termine in V}. 
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Noi procederemo all’incirca come nel $ 83, calcolando l'ampiezza 
di diffusione elastica di due atomi diversi (senza cambiamento dello 
stato interno) nella prima approssimazione non nulla. Confronteremo 
quindi l’espressione ottenuta con l'ampiezza che si otterrebbe in una 
descrizione dell'interazione degli atomi mediante l'energia poten- 
ziale U (r). 

In quest’ultimo caso il primo elemento non nullo della matrice $, 
che descrive il processo in esame, sarebbe l'elemento del primo ordine 


Spi | wi* (r) di* (ra) UM) ds (r1) Ya X 
X (T2) d°x, dT f exp {—i (£, +£ —e,—£;) t} dt. (85,1) 


Qui w,. pa e pi, Y, sono le parti che non dipendono dal tempo delle 
funzioni d'onda (onde piane), che descrivono il moto di traslazione 
dei due atomi con impulsi iniziali e finali rispettivamente; £,, €z 
e 8j, e; sono le energie cinetiche di questo moto; le coordinate r, e 72 
degli atomi, considerati come un sistema unico, si possono intendere 
come le coordinate dei rispettivi nuclei, e la distanza tra questi 
ultimi è r = | 74 — 7, |. L'integrale temporale nella (85,1) dà, come 
al solito, una funzione ô, che esprime la legge di conservazione del- 
l'energia. Per facilitare il successivo confronto è, tuttavia, conveniente 
considerare formalmente il caso limite di atomi con massa infinita- 
mente grande ; per impulsi dati a questo limite corrispondono energie 
e nulle. In altre parole, si può dire che si considerano tempi brevi 
rispetto ai periodi 1/e. Allora la (85,1) assumerà la forma 


Si=_it f | pipa U (r) pro P2 dz, (85,2) 


dove # è l’intervallo di tempo su cui si integra. 

Il calcolo concreto dell’ampiezza di diffusione elastica, con le 
supposizioni fatte, si può scomporre in due tappe. Si prende dappri- 
ma la media dell’operatore S rispetto alle funzioni d’onda degli stati 
invariati (fondamentali) dei due atomi (per certi valori delle coordi- 
nate dei due nuclei r, € #3), e poi rispetto allo stato di vuoto fotonico 
(all’inizio e alla fine del processo i fotoni non ci sono). Come risultato 
otteniamo una quantità, che sarà funzione della distanza tra i nuclei; 
indichiamola con <S (r))!). Per trovare l'elemento di matrice di 
transizione cercato occorre quindi calcolare l’integrale 


Spa = | | WENS (S ©) dote Pax a. (85,3) 


Confrontando con la (85,2) vediamo che se otteniamo l’espressione 
{S (r)) nella forma 
(S(r))= — itU (r), 


._ ) Sostituisce la notazione più complessa dell’elemento di matrice diagonale 
in cui sono specificati gli stati dell'atomo e del campo fotonico. 
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allora la funzione © (r) sarà l'energia di interazione tra gli atomi 
cercata. 

Poiché nel caso considerato abbiamo a che fare non con una 
collisione di particelle elementari, ma di sistemi composti (atomi, 
che negli stati intermedi possono essere eccitati), le regole formali 
ordinarie della tecnica dei diagrammi non sono direttamente applica- 
bili, e noi partiremo dall'espressione dell'operatore S sotto forma 
dello sviluppo (73,10). 

Per l'interazione tra atomi sono essenziali le componenti di Fou- 
rier dei campi che corrispondono a frequenze dell'ordine delle fre- 
quenze atomiche (e frequenze inferiori). Le corrispondenti lunghezze 
d’onda sono grandi rispetto alle dimensioni atomiche. Perciò l’ope- 
ratore di interazione elettromagnetica può essere scritto nella forma 


V = — E (r4) d; — E (r3) dz, (85,4) 


dove d,, d, sono gli operatori dei momenti di dipolo degli atomi (si 
intendono qui gli operatori di Heisenberg dipendenti dal tempo), 
e E (r) è l'operatore campo elettrico, il quale viene considerato nei 
punti in cui si trovano gli atomi. 

Come è noto, i valori medi del momento di dipolo di un atomo 
nei suoi stati stazionari sono nulli (vedi III. $ 75). Da qui discende 
che un'ampiezza di diffusione non nulla compare solo nell'approssi- 
mazione del quarto ordine della teoria delle perturbazioni, cioè 
compare come elemento di matrice dell’operatore 


So =L% lati... f dtTV V EVV (85,3) 


In effetti, agli ordini inferiori ciascun termine nei prodotti di opera- 
tori V contiene almeno uno degli operatori d}, d, alla prima potenza 
e quindi si annulla quando si prende il suo valore medio nello stato 
dell’atomo che gli corrisponde. 

Calcoliamo ora il valore medio dell'operatore (85,5) nello stato 
di vuoto fotonico. Secondo il teorema di Wick il valore medio del 
prodotto di quattro operatori E si riduce alla somma dei prodotti 
dei valori medi di coppie di essi (contrazioni). La suddivisione in 
coppie può essere fatta in tre modi, che possono venire rappresentati 
mediante i diagrammi 


i 2 { 2 t 2 
__--- o a p o 9 
IN s I i 
Na hi l I ce 
x I i (85,6) 

/N t 1 
PAM I i 

-__-- o ’ g b , è è», 
3 4 3 4 3 4 
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dove le linee tratteggiate rappresentano le contrazioni, e i numeri 
corrispondono agli argomenti t4, £2, t3, tą. Inoltre, ad ogni punto posso- 
no corrispondere le coordinate spaziali x, o 7 (a due punti r,, 
e agli altri due 7%; in caso contrario nel termine della somma in esame 
uno degli operatori d,, d, entrerà alla prima potenza e si annullerà 
nella media rispetto allo stato dell’atomo). È evidente che nei punti 
uniti da linee devono trovarsi x, e 7, differenti. In caso contrario il 
diagramma (cioè il termine corrispondente nell'elemento di matrice) 
si ridurrà al prodotto di funzioni indipendenti di r, e 7”, invece di 
essere funzione della differenza r, — #3; e termini di questo tipo non 
hanno nessuna relazione con la diffusione!). Corrispondentemente 
a queste condizioni gli argomenti #, e r, si possono disporre nei quattro 
punti del diagramma in quattro modi. Tenendo conto anche della 
commutatività degli operatori d, e d, e mediando rispetto agli stati 
di ciascun atomo, troviamo che tutti i 3 x 4 = 42 termini ottenuti 
in questo modo sono uguali (essi differiscono solo per la notazione 
delle variabili d’integrazione). Come risultato otteniamo 


Se=} | di... | dt, (T (E; (ra, ti) Ex X 


X (T2, t2))) (T (Er (r2, t3) Em (T1, t4))) X 
X (T (da: (t1) dam (t4))) (T (dar (t2) do; (#3))), (85,7) 


dove i, k, lL, m sono indici vettoriali tridimensionali. 
Per il calcolo delle quantità 


DÎ;, (2, — 22) = (T (E; (241) Ex (22))) (85,8): 


usiamo il gauge dei potenziali, in cui il potenziale scalare ® = 0. 
Allora E = —0A/0t e abbiamo 
DÈ, (21-22) = (T (A; (21) Ax (2) = Dar (2) 
ik 1 2 dt, UA i 1 k \⁄2 TT 012 ik ’ 
dove x = x, — Z, Dix (x) è il propagatore fotonico nel dato gauge?).. 
In seguito, sarà più comodo usare il propagatore Dip (©, r) in 
forma « mista » œ, r connesso alla funzione D (t, r) mediante 


. mr 
Dix (t, r) == \ Din (0, r) eri EZ . 
Cosicché 
DE (t, r)=—i I OD, (0, e) ei $2, (85,9) 


. 1) Essi non danno le correzioni, che a noi qui interessano, alle autoenergie: 
di ciascuno degli atomi. 

2) La derivata prima 0/0 Dip (t) ha int = 0 una discontinuità finita. Per- 
ciò la derivata seconda, cioè la funzione DE (t), contiene anche un termine con. 
la funzione è (—64 (z — z1)). Questo termine, tuttavia, è nullo per tutti gli 
Tı Æ Fa e qui non ci interessa. 
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A sua volta la funzione Di, (0, 7) si esprime mediante il propaga- 
tore fotonico nella rappresentazione degli impulsi dalla formula 


; dk 
Din (0, 7)= | Din (0, K) cite SEa, (85,10) 
Secondo la (77,14) abbiamo 
4 kik 
Din (0, k) = — amo (dat iE), (85,11) 


Sviluppiamo le quantità 
Qir (t1 — t2) =å (T (d; (t4) da (t2))) (85,12) 


án integrale di Fourier 


e ; do 
Cir (t) = | eitan (0), 
J% 
Ponendo per comodità ż, = 0, tı = ż, scriviamo per definizione di 
prodotto T, 


œ 0 
ain (0)= | ciota ()dt=i | etot ca, (0) d; ()) dt + 
+i f eiat (d; (t) d, (0)) dt. (85,13) 


0 


I valori medi (rispetto allo stato fondamentale dell'atomo), che com- 
paiono qui, si esprimono attraverso gli elementi di matrice del 
momento di dipolo 


(da (0)/d: (0) = DI (da)un (4 )no eno, 
(d; (£) d, (0))= à (di)on (A, )no e Ono, 


Per la convergenza degli integrali nella (85,13) nel primo di essi œ va 
«inteso come © — il e nel secondo come œ + i0; integrando, ottenia- 
mo 
x Ca I(di)on (da)no fi (dron (di)no 
Cir (0)= di {ren ino l'ion+o0+i0 f’ (85,14) 
n 
Se lo stato fondamentale dell’atomo è lo stato S, allora questo 
‘tensore si riduce ad uno scalare: a, (0) = a (œ) ôi, dove 


254. 4 1 
a (0)= J) | donl? (i +3). (85,15) 
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Se invece l’atomo possiede momento angolare, allora questo stesso 
risultato si ottiene mediando sulle sue direzioni, cosa che noi sottinten- 
deremo (a noi interessa l'interazione degli atomi mediata rispetto alle 
loro orientazioni reciproche). 

Confrontando la (85,14) con l’espressione (60,17) per la polarizza- 
bilità dell'atomo vediamo che coincidono per œ >O (queste espressio- 
ni, tenendo conto anche della nota 1 alla pag. 294, differiscono solo 
per la direzione dell’aggiramento dei poli nel secondo membro, ciò 
è inessenziale per œ >0). I valori di a (œ), invece, per œ <0si 
esprimono con l’aiuto della relazione a (—@) = @ (œ), evidente 
dalla (85,15), per œ >D. 

Sostituendo le espressioni ottenute nella (85,7), troviamo 


(SO)=4 fat 


Dn 2n 2n 29 
X 04 (Q4) ct, (Q2) 0Dir (O1, T) 02Dir (02, T) X 
x exp { — ios (t — t2) — iO (ta— fa) — iQ (ta — ta) — i (t2 — t3)} 


(r = rı — r., abbiamo tenuto conto della parità della funzione 
Dir (0, r) secondo r). 

L'integrazione rispetto a tre tempi dà una funzione ô (in virtù della 
quale — Q, = Q, = 0, = ©), mentre rispetto al quarto dà il 
fattore t 


(S (r)) = — itU (r), 
dove 


UM=4 | o'a (0) a (0) Din (0, 7 (85,19) 
Questa formula dà l’energia d’interazione di due atomi a qualsia- 
si distanza, grande rispetto alle dimensioni atomiche a. Rimane 
soltanto da fare la trasformazione inversa di Fourier per trovare la 
forma Dix (0, r). 
Osserviamo prima di tutto che, secondo le (85,10-11) 


1 G 
Dir (0, r)= —(ônt dx; Thy ) Pora) 
dove 
ikr dk 
D (0, r) =4n Î ore Bn) * 


L’integrale in dk si calcola facilmente nelle coordinate sferiche con 
l’asse polare lungo r. Integrando rispetto agli angoli otteniamo 


i F eikr — erihr x i a etkr 
Dlo, r)=— r j neg o EES r | az 
ü 
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(nel secondo termine abbiamo sostituito k + —k). L'ultimo integrale 
si calcola chiudendo il contorno d’integrazione nel semipiano superiore 
k e si ottiene 


D (o, r)= — 1 eîlolr, 
da qui in seguito abbiamo 
i 1 
Dir (0, r) = [8 ( 1+ar ast 


Tix 3 3i ilo Ir I 
È t (Ge!) £~. (85,17) 


r2 


Sostituendo nella (85,16) dopo semplici trasformazioni, otteniamo 
(tenendo conto della parità della funzione & (0)) 


00 


U (r) =- | ota (0) a (0) exp (2ior) x 
0 


2i 5 6i 3 
x MAiri] do. (85,18) 


L'espressione generale (85,18) si può semplificare nei casi limite 
di « piccole » (a Á r & ào) e « grandi » (rÐ ào) distanze. 

Per r« A, nell’integrale sono essenziali i valori œ ~ Oo ~ C/o; 
cosí che œ r< 1. In questo caso si può lasciare tra parentesi solo 
l’ultimo termine e sostituire l'esponente con l’unità. Allora 


U(r) = i a (0) az (©) do. (85,19) 


-%0 


Come era prevedibile, abbiamo ottenuto per l'interazione su queste 
distanze la legge 1/8. In questa formula l’integrale si calcola facil- 
mente sostituendovi l’espressione (85,15), chiudendo il contorno 
d'integrazione nel semipiano superiore œ; in questo caso l’integrale 
si calcola mediante la sottrazione dell'espressione integranda nei 
poli © = ©,0 ~ ©. Supponendo, per semplicità, ambedue gli ato- 
mi uguali, otteniamo (in unità ordinarie) 
2 | don 121 din’ l? 
vec lono Fono)’ (0 
Nn, n’ 


che coincide esattamente con la nota formula di London (vedi III, 
problema del § 89). 

Nel caso limite di grandi distanze r> do nell’integrale sono essen- 
ziali i valori œ < c/r& o; per © > © il fattore exp (2i@r) elimina 
l'integrale. Perciò si possono sostituire le polarizzabilità a; (œ) 
e @ (@) con i loro valori statici x, (0), æa (0). Dopo di ciò l’integra- 
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zione viene eseguita in modo elementare (per assicurare la convergen- 
za dell’integrale occorre sostituire nell’esponente r +r + i0). In 
questo modo troviamo l’espressione definitiva (in unità note): 


U (r) = — Ë pula (85,21) 


r? 3 


che determina l'energia d’interazione degli atomi a grandi distanze!). 


1) Questa formula venne ottenuta per la prima volta da H. B. Casimir, 
D. Polder, (1948). Nella nostra deduzione abbiamo seguito I. E. DzjaloSinskij. 
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INTERAZIONE DI ELETTRONI 
CON FOTONI 


$ 86. Diffusione di un fotone su un elettrone 
La conservazione dell’energia-impulso nella diffusione di un 

fotone su un elettrone libero (effetto Compton) è espressa dall’ugua- 
glianza 
pPtk=p +k, (86,1) 
dove p e k sono i 4-impulsi dell'elettrone e del fotone prima dell'urto, 
e p’ e k'i loro 4-impulsi dopo l'urto. Gli invarianti cinematici in~ 
trodotti nel § 67 sono 

s= (p+)? = (p +k) =m + 2pk =m + 2p'k', 

t= (p — p'} = (k' — k)? = 2 (m— pp')= — 2kk', (86,2) 

u =(p—k')? =(p'— k} = m?— 2pk'=m?— 2p'k, 

s+ t+ u= 2m?. 


Il processo considerato è rappresentato dai due diagrammi di 


x 


Feynman (75,14), e la sua ampiezza è 
Mpi = — 4neZejte, (UO), (86,3) 
dove 


Cale 


Qui e, e’ sono i 4-vettori polarizzazione dei fotoni iniziale e finale; 
u, u’ sono le ampiezze bispinoriali degli elettroni iniziali e finali. 

Secondo le regole esposte nel $ 66 per stati delle particelle, 
polarizzati arbitrariamente, il quadrato | M;; |? viene sostituito con 


|M; |P > 16rn2e* Tr {p0 p] OAV. (86,5) 


Qui pî’, p‘°’ sono le matrici densità dell'elettrone iniziale e fina- 
le; p™, pl" sono le quantità analoghe per i fotoni; gli indici foto- 
nici (tensoriali) sono indicati esplicitamente, mentre quelli elettro- 
nici (bispinoriali) sono sottintesi; il simbolo Tr si riferisce proprio 
a questi secondi indici. Sempre a questi indici si riferisce il segno * in. 
Quy = Y Qi. 


1 


Er (PH+) y + (Pk m) y. (86,4) 


s— m2 
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Esaminiamo la diffusione di un fotone non polarizzato su un 
elettrone non polarizzato, senza interessarci delle loro polarizzazioni 
nemmeno dopo la diffusione. La media sulle polarizzazioni di tutte: 
le particelle viene eseguita mediante le matrici densità 


, 1 1,0 11% 
p =p = —3 gu P= (P+m), p =g (p'+m); 


il passaggio alla sommatoria sulle polarizzazioni delle particelle 
finali si realizza moltiplicando ancora per 2-2 = 4 

Usando la formula (65,23) (dove ora è necessario porre I? = 
= 1/4 (s — m?)?, vedi formula (65,15a)) per la sezione d'urto otte- 


niamo i 
do =Z Tr {(p' +m) O" (p+ m) On}. 


4 (sum 


Usando le formule (66,2a) troviamo che Qui = Qu. Separando 
i termini, che per la sostituzione k ++ —' (e rispettivamente s + u} 
si trasformano luno nell'altro, rappresentiamo la sezione d'urto, 
nella forma 


A 
do=di gap U (6, u) +g (s, u) +f (u, s)+g (u, 9); 
dove è stata introdotta la notazione 


f(s, u= -gpp T {D+ m) H p+ 
+m) y” (P+ m) Yy (P +k +m) va}, 


1 a, ao 
g (S, U) = qG mj umy I AP +m) y" (p++ 


+m)y (P+ m) Ya (p— k' + m) Yy} 

(introducendo queste notazioni noi abbiamo già presente che il 
risultato dipenderà solo dalle ampiezze invarianti). 

La sommatoria su p e v viene fatta mediante le formule (22,6); 

tralasciando i termini con un numero dispari di matrici y, otteniamo. 


1 POE SE NEI 

f (S; u) = Tae TTP (P +k) p (p+k)+ 
+4m? (p +É) (É—p')+mpp +4m'}. 
Calcolando la traccia mediante le formule (22,13) ed esprimendo tutte 


le quantità attraverso gli invarianti s, u, dopo alcune semplici tra- 
sformazioni troviamo 


f(s, u)= TE {4m — (s— m?) (u — m?) + 2m? (s — m?)}. 


Analogamente viene calcolato g: 


g(s, u) “Ha m (s—m?)+(u— m’). 
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Come risultato per la sezione d'urto otteniamo 
92 


_ 2__m? dt RA ao 5 
do = 8ar 727 {( s— m2 + e) + 
u— m2 


MESEDEZ TEIE 


dove re = e?/m. Questa formula esprime la sezione d’urto attraverso 
gli invarianti cinematici. Partendo da essa è facile esprimere la 
sezione d’urto attraverso i parametri d’urto in qualsiasi particolare 


.sistema di riferimento. 
Consideriamo per esempio il sistema di riferimento del laborato- 


rio, dove prima dell’urto l’elettrone era in quiete: p = (m, 0). 
‘Qui abbiamo 
s — m? = 2mo, u — m? = — 2mo'. (86,7) 
Scrivendo l'equazione di conservazione dell’energia-impulso nella 
forma p + k — k' = p' ed elevando al quadrato otteniamo 


pk — pk' — kk' = 0, 


«da cui (nel sistema di laboratorio) 

m(o—0')— 00'(1—cos 8) =0, 
dove ® è l'angolo di diffusione del fotone. Questa uguaglianza deter- 
mina il legame tra la variazione di energia del fotone e l'angolo di 


diffusione: 
L_ 1-4 (1-c089). (86,8) 


L'’invariante £ è 
t= —2kk' = — 200' (1— cos Ù). 


Per una data energia © (mediante la (86,8)) troviamo 


dt =20"?2dcosd= Lo do (do' =2nsen® dd). 


Sostituendo le espressioni trovate nella (86,6) si arriva alla seguente 
‘formula per la sezione d'urto di diffusione nel sistema di riferimento 


del laboratorio: 


do = (2) (2+2 sen) do' (86,9) 


(O. Klein, Y. Nishina, 1929; I. E. Tamm, 1930). 
Poiché l'angolo ® è univocamente legato a œ’ dalla relazione 
(86,8), la sezione d’urto può essere espressa attraverso l'energia del 


fotone diffuso œw’: 
gamit ett (g) an (4-4), 8610 


2 
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dove o’ varia tra i limiti 
—“ [<o o. (86,11) 


Per œ & m nella (86,9) si può porre w' ©, e si ottiene, come 
era logico, la formula classica di Thomson 


do=4 r} (1+ cos? 8) do' (86,12) 


(vedi II (78,7)). 

Per il calcolo della sezione totale torniamo alla formula (86,6). 
Gli invarianti che vi compaiono assumono valori che soddisfano le 
disuguaglianze 
s>m?, t <0, us < mi. (86,13) 
Queste relazioni erano già state ottenute nel § 68 (la regione fisica 
corrispondente è il dominio I nella fig. 9). È facile convincersi di 
queste disuguaglianze anche direttamente, scrivendo le espressioni 
degli invarianti nel sistema del baricentro. Qui p + k = 0, i valori 
dell'energia dell'elettrone e e del fotone œ sono legati dalla relazione 
e = V o? + mì. Per gli invarianti troviamo 

s=(e+ o) =m + 20 (@ +8), 
u = m?— 2o (e +% cos 8), (86,14) 
t = — 24? (1 — cos 0), 


dove 0 è l'angolo di diffusione (l'angolo tra p e p' o tra k e X'). Le 
tre disuguaglianze (86,13) si ricavano dalle condizioni œ = Q, 
—1 < cosð < 1. 

Per un dato s (cioè per una data energia delle particelle) l’inte- 
grazione rispetto a ¢ si può sostituire con l'integrazione rispetto 
a u = 2m? — s — t nell'intervallo 


mà 
2 
a Suzs2m'—s. 


Introducendo al posto di s e u le quantità 


2 2: 
z= la =+, (86,15) 
otteniamo 
8a? F 1 4\X2,1 1,4/x,y 
o=- | [(i1-3)°+1-i1+3(5+4)]@ 
x/(x+1) 


e dopo un'integrazione elementare 
4 4 8 1 8 1 
o=2tre 7 (==) In(1+2+3+7-Hs}. (86,16) 
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Per z & 1 (caso non relativistico) i primi tre termini dello sviluppo 


danno 
8nr? 


o =-54 (1-2). (86,17) 


Il primo termine è la sezione d'urto classica di Thomson. Nel caso 
opposto, ultrarelativistico 7 > 1, lo sviluppo della formula (86,16) dà 


4 1 
o=2nr; > (Inz+). (86,18) 
Nel sistema di riferimento del laboratorio 
z=#, (86,19) 


e quindi le formule (86,16-18) danno direttamente la dipendenza 
della sezione d’urto di diffusione su un elettrone fisso dall’energia 
o 
BI 2 
bar; 


10 W 


0,8 


06 


Fig. 15 


del fotone. Nella fig. 15 è riportato il grafico della dipendenza di 
o da œ/m. 

Notiamo che nel caso ultrarelativistico la sezione d’urto diminui- 
sce con l’aumentare dell’energia sia nel sistema del laboratorio 
(o ~ œ~ In o) sia nelsistema del baricentro (z ~ 40°/m?; o œ @™ln o). 
La distribuzione angolare, invece, nel caso ultrarelativistico ha in 
questi due sistemi di riferimento un carattere totalmente differente. 

Nel sistema del laboratorio la sezione d’urto differenziale ha un 
massimo ben marcato in corrispondenza della diffusione in avanti. 


Nello stretto cono ® < Vm/® abbiamo @' — œ e la sezione è 
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do/do' ~ rÈ (e tende al valore rê per è + 0). Fuori da questo cono la 
sezione diminuisce, e nel campo 8° > m/o (dove œ œ m/(1 — cos ®)) 
abbiamo 
do _ r3 m 
do 2 ocos)’ 


cioè la sezione d’urto diminuisce di ~ œ/m volte. 

Nel sistema del baricentro, invece, la sezione d’urto differenziale 
ha un massimo in corrispondenza della diffusione all’indietro. Per 
z —0«& 1 dalla (86,14) abbiamo 


Em? 402 2_ 2 
S m W m u (A) 2 
Pa ge A gd 


Il termine dominante nella sezione d’urto (86,6) è 
PA 2 m2 dt 
do x Bnrî i mi (mu ’ 


da cui si ricava 
r? r 
gane ale n 
2 1+(n—0)2 02/m2 
La sezione d’urto è do/do' ~ rê dentro lo stretto cono n — 0 < m/o, 
mentre fuori da questo diminuisce di ~ w?/m? volte. 


$ 87. Diffusione di un fotone su un elettrone. 
Effetti di polarizzazione 


Torniamo ora alle formule di partenza del paragrafo precedente 

e mostriamo in che modo devono eseguirsi i calcoli, tenendo conto 

della polarizzazione dei fotoni e degli elettroni iniziali e finali. 

La matrice densità del fotone si esprime, secondo la (8,17), median- 

te la coppia di 4-versori e‘, e‘®, che soddisfano le condizioni 

(8,16). Nel caso considerato questi vettori si possono scegliere in un 

modo unico per ambedue i vettori. Sono i 4-vettori introdotti nel 

$711) 

eta N ed — a, 

y =m’ y ZP» 

1) Un modo alternativo di calcolo consiste nel prendere sin dall’inizio un 

sistema di riferimento determinato (per esempio, il sistema del laboratorio) e 

scegliere come versori e), e‘ dei versori spaziali puri (e = (0, e)), trasversali 
rispetto agli impulsi dei fotoni: 

[kk'] 
| [kk] | ° 


(87,1) 


eD = el sot [ked] 
® 


per il fotone K, e 
[Kk'] 
[kk']] ’ 
er il fotone kÆ’. In questo modo, tuttavia, tutti i calcoli verranno eseguiti in 
orma tridimensionale, e il risultato non avrà una forma invariante. 


1 
ei eT [k'e] 


27* 
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dove 
A K 'K 
P= pE, 
N` = eMwoP,gyKoy (87,2) 


K* = kx E, q = krk -= p` — p. 

Le espressioni Q nella (86,5) sono date dalla formula (86,4). 
Esse possono essere considerate come le componenti di un 4-tensore 
(nel senso che esse formano un 4-tensore dopo la formazione delle 
quantità u'QWYu). Tutte le componenti di un 4-tensore si esauriscono 
proiettando quest’ultimo su quattro 4-vettori mutuamente ortogona- 
li, ad esempio sui vettori definiti sopra P, N, q, K. Poiché i tenso- 
ri PI, più contengono solo le componenti P e N, praticamente a noi 
occorrono solo le componenti di Q,y su questi 4-vettori. In altre 
parole, è sufficiente cercare in Q,y solo i termini della forma 


Quy = Qo (eP eP + ele?) + Qa (elet 
+ ee) — iQ (Pe — elPe) + Qs (elet — ele); (87,3) 
gli altri termini della sostituzione nella (86,5) sarebbero ugualmente 


scomparsi. Le quantità Q, e Qs sono degli scalari, nello stesso senso 
in cui Q,y è un 4-tensore; esse contengono perciò le matrici y soltanto 


sotto forma di « combinazioni » invarianti: X ed espressioni simili. 
Nello stesso senso Q, e Q; sono degli pseudoscalari (N è uno pseudo- 
vettore!) e perciò devono contenere la matrice y°. 

Proiettando direttamente il tensore Q „y, troviamo 


1 
O= 3 Qu (ePeP + ee) 


e cosí via. Per i calcoli successivi conviene esprimere Q,y attraverso 


i 4-vettori mutuamente ortogonali P, N, q, K: 
1, La 
iw gzP+m gzP+m 1 n n 
ugo vtr ep (MEAN). 
I calcoli ulteriori si riducono a trasformazioni algebriche che si 
possono eseguire mediante le formule riportate al $ 22. 
Inoltre in QW” si possono fare delle sostituzioni che non si rifletteran- 


no sul risultato nella successiva formazione del prodotto u'Quu. 
Ad esempio, poiché 
u'(p+p')u=2mu'u, 
uyqu =w (5p + p'9)u=2mu'u, 
allora in Q#”Y si possono sostituire i termini 
py+p + 2m, yg + 2my. (87,4) 
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Omettendo i dettagli dei calcoli, scriviamo il risultato!): 


Qo = — may, Q= 5 a,yřĜ, 
iù (87,5) 
Q,= — mas, Q= ma, +5 0-K, 


dove 
Csm > um: 


Per i successivi calcoli conviene applicare a Q,,y lo stesso procedi- 
mento formale descritto al $ 8 per la matrice densità di un fotone: 
consideriamo le quattro componenti del tensore (87,3) lungo le direzio- 
ni et», e come gli elementi di una matrice Q due x due, e scom- 
poniamo quindi questa ultima secondo le matrici di Pauli. Analoga- 
mente alla formula (8,18) otteniamo 

Q=00:1+0Q0, Q=(0, Qz, Qs). (87,6) 
Per quanto riguarda il tensore Ouv = Qly? che compare nella 
(86,5), dalle formule (87,3) e (87,5) è facile convincersi (mediante le 
regole (66,2a)) che le sue componenti si ottengono dalle componenti 
di Quv sostituendo le quantità Qo, Qi, . . . con Qe, Qis » > ., dove 


do= Qo» Q= —Q;, Q= — Qz, Q; =Q, (87,7) 


e permutando simultaneamente gli indici uv?). In forma matriciale 
questo significa che 


Q=01+ 90. (87,8) 


Precisiamo ora il senso dei 4-vettori e, e® rispetto alla polariz- 
zazione dei fotoni. Perciascun fotone le direzioni indipendenti di 
polarizzazione sono determinate dalle componenti trasversali (rispet- 
to all'impulso del fotone X) dei vettori tridimensionali e, e‘), 
È facile vedere che sia nel sistema del baricentro come nel sistema 
del laboratorio (sistema di quiete dell’elettrone iniziale) il vettore P 
giace nel piano ķĶ, k’, e il vettore N è{perpendicolare a questo piano. 


1) L'espressione (87,3) con i valori (87,5) corrisponde alla forma (74,11-13), 
stabilita nel $ 71isulla base di considerazioni generali. Oltre alle uguaglianze 
fs = fe = 0, che discendono dall’invarianza 7, qui risulta nulla ancora un’altra 
ampiezza invariante (f+). Questa è una peculiarità dell’approssimazione della 
teoria delle perturbazioni qui considerata, e scomparirebbe nelle approssimazioni 
di ordine superiore. 

_ °) Perla matrice Qy nella forma originaria (86,4) avremmo semplicemente 
Quy = Qu: Questa proprietà, tuttavia, viene a mancare per trasformazioni che 
includono sostituzioni del tipo della (87,4) e simili. 

3) Le componenti longitudinali di e, invece, (come anche le componenti 
temporali dei 4-vettori e) si possono semplicemente ignorare: l’invarianza di 
gauge garantisce la loro inessenzialità. 
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Perciò la direzione e‘ si interpreta come polarizzazione perpendi- 
colare al piano di diffusione, e la direzione e‘® come polarizzazione 
nel piano di diffusione. Occorre anche tenere presente che i parametri 
di Stokes È,, É,, È; sono determinati rispetto agli assi zyz, che forma- 
no un sistema destrorso (con l’asse z diretto lungo la direzione k). 
È facile vedere che per il fotone iniziale tale sistema è formato dai vet- 
tori N, P,,K,e per il fotone finale dai vettori N, — Pi, K (P,, Ph 
sono le componenti di P, perpendicolari rispettivamente a ke k’). 
Il cambiamento di segno di e‘? nella matrice densità del fotone (8,17) 
è equivalente al cambiamento di segno "di E, e È,. Perciò le matrici 
densità dei fotoni iniziale e finale, riferite ai versori quadridimensio- 
nali et, e‘, saranno 


po=i(1+80), $= Ën tt); 


4 (87,9) 
poi (1+80), =E E È) 
Ora. la traccia tensoriale 
pr ooge 
si calcola come la traccia del prodotto di matrici (87,6-9) mediante 


la (33,5). 
Come risultato otteniamo 


DM = Bre! Tr {0 Qp +p Qp) + 
+EH) Qp O+ QPR) — 
—i 6—8) pQ. p9Q1+ _ (87,10) 
+ EE) (P Qpe — pl RAR) + 
+ pl" EQ) pO Ete (EQ) p? EQ) 
— i [E] (P Qp — p Qp”). 


Diffusione su elettroni non polarizzati 


Effettuiamo ora un calcolo completo della sezione d’urto di 
diffusione di fotoni polarizzati su un elettrone non polarizzato, 
sommata sulle polarizzazioni dell’elettrone finale. A questo scopo 
nella (87,10) occorre sostituire 


P9=4(+m), p= g (P +m) 


e moltiplicare per 2 il risalito: che i essere sostituito a |My |? 
nella formula della sezione d'urto (65,22) 


1 di dọ 
do = Ml 
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(9 è l’azimut nel sistema del baricentro o nel sistema del laboratorio). 
Un certo numero di termini nella (87,10) si annulla identicamente 
(i termini della terza e della sesta riga e in parte della seconda 
e della quinta). Il calcolo degli altri termini porta al seguente risul- 
tato definitivo (nelle notazioni della (86,15)): 


do=3 do + 2r EE {eta[-(1-4)°- 


x2 z y 
4 i ,{1 41 1 +1/x y 
—(7-)]+55 (3-7ta) titg (2+2) x 
2 2 , LI 1\2 41 1 1 
x(1+7-5) +86[(3-7) +(7-3)+3]}. @740 
do è la sezione d’urto di diffusione di fotoni non polarizzati, data 
dalla formula (86,9); il fattore 1/2 compare in quanto nella (87,11) 


non c’è sommatoria sulle polarizzazioni del fotone finale. 
Nel sistema del laboratorio la formula (87,11) assume la forma 


do = (ZY? do' {Fo + Fs s +E;) + Fabii + 
+ Fatti + Fotot), do =sen Odòdp, (87,12) 
dove 


Fo=-%-+_ sen? ð, Fs=sen2 9, 
F=2c088, Fm=(-5+)cos8, Fa=1+cos?® (87,13) 


(U. Fano, 1949). Notiamo che, sebbene l’espressione (87,12) non 
contenga in forma esplicita la dipendenza dall’azimut del piano di 
diffusone @, questa dipendenza è presente implicitamente poiché 
i parametri &,, &,, És sono definiti rispetto agli assi zyz, che sono 
connessi al piano di diffusione. Ricordiamo che l’asse per ambedue 
i fotoni è lo stesso ed è perpendicolare al piano di diffusione: 


x || [kk], 
mentre gli assi y giacciono nel piano di diffusione: 
y Il [Re [kk], y" |} [ekk]. 


Sommando le sezioni d'urto che differiscono per il segno di È’ 
(ponendo cioè $' = 0 e moltiplicando per 2 il risultato), noi ottenia- 
mo la sezione d’urto di diffusione totale (sommata sulle polarizzazio- 
ni del fotone finale) di un fotone polarizzato su un elettrone non 
polarizzato. Indicando questa sezione con do (è), abbiamo 

do (§)= 4r? (EY Fa, (87,14) 


_® 
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dove 
F=Fo+tF:=3-+0—(1-%) sen? è. (87,15) 


Si vede qui che la sezione d'urto di diffusione di fotoni polarizzati 
perpendicolarmente al piano di diffusione (Ẹs = 1) è maggiore che 
per fotoni polarizzati nel piano di diffusione (Ẹ = —1). La sezione 
d'urto non dipende invece dalla polarizzazione circolare. Essa non 
dipende nemmeno dal parametro £i. Perciò la sezione d’urto di diffu- 
sione coincide con la sezione d’urto per fotoni non polarizzati, se 
manca la polarizzazione lineare rispetto agli assi z o y (Ẹs = 0) 
oppure anche in presenza di polarizzazione rispetto a direzioni che 
formano con questi assi un angolo di 45°. 

Proprietà analoghe possiede la sezione d’urto di diffusione di 
fotoni non polarizzati con rivelazione del fotone polarizzato. Questa 
sezione (che indicheremo con do (£’)) si ottiene dalla formula (87,12) 


ponendo in essa $ = 0: 
do @)=4s (Z7 F'do', F= Fot $F. (87.16) 


Dalla formula (87,12) si può trovare anche la polarizzazione del 
fotone secondario come tale; denoteremo i parametri di questa 
polarizzazione con gb, differenza della polarizzazione rivelata 3 
Secondo le regole esposte al § 66 le quantità ¿Psono uguali ai rapporti 
trai coefficienti di È; e il termine che non contiene E: 


In particolare, nella diffusione di un fotone non polarizzato abbiamo 


(f u sen? ® 
4 ) = 0, berto 2 (87,18) 


Qui 8%) >Q0, cioè il fotone secondario si'polarizza perpendicolarmente 
al piano di diffusione. La polarizzazione circolare del fotone, invece, 
si ha soltanto se il fotone primario è polarizzato circolarmente: 
EM = 0 solo per È, #0. 

Fsaminiamo il caso in cui il fotone incidente è totalmente polariz- 
zato linearmente (È, = 0, £2 + E3 = 1), e troviamo la sezione d’urto 
di diffusione, in cui viene rivelata anche la polarizzazione lineare 
del fotone secondario. Esprimendo i parametri Ẹ; e È attraverso le 
componenti dei vettori polarizzazione dei fotoni e e e', otteniamo la 
seguente espressione per la sezione d'urto di diffusione: 


da=% (ZY (+ 2+4cost0) do’, (87,19) 
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dove © è l'angolo formato dalle direzioni dei fotoni incidente ed 
emergente 1). 

Come appare da questa formula la sezione d’urto si comporta in 
modo essenzialmente diverso a seconda che le polarizzazioni e e e’ 
siano reciprocamente perpendicolari o giacciano sullo stesso piano. 
Distinguendo questi due casi con gli indici L e ||, nel limite non rela- 
tivistico (0< m, w % @) abbiamo 

do,=0, doy =r cos? 0 do' (87,20) 
in accordo con le formule classiche. Nel caso opposto, ultrarelativistie 


co, abbiamo œ > m, œ' œ m/(1 — cos 8). Qui occorre distinguere le 
regioni dei grandi e dei piccoli angoli (a seconda che sia grande o pic- 


colo il rapporto @©/w'): 


e 1A ,30 1, 1a mdo' 2 m, 
do, =d0 | = 7 re -z d = 7'e © (1— cos ð) per È > o ? 


do,=0, doj=rżcos? Odo per g5. (87,21) 


Si vede allora che nella regione che corrisponde ad angoli molto pic- 
coli la sezione d’urto di diffusione coincide con la sezione classica. 
L’uguaglianza do, œ doy per angoli non troppo piccoli) significa che 
in questa regione nel caso ultrarelativistico la diffusione della radia- 
zione non è polarizzata; sottolineiamo, tuttavia, che questa con- 
clusione è valida solo nel caso di un fotone incidente polarizzato 
linearmente: dalla (87,17) si vede che per un fotone’ polarizzato cir- 
colarmente nel caso ultrarelativistico E x cos ®-E,. 


Diffusione su elettroni polarizzati 


Nel caso di elettroni polarizzati il calcolo delle tracce nella for- 
mula (87,10) diventa molto complesso anche se non presenta difficol- 
tà di principio. Noi riportiamo qui alcuni risultati finali di questi 
calcoli?). 

Nel caso generale la sezione d’urto dipende sia dai parametri di 
polarizzazione dei fotoni iniziale e finale $ e{é', sia dalle polarizzazio- 


1) Di per se stessa Ja formula (87,19) si otterrebbe più facilmente ponendo 
sin dall’inizio nell’ampiezza di diffusione (86,3) e= (0, e), e = (0, e’) ed ese- 
guendo i successivi calcoli del quadrato dell’ampiezza in forma tridimensionale 
(cioè separando le componenti temporali e spaziali dei 4-vettori). 

Mediando cos? 8 = (ee’)? sulle direzioni di e e e’ (usando la (45,4a)) e rad- 
doppiando Ja sezione d’urto (passaggio alla sommatoria su e’), si torna, ovvia- 
mente, alla (86,9). 

2) Una tabella completa dei risultati si può trovare nei lavori originali: 
F. Lipps, H. A. Tolhoek, Physica 20. 85, 395 (1954). Vedere anche gli 
articoli: H. A. Tolhoek, Rev. Mod. Phys. 28, 277 (1956); W. H.McMa- 
ster, Rev. Mod. Phys. 33, 8 (1961). 
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ni degli elettroni iniziale e finale, che sono caratterizzate dai vetto- 
ri è e &". La dipendenza della sezione d’urto da ciascuno di questi 
parametri è lineare. La sezione d’urto ha la forma 

ri 


do=3 do (8, E) + + (Z) do (feta 
+E GEE Hg EEH Gabit +...) (87,22) 


Qui do ($, $’) è la sezione d'urto (87,12). Sono stati scritti tutti 
i termini contenenti prodotti di due parametri di polarizzazione. 
Sono stati omessi i termini contenenti prodotti di tre o quattro para- 
metri; questi termini sono inessenziali, se a noi interessano le corre- 
lazioni tra le polarizzazioni solo di due particelle: essi scompaiono 
quando i parametri di polarizzazione delle due altre particelle sono 
nulli. Riportiamo i valori di alcuni coefficienti nel sistema di riferi- 
mento del laboratorio: 


f= i (1 —cos Ò) (k cos Ò + k’), 
f= A (1-—cos 8) (k+ K’ cos 0), 
g= i (1—cos 8) [(X cos © + k')—(1+cos 0) x (87,23) 


o +o’ ' 
* pa E) 


g'= Ai (1— cos 8)[ (œ+ k' cos È) — (1 + cos è) x 
xti (ek) ]. 


@o— o +2m 

Nella sezione d'urto (87,22) manca il termine della forma G$; 
questo significa che la polarizzazione dell'elettrone non influisce 
sulla sezione d’urto di diffusione totale (sommata su È' e $') di fotoni 
non} polarizzati. Manca anche il termine della forma G'$’; questo si- 
gnifica che nella diffusione di fotoni non polarizzati l’elettrone di 
rinculo non si polarizza. 

Noi vediamo anche che nei termini bilineari rispetto alle polarizza- 
zioni dell'elettrone e del fotone, entrano solo i parametri Ez, È, 
corrispondenti alla polarizzazione circolare del fotone. I vettori 
polarizzazione degli elettroni $ e $', invece, entrano sotto forma di 
prodotti scalari f&, . . ., contenenti solo le proiezioni di questi vetto- 
ri nel piano di diffusione. Perciò, ad esempio, la sezione d'urto di 
diffusione di un fotone polarizzato su un elettrone polarizzato 


do ($, &)=d0 ($) +F r? (Z) tft do' (87,24) 
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differisce da do ($) solo per la presenza nel fotone della polarizzazio- 
ne circolare e negli elettroni di una proiezione non nulla nel piano 
di diffusione dello spin medio. Per questa stessa ragione l’elettrone di 
rinculo si polarizza soltanto nel caso in cui il fotone è polarizzato 
circolarmente; il vettore della polarizzazione che l’elettrone acquista 
giace, invece, nel piano di diffusione: 


ch =g. (87,25) 


Relazioni di simmetria 


Per concludere, rileviamo che alcune proprietà qualitative degli 
effetti di polarizzazione nella diffusione di fotoni su elettroni seguono 
già dalle richieste generali di simmetria. 

Il parametro di polarizzazione circolare È, è uno pseudoscalare 
(vedi $ 8). Perciò, in virtù della richiesta di invarianza P i termini 
del tipo SÉ, (oppure coÉ;) potrebbero comparire nella sezione d'urto 
solo come prodotto di È, per un qualche pseudoscalare, composto con 
i vettori X e k’ che abbiamo a disposizione!). Con due vettori polari 
è, però, impossibile formare uno pseudoscalare. Da qui discende che 
i termini indicati non possono essere presenti nella sezione d'urto. 

I parametri di polarizzazione lineare È, e Ẹ sono legati alle com- 
ponenti del tensore simmetrico bidimensionale (nel piano perpendi- 
colare a k) 


148 È 
Sap=3 (0 +92 =+ 3 gl 


Nel caso considerato uno degli assi di polarizzazione è stato scelto lun- 
go il vettore v = [kk'], e l’altro giace nel piano k, X' (diretto lungo il 
vettore [Zev] o [Æ'v] per l'uno o per l’altro dei fotoni). I termini È, 
potrebbero apparire nella sezione d’urto solo come prodotti 
SapVa [ev] (oppure Sapvak8) e simili. Ma poiché v è un vettore 
assiale e œ un vettore polare, mentre Sg è un vero tensore, tali 
prodotti non sono invarianti rispetto alla riflessione spaziale. 
Quindi, nella sezione d'urto non ci possono esser nemmeno i ter- 
mini È, (oppure coÉ;). Invece, i termini œẸ, (0 œ~Ẹ;) compaiono 
sotto forma di prodotti del tipo S,gvaYp e non sono vietati da consi- 
derazioni di simmetria. 

Nella sezione d’urto i termini proporzionali alla polarizzazione 
elettronica $ non sono vietati per parità: tali termini potrebbero 
essere formati come prodotti di due vettori assiali: &v. Tuttavia, 


1) Noi consideriamo un processo nel sistema del laboratorio, dove p = 0, 
p' = k — k’. È evidente che le conseguenze delle richieste di simmetria che ci 
interessano (presenza o assenza nella sezione d’urto di questi o di quei termini) 
non dipendono dalla scelta del sistema di riferimento. 
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questi termini non devono comparire nella prima approssimazione 
non nulla della teoria delle perturbazioni in conseguenza del fatto 
che in questa approssimazione la matrice di diffusione è hermitia- 
na ($ 72). 

In virti di questa proprietà, il quadrato dell’ampiezza di diffusio- 
ne (e quindi anche la sezione d’urto) non cambia per lo scambio degli 
stati iniziale e finale. Allo stesso tempo la sezione d'urto: deve essere 
invariante rispetto all’inversione temporale: scambio degli stati 

. iniziale e finale con simultaneo cambiamento di segno dei vettori 
impulso e momento angolare di tutte le particelle (i parametri di 
Stokes È,, È», Éa per questa trasformazione non cambiano; vedi $ 8). 
Combinando queste due richieste concludiamo chef nell’approssima- 
zione considerata la sezione d’urto non deve cambiare per il cambia- 
mento simultaneo del segno di tutti gli impulsi e momenti angolari 
senza lo scambio degli stati iniziale e finale, cioè per la trasforma- 
zione 


k —> —k, k' a —k', È —>— È, lg >» —b' (87,26) 


senza variazione dei parametri §, $'. 

La trasformazione (87,26) cambia il segno del prodotto èv, 
e quindi nemmeno tali termini possono figurare nella sezione d’urto. 
Sottolineiamo, tuttavia, che questo divieto non è una conseguenza di 
severe richieste di simmetria e perciò può essere violato nelle 
approssimazioni successive della teoria delle perturbazioni. 

Tra i termini di correlazione doppia tra le polarizzazioni di 
fotoni tra loro, la simmetria relativa alla parità vieta solo i termini 
della forma &,é3 e ÉsÉs, mentre per quanto riguarda; la correlazione 
tra fotoni ed elettroni nessun termine è vietato. Tuttavia, tutti i ter- 
mini del tipo E,E,, &16, É3$ sono vietati al primo ordine dalla! ri- 
chiesta di invarianza rispetto alla trasformazione (87,26). Ad esem- 
pio, i termini del tipo &,É, e E,$ si potrebbero comporre (dal punto di 
vista della conservazione della parità) a formare degli scalari: 
EsSagfavs e (Sapfavg) (Ek); queste combinazioni, tuttavia, cambia- 
no segno per la trasformazione (87,26). 

Termini correlativi permessi, del tipo È,$, possono essere formati 
come prodotti della forma È,($X). I vettori polarizzazione degli 
elettroni entrano in questi termini solo sotto forma di proiezioni 
nel piano di diffusione. 

Infine, una serie di relazioni tra i coefficienti nei termini permessi 
discende dalle richieste connesse alla universalità di crossing. I ca- 
nali di reazione, che differiscono per lo scambio dei fotoni iniziale 
e finale, corrispondono allo stesso processo: diffusione' di un fotone 
su un elettrone. Perciò il quadrato del modulo dell’ampiezza, e quin- 
di anche la sezione d’urto di diffusione, devono essere invarianti 
rispetto alla trasformazione, che esprime il passaggio da uno dei 
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canali ad un altro 
ke -k, e e* 


per impulsi e polarizzazione invariati degli elettroni. In forma tri- 
dimensionale questa trasformazione equivale alla sostituzione 


o >+-- 0’, k «k, 
EH > i, 6be>-b be>h 


Il cambiamento di segno del parametro È, è evidente dall’espressione 
E, = ilee*]n, nella quale il vettore [ee*] cambia segno nella sosti- 
tuzione e ++ e*, e il vettore n=X/o per la sostituzione k ++ — k, 
© +» — w non cambia. La trasformazione (87,27), non interessando 
gli impulsi degli elettroni, lascia inalterato il sistema del laboratorio. 
Perciò la sezione d'urto (87,22) non deve cambiare la sua forma per 
questa trasformazione; le formule (87,12), (87,22-23) soddisfano effet- 
tivamente questa condizione. 


(87,27) 


$ 88. Annichilazione in due fotoni di una coppia elettronica 


L’annichilazione di un elettrone e di un positrone (4-impulsi 
p- e p+) accompagnata dalla produzione di due fotoni (kı e k) 
è rappresentata dai due diagrammi 


A a E 
88,1 
ka © -- -Pp * ho Pi (31) 
Essi differiscono dai diagrammi di diffusione di un fotone su un elet- 
trone per la sostituzione 


pè P~, P +» —py.,k-+ —k, k' > ky (88,2) 


I due processi sono due canali incrociati di una stessa reazione (gene- 
ralizzata). Dopo la sostituzione (88,2) gli invarianti cinematici 
(86,2) assumono la seguente forma: 


s= (p-— k)’, 
t = (p-+ P+)? = (k, + ka)?, (88,3) 
[u = (p-— ka)”. 


a la diffusione del fotone era il canale s, l’annichilazione è il cana- 
e t 

, Il quadrato | M;; |? per l’annichilazione (mediato sulle polarizza- 
zioni degli elettroni e sommato sulle polarizzazioni dei fotoni), 
espresso attraverso gli invarianti s, u,"coincide con l’analoga quanti- 
tà per la diffusione, cambiando unicamente il significato degli inva- 
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rianti!). Nella formula per la sezione d’urto (65,23), nei moltiplica- 
tori di |M;; |? occorre fare la sostituzione s ++ t, e per la quantità T, 
secondo la (65,15a), abbiamo ora I? = 1/4 t (t — 4m?). Effettuando 
le corrispondenti modifiche nella formula (86,6) otteniamo come 
risultato la sezione d'urto di annichilazione 

m2 ds m2 m2 2 
do = 8nrè t(t— PEN {( TS. T a) na 


1 {f s—m? u — m2 
+( 2, Lara Lia )z ( u— m2 + s— m2 ) k (88,4) 
Il dominio fisico del canale di annichilazione è il dominio II nel- 
la fig. 9. Per un dato # (cioè per una data energia nel sistema del bari- 


centro) l’intervallo di variazione di s è determinato dall’equazione 
su = mò, che insieme con la relazione s + t + u = 2m?, dà 


-44 VEE msm — 4+ ViM). (88,5) 


L'integrazione dell'espressione (88,4) è elementare; il risultato 
deve essere ancora diviso per 2 per tenere conto della identità delle 
due particelle finali (due fotoni). In tal modo, otteniamo 

2nr? n Vtv 4 
ENET 2 = 
ang @+& al ee 
—=(+4) VTA |, (88,6) 


dove t = t/m? (P. A. M. Dirac, 1930). 
Da qui, nel limite non relativistico (t + 4), troviamo 


nr? 
o = Erer (88,7) 


Nel caso ultrarelativistico (t + œo) si ha 


o= 


(88,8) 


g= 


Nel sistema del laboratorio, dove una delle particelle (per esempio, 
l’elettrone) prima dell’urto si trovava in quiete, l’invariante t è 


q=2(1+%), =., (88,9) 


Le formule (88,6-8) danno la dipendenza della sezione d’urto totale 
dall'energia del positrone incidente: 


nr? 2 =z 
oute TÉT AEL zm) 2+3 | 
=- yr (tV) T i (88,10) 


1) Inoltre si tiene conto del fatto che fotoni ed elettroni hanno lo stesso 
numero di polarizzazioni indipendenti (due) e perciò è inessenziale rispetto a 
quali polarizzazioni si esegua in| My; |? la media e rispetto a quali la sommatoria. 


INTERAZIONE DI ELETTRONI CON FOTONI 43t 


In particolare, nel limite non relativistico!) 
2 
Te (non rel.) (88,11) 


e 
Vi 


o = 


dove v+ è la velocità del positrone. 
Nel sistema del baricentro l’elettrone, il positrone e i due fotoni 


hanno la stessa energia e = ©. Gli invarianti sono 
m? — s = 2e (e — cos), m?—u =2e (e cos 0), 
(e—|p|cos0) (e+| p |cos6) (88,12) 
t = 4e?, 
dove 0 è l'angolo tra gli impulsi dell'elettrone e di uno dei fotoni. 
Sostituendo nella (88,4) otteniamo la distribuzione angolare dei foto- 
ni di annichilazione 


ram? r e24p2(1+ sen? @) 2p4 sent 0 
do=7% IpiL 2p? ea | do. (88,13) 


Nel caso ultrarelativistico questa distribuzione ha dei massimi 
simmetrici nelle direzioni 0 = 0 e 0 = n. Nelle vicinanze del punto 


0 = 0 abbiamo 
r3m?do 
do ~ 2e2 (02 -+ m2/e2) ° 
La sezione d’urto totale si ottiene dalla (88,6): 
2 1-2 (e In 14+v -22-»2)], (88,15) 


(ultrarel.) (88,14) 


SIM v 1-v 
dove v = | p e = Ve? — m?/e è la velocità delle particelle colli- 


denti. 
Non esamineremo qui dettagliatamente gli effetti di polarizza- 


zione nell’annichilazione?). Ci soffermeremo solo su alcune caratte- 
ristiche qualitative di questi effetti nei casi limite di grandi e piccole 
velocità v delle particelle collidenti. Esamineremo il processo nel 
sistema di riferimento del baricentro. 

Nel limite v + 0 un contributo non nullo alla sezione d’urto è da- 
to solo dallo stato Z = 0 (con l intendiamo al solito il momento ango- 
lare orbitale del moto relativo). Ma lo stato S del sistema « elettro- 
ne + positrone » ha parità negativa (vedi problema al $ 27). Negli 
stati dispari di un sistema di due fotoni le loro polarizzazioni sono 
mutuamente ortogonali ($ 9). 

Se l’elettrone e il positrone sono polarizzati, sempre per il caso 
non relativistico si può affermare che la loro annichilazione è possibile 


1) Questa formula, tuttavia, diventa inapplicabile quando v+, < % ® non è 
possibile trascurare l’interazione coulombiana tra le particelle componenti la 
coppia (cfr. fine $ 92). 

2) Cfr. L. A. Page, Phys. Rev. 106, 394 (1957); W. H. Mc Master, 
Rev. Mod. Phys. 33, 8 (1961). 
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solo per spin antiparalleli. Infatti, l’annichilazione avviene nello 
stato S e quindi il momento totale del sistema coincide con lo spin 
totale! delle particelle: 1 per spin paralleli e 0 per spin antiparalle- 
li. Un sistema di due fotoni non ha stati a spin totale 1 ($ 9). 

Nel limite ultrarelativistico (v +41) l’annichilazione di un 
elettrone'e di un positrone (dotati di elicità) polarizzati longitudinal- 
mente è possibile solo se le elicità hanno segno opposto!). In questo 
limite le particelle dotate di elicità si comportano come il neutrino 
(vedi fine $ 84), e quindi l’elettrone e il positrone che subiscono 
l’annichilazione devono essere analoghi al neutrino e all’antineutri- 
no; da qui discende l’affermazione fatta. 

L’annichilazione di un elettrone e di un positrone a elicità dello 
stesso segno può avvenire nel caso ultrarelativistico solo tenendo 
conto dei termini contenenti m. Come ordine di grandezza l'ampiezza 
di questo processo differisce del fattore m/e dall’ampiezza di anni- 
chilazione di una coppia con spin paralleli; la sezione d'urto diffe- 
risce rispettivamente del fattore (m/e)?. 


PROBLEMA 


Trovare la sezione d'urto di produzione di una coppia elettrone-positrone 
‘nell’urto di due fotoni (G. Breit, J. A. Wheeler, 1934). 

Soluzione. Questo processo è l'inverso dell’annichilazione a due fotoni di 
una coppia elettrone-positrone. I quadrati dell’ampiezza dei due processi sono 
«uguali e il loro legame con la sezione d’urto differisce solo per il fatto che ora 
I? = (kyk)? = 12/4. Perciò 
t— 4m2 


doprod = doan î 


Nel sistema del baricentro (t = 4e? = 40?) abbiamo 

doprod = V? dan; 
dove v è la velocità delle particelle componenti la coppia. Nell’integrazione per 
trovare la sezione d’urto totale occorre tenere presente la non identità delle due 


particelle finali (elettrone e positrone) e quindi non si deve dividere il risultato 
per 2, come nel caso dell’annichilazione. Perciò (nel sistema del baricentro) 


abbiamo 
T 2 
Oprod = 2020an'= DE (41-22) { (3-04) In Sa — 2v (2— v?) } i (4) 


1—v 


In un sistema di riferimento generico K, nel quale i due fotoni k, e ka vola- 
no uno incontro all’altro, (dall’invariànza di kk) abbiamo 
010: = 03, 
dove œ è l'energia dei due fotoni nel sistema del baricentro. Poiché nel sistema 
del baricentro le energie dei fotoni e delle particelle componenti la coppia 
coincidono, allora œ = e = m/V/1— v. Perciò per realizzare il passaggio al 


1) Poiché allo stesso tempo sono opposte (nel sistema del baricentro) le 
direzioni degli impulsi delle particelle, a elicità di segno opposto corrispondono 
spin paralleli. 
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sistema K occorre porre nella (1) 
i 2 
v=V 1 ei 
0102 


$ 89. Annichilazione del positronio 


In virti della conservazione dell'impulso l’annichilazione di un 
elettrone e di un positrone nel positronio deve essere accompagnata 
dall'emissione di almeno due fotoni. Questo decadimento, tuttavia, 
è possibile (nello stato fondamentale) solo per il parapositronio. Nel 
$ 9 è stato mostrato che il momento angolare totale di un sistema di 
due fotoni non può essere uguale a 1. Perciò l’ortopositronio, trovan- 
dosi nello stato 3S, non può decadere in due fotoni. Inoltre, poiché 
nello stato 85, il positronio costituisce un sistema di parità di carica 
dispari (vedi problema al $ 27), in base al teorema di Furry ($ 80) 
è impossibile un suo decadimento anche in un qualsiasi numero pari 
di fotoni. Invece nello stato *S, il positronio ha parità di carica 
pari e quindi è vietato il decadimento del parapositronio in un qual- 
siasi numero dispari di fotoni. 

In tal modo, il processo fondamentale che determina la vita media 
è l'annichilazione in due fotoni per il parapositronio e l’annichila- 
zione in tre fotoni per l’ortopositronio (I. Ja. Pomeranduk, 1948). 
La probabilità di decadimento può essere connessa con la sezione 
d'urto di annichilazione di una coppia libera. 

Gli impulsi dell'elettrone e del positrone nel positronio sono 
proporzionali a ~ me?/h, cioè sono piccoli rispetto a mc. Perciò 
nel calcolo della probabilità di annichilazione si può considerare il 
caso limite in cui le due particelle sono in quiete nell’origine delle 
coordinate. Sia o la sezione d’urto di annichilazione a due fotoni 
di una coppia libera, mediata sulle direzioni degli spin di ambedue 
le particelle. Nel limite non relativistico, secondo la (88,11)'), 


abbiamo 
2 2 
O2y =) (5) -, (89,1) 


dove vè la velocità relativa delle particelle. La probabilità di annichi- 
lazione Wy si ottiene moltiplicando 0,, per la densità di flusso, 
uguale a v | + (0) |?. Qui y (r) è la funzione d'onda, normalizzata a 1, 
dello stato fondamentale del positronio 


4 sa 2 2 
ve aa (89,2) 


(il raggio di Bohr a del positronio è due volte maggiore del raggio 
dell'atomo di idrogeno, poiché la massa ridotta è due volte minore). 


1) Le formule (89,1-7) sono scritte in unità ordinarie. 
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Questa probabilità, tuttavia, corrisponde allo stato iniziale mediato 
sulle direzioni degli spin. Nel positronio, invece, solo uno dei quat- 
tro stati di spin possibili per un sistema di due particelle (a spin 
totale 0) è atto all’annichilazione a due fotoni. Perciò la probabilità 
media di decadimento Wz, è connessa alla probabilità di decadimen- 


to del parapositronio wọ dalla relazione Way = woyl4. In tal modo 
wo=4|% (0) |? (V02,)a-0- (89,3) 


Sostituendo qui i valori presi dalle (89,1-2), per la vita media del 
parapositronio otteniamo 

To= — y = 1,238.10 s, (89,4) 

Notiamo che la larghezza del livello Tọ = Ē/To è piccola rispetto 


alla sua energia 

met a? 
Ri Pea 2 
| Erona | = 7 me x 


Proprio questo fatto permette di considerare il positronio come un 
sistema quasi-stazionario. 

Analogamente si trova che la probabilità di decadimento dell’or- 
topositronio è connessa alla sezione d'urto, mediata rispetto agli spin, 
di annichilazione in tre fotoni di una coppia libera dalla relazione 

4 — 4 z 
Ww = 3 W3y = 3 [ Yp (0) |2 (VO 3y)v>0 (89,5) 
(3/4 è il peso statistico dello stato a spin 1). Anticipiamo qui la 


relazione 


— {4 (n2 — 9) e2 \2 
n= a (-) (89,6) 


Quindi la vita media dell’ortopositronio vale 


Ti =r = 1,4 -1077 s. (89,7) 
La disuguaglianza [4 & | Etona | è in questo caso osservata, ovvia- 
mente, in misura ancora maggiore che per il parapositronio. 
Eseguiamo ora il calcolo della sezione d’urto di annichilazione 
a tre fotoni di una coppia libera (A. Ore, J. L. Powell, 1949)*). 
Secondo la (65,18) la sezione d’urto del processo considerato si 
esprime nel sistema del baricentro attraverso il quadrato dell’am- 


1) Un altro canale di questa stessa reazione è il doppio effetto Compton: 
e + y —> e + y + y (per la sezione d'urto di questo processo vedere F. M a n d 1l, 
T.H.R.Squirme, Proc. Roy. Soc. A 215, 497 (1952). 
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piezza mediante la formula 
doz = ea Hnt g (k1 + ko + ks) ô Xx 


d3ky d3ka d8k 
x (01, +02 +03 — 2M) ato dodo, , (89,8) 


dove, secondo la (65,16), Z = 2m- 5v = m?v, e v è la velocità rela- 


tiva del positrone e dell’elettrone (che noi supponiamo piccola); 
Ki, ka, Kg e 01, 03, ©3 sono i vettori d'onda e le frequenze dei fotoni 
emessi; le funzioni ô esprimono le leggi di conservazione dell'energia 
e dell'impulso. In virtù di queste leggi le tre frequenze 01, ©2, Oş 
devono potersi rappresentare come le lunghezze dei lati di un trian- 
golo di perimetro 2m. In altre parole, le quantità k, ks, kg e gli 
angoli che essi formano tra loro sono determinati dall’assegnazione 
di due frequenze. 
All’annichilazione a tre fotoni corrisponde il diagramma 


hi p: 
ky --—-- 
ks STO P, 


e ancora cinque diagrammi che si ottengono cambiando di posto i:fo- 
toni kı, ka, k3. Scriviamo l'ampiezza corrispondente nella forma 


M ii se (4n)? epee Pu (— pa) Qu (p-), (89,9) 
dove 
ui PG (ks cei P+) yG (p-- kı) Y 5 (89,10) 


e la somma viene eseguita rispetto a tutte le permutazioni degli 
indici dei fotoni 1, 2, 3 accompagnate da permutazioni analoghe dei 
corrispondenti indici tensoriali Auv. Il quadrato del modulo dell’am- 
piezza, mediato sulle polarizzazioni dell’elettrone e del positrone 
e sommato sulle polarizzazioni dei fotoni, è 


$ D My P= (4)? Tr {0400 Orn), (89,11) 


polar 
dove 


1,5 {2 
p-=3 (P-+ m), p+= 5 (P+— m). 


Le matrici Q^e? differiscono dalle matrici Q* per l'inversione del- 
l ordine del fattori in ciascun termine della somma. Noi siamo interes- 
sati al caso limite di velocità piccole dell'elettrone e del positrone, 


28+ 
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e possiamo quindi porre p- = p+ = (m, 0). Allora per le funzioni 
elettroniche di Green abbiamo 
__P—k+m ___, —ktm(y0+1) 
G (p-— ky) =P kh m e E ecc., 


mentre le matrici densità si riducono all'espressione 
m 
pz = 7 (#41). 


Moltiplicando i valori nella (89,11) tra di loro compare un gran 
numero di termini. Tuttavia, il numero dei termini da calcolare può 
essere sensibilmente diminuito se si utilizzano appieno le proprietà 
di simmetria rispetto alla permutazione dei fotoni. Ad esempio, basta 
moltiplicare sei termini in Q* (89,10) per un solo termine (qualsia- 
si) in Qxuv. Nelle sei tracce, che in tal modo restano, si possono 
sempre evidenziare alcune parti, che si trasformano l’una nell’altra 
per le diverse permutazioni dei fotoni. I prodotti dei 4-vettori p, 
kı, ka, ks che compaiono sviluppando le tracce, si esprimono attra- 
verso le frequenze @©,, 03, 03. Poiché p = (m, 0), allora pk, = 
= mo;, . . . Invece i prodotti kika, . . . si determinano dall’equazio- 
ne di conservazione del 4-impulso: 2p = k, + ka + &g; così, riscri- 
vendo questa uguaglianza nella forma 2p — k; = kı + k, ed ele- 
vandola al quadrato otteniamo 

Kika = 2m (M— O3), ce. (89,12) 


Al termine di un calcolo abbastanza lungo si ottiene 


3 Di IM pa |= (4n)? e6-16 [(ERt)+(c_2 + (Ea }] 


0203 
polar 


Sostituendo questa espressione nella (89,8), otteniamo la sezione 
d'urto differenziale di annichilazione a tre fotoni 


- es m— 04 2 m — Oz 2 m— O3 2 
don = n2m2v [( 10903 +( 0103 ) +( 0109 ) ]x 
Bk d3ka d3kg 
xô (Za + ko + k3) ô (04 +o: +03 —2m) raga (89,13) 
‘Qui dobbiamo ancora eliminare le funzioni è. La prima di esse 
viene eliminata con l'integrazione in d'kș; sostituiamo quindi tutti 
gli altri differenziali 


Pki Ëk, + 4na? dwr. 211074 (cos 012) dos, 


dove 0,, è l'angolo tra k, e 73; è sottinteso che è già stata effettuata 
l'integrazione rispetto alle direzioni di k, e all’azimut di kÆ, rispetto 
a k,. Derivando l'uguaglianza 


a= V o 4 03 + 20,0, C08 Oiz» 
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troviamo 
dos. 


dcos O = TICA 
Integrando in dos eliminiamo la seconda funzione ô. Come risultato 
otteniamo la sezione d’urto per l’annichilazione con produzione di 
fotoni di energia fissata nella forma 
41 866 m — O3 2 m — dg 2 m— Qi j} 

dos =F pm? vm? {( 0102 ) +( QaOg ) + 1 dodo (89, 14) 
(avendo presente la successiva integrazione rispetto alle frequenze, 
qui è stato introdotto il fattore 1/6, che tiene conto della identità 
dei fotoni; cfr. nota a pag. 300.). 

Ciascuna delle frequenze ©%,, ©s, 03 può assumere i valori tra 0 
e m (il valore m è assunto da due frequenze quando la terza è nulla). 
Per un dato @, la frequenza œ, varia tra m — œ, e m. Integrando la 
(89,14) in do, tra questi limiti, otteniamo la distribuzione spettrale 
dei fotoni di decadimento 


yf (01) do, 


di TRN 


F (0) =- m 5 (m — 0); zona T 
2m — 0 2m (m — @) 
tio [o i oa AL of sa 


2m (m— ©4)? m_ 0i 
= 


La funzione F (©) cresce mono- 
tonamente da zero per œ, = 0 
fino a 1 per œ, = m; nella fig. 16 Fig. 16 
è riportato il grafico relativo. 

La sezione d’urto totale di annichilazione si ottiene integrando 
la (89,14) rispetto alle due frequenze: 


o Tom 
Ta =- 3 | f Aei Tomi hi o 


010 


dogy= 


L'integrale che compare qui è uguale a (n? — 9)/3 e si arriva quindi 
alla formula già riportata (89,6). 


$ 90. Radiazione di frenamento di un elettrone diffuso 
su un nucleo. Caso non relativistico 


Il presente e alcuni dei paragrafi seguenti sono dedicati all’im- 
portante fenomeno della radiazione di frenamento: radiazione che 
accompagna l’urto di particelle. Noi inizieremo dall’urto non relati- 
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vistico di un elettrone su un nucleo. Supporremo che il nucleo riman- 
ga fisso, cioè studieremo la radiazione associata alla diffusione di 
un elettrone nel campo coulombiano di un centro fisso (A. Sommer- 
feld, 1931). 

Prendiamo come punto di partenza la formula (45,5) per la pro- 
babilità di radiazione di dipolo 


03 
du=-—|e*d;; |a dox. (90,1) 


Nel caso considerato gli stati iniziale e finale dell’elettrone appartene 
gono allo spettro continuo, e la frequenza del fotone è 


1 7 
= (p°— p”), (90,2) 


dove p = mv e p'=mv' sono gli impulsi iniziale e finale dell’elettro- 
ne. Se le funzioni d’onda iniziale e finale dell’elettrone sono norma- 
lizzate con « una particella nell’unità di volume V = 1», allora 
l’espressione (90,1), moltiplicata per d*p'/(2x)? e divisa per la densi- 
tà del flusso incidente v/V = v, darà la sezione d'urto dox,: di emis- 
sione del fotone % nell'angolo solido dox con diffusione dell’elettrone 
nell'intervallo di stati d*p’. Sostituendo all’elemento di matrice del 
momento di dipolo d = er l’elemento di matrice dell’impulso secon- 
do la relazione 


da= — £ Pis 


io m 
scriviamo l’espressione per p pozione d’urto nella forma!) 


dOkp’' = Le mp | e *Dii |? dok dp , (90,3) 


dove 
= | pippi de= —i | yvy dz. 


Come funzioni w; e p; è necessario usare le funzioni d'onda esatte 
in un campo coulombiano attrattivo, scegliendo quelle che asintoti- 
camente contengono un'onda piana e un'onda sferica; in w; Ponda 
sferica deve essere convergente e in w; divergente (vedi III, $ 136). 
Queste funzioni hanno la forma 


pi = A;ei2"F (iv, 1, i(pr—pr)), Y= zen ; 
zeam (20,4) 
in“ st . t r r em 
wy=Axe*F(—iv, 1, —i(pr+pr)), v =E 
con i coefficienti di normalizzazione 
A= e™hRI (1—iv), A;=eRT(1-biv'). (90,5) 


1) In questo paragrafo si usano le notazioni p = | p |, p=] p'l. 
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Notando che 
b š $ r r 
VF (iv, 1, i (pr—pr))=i (pt) p= (S) 
scriviamo il gradiente Vy; nella forma 
=i ipr P. (2E 
Vý: = ipp: — 4e" — (5 J 


Moltiplicando per ọž e integrando, il primo termine si annulla in 
virtù dell’ortogonalità delle funzioni w; e p;. Perciò per l'elemento 
di matrice p;; abbiamo 
; GA 
Pri = iA;A;p dp’ (90,6) 
dove J denota l'integrale 


s= 


elia” 


F (iv', 1, i(p'r+ p'r))F (iv, 1, i(pr— pr)) dz, (90,7) 
a=p'— p. 

Abbiamo portato 0/0 p fuori dal segno di integrale poiché è sottinteso 

che nella derivazione di J le quantità v, v’, q devono considerarsi 

come dei parametri indipendenti e soltanto dopo che si è eseguita 

la derivazione si deve esprimere v e q attraverso p. 

L’integrale viene calcolato mediante la sostituzione di ciascuna 
delle funzioni ipergeometriche confluenti con le rispettive rappresen- 
tazioni in forma di integrali curvilinei. Noi riportiamo qui solo il 
risultato!): 


r 


J=BF (iv', iv, 1, 2), 
B= 4ne-™ (—g?— 2gp)” (2 — 2gp) ™ (gt, 
— 9 2° (pp'+pp')—2 (ap) (ap) 
z=2 apata) (209) 
Qui F (iv', iv, 1, z) è la funzione ipergeometrica completa. 
Dopo la derivazione nella (90,6) si può porre qg = p'— pez 
assumerà la forma 


z= 245. P=(p— p} (1—3) (90,9) 


(z <0). Notiamo anche che 

—g?— 2q p = 8—2 p' = pP — p'?>0. 
In conclusione per l'elemento di matrice troviamo la seguente espres- 
sione definitiva: 


Barrie Vv +p \-ivtv) 
GO O GEE: i E a 
Pri TAI p FP) ( prp ) do 


x (1—2)**9?7! livpaF (2) +(1—2) F' (2) (p'o—pp')}, (90,10) 
1) Per i calcoli vedere A. Nordsieck, Phys. Rev. 93, 785 (1954). 
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dove per brevità si è indicato 
F(2)= F (iv', iv, 1, 2). (90,14) 

La sezione d'urto si ottiene sostituendo la (90,10) nella (90,3), 
ma la formula generale è molto complessa e difficilmente visualizza- 
bile. Perciò noi passeremo subito a calcolare la distribuzione spettra- 
le della radiazione, integreremo cioè la sezione d’urto rispetto alle 
direzioni del fotone e dell’elettrone finale. 

L'integrazione in dox e la sommatoria sulle polarizzazioni del fo- 
tone si riduce al calcolo della media sulle direzioni e e alla moltiplica- 
zione per 2-4n, cioè alla sostituzione 


8a 
eek dor + a dine 
A questo punto la sezione d’urto assume la forma 
boe? 2 Bp' ve?p' 


dope = -3pm dii P -ans = Gp lP do dop. (90,12) 


Calcoliamo il quadrato | pj; |? usando le formule (90,9-11) e tenendo 
presente che 


hav ’ 


Irai) e=- 
Otteniamo 


| Pa P= 


327 (Ze?)2 m3 
P(p+-p)? (p— p) (e?) (e? 1) 
x fe rpa r pHi E (FER) } e (00,43) 


Per l'integrazione della sezione d’urto (90,12) in dop, = 27 sen ® dd 
passiamo dalla variabile ® (angolo di diffusione) alla variabile 


x 


ESN E ser 
z p-p% (1— cos), dop, + T dz. 


Per calcolare l’integrale in dz trasformiamo l’espressione tra paren- 
tesi graffa nella (90,13). Secondo l’equazione differenziale delle 
funzioni ipergeometriche (vedi III (e, 2)) abbiamo 


z(4-2)F+{1—-(1 +iv+iv)z] EF +w'F=0, 
z (1—2) F"* + [1— (1—iv— iv") z] F*+vvF*=0. 
Moltiplicando queste due equazioni rispettivamente per F* e per F 
e sommando otteniamo 


(1—2) (i: (P'F*+ F'*F)— 2z |F' 2+ 


£ a (F'*F—F'F*)+ Da |FR]=0. 
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Da qui si vede che l’espressione tra parentesi graffa nella (90,13) 
è uguale a 
(...3=>—-34 (FE FR”) (90,14) 


e si può integrare direttamente. 

Mettendo insieme le formule ottenute, troviamo l’espressione de- 
finitiva della sezione d'urto per la radiazione di frenamento nell’in- 
tervallo di frequenze do!) 

bán? me p 
dog = Zar? —— | 

di 3 epp p % 

1 d , do 
(FIr Or) T (90,15) 


oma INT 
(4 — e 29 ) (eT —1) 


dove 
2 Ze? — o 
Zame Ze , e , y z Imho, 


p hv * =m’ 


F= F (iv, iv 1,8), E= “Gila: 


La formula quantistica (90,15) deve coincidere con il risultato: 
della teoria classica (vedi II, $ 70) nel caso limite in cui v 1 
e ho< p?/2m (la prima di queste disuguaglianze è la condizione di 
quasi-classicità del moto dell'elettrone nel campo coulombiano, e la 
seconda è la condizione di quasi-classicità dell'elemento di matrice 
di transizione). Per effettuare il passaggio al limite occorre ricavare 
le espressioni asintotiche delle funzioni ipergeometriche per grandi 
valori dell'argomento e dei parametri, cosa su cui noi non ci soffer- 
meremo. 

Esaminiamo il caso limite in cui ambedue le velocità v e v 
sono talmente grandi che v & 1 ev’ «& 1 (ovviamente, però, si ha sem- 
pre v< 1 e quindi Za « v<« 1; questo è possibile solo se; Z è picco- 
lo). In questo caso, per il calcolo della derivata F’(Ẹ) usiamo la for- 
mula 


È Fa, B v = ÉF (a41, B41, +1, 2), 


che si può facilmente ottenere mediante una semplice derivazione 
della serie ipergeometrica. Abbiamo 


F' (8) niveivE(1,4,2, = In (1—t) 


(l’ultima uguaglianza è evidente da un confronto diretto delle corri- 
spondenti serie). Per la funzione stessa F (È) abbiamo semplice- 


mente _ 
F (£) IF (0,0, 1, E)=1. 


1) Scriviamo le formule (90,15-19) in unità ordinarie. 
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Come risultato dalla (90,15) otteniamo 


dos = -È Z?ar? È In ELE di 
Ze? Ze ,. 
KI, KI (90,16) 


Il fatto che v e v’ sono quantità piccole ci garantisce che la con- 
dizione di applicabilità dell’approssimazione di Born nel caso dell’in- 
terazione coulombiana è soddisfatta. Perciò la formula (90,16) si 
‘ottiene più facilmente con un calcolo diretto a partire dalla teoria 
«delle perturbazioni (vedi problema 1). 

Esaminiamo ora il caso in cui l’elettrone veloce (v<« 1) perde 
nella radiazione una parte notevole della propria energia, e quindi, 
D'& v, e v’ può anche non essere piccolo. Allora 


ad £<1, FES F, 0,4, 81, 
FO=-WF(1+iv,1,2)=a-w, 


æ la sezione d’urto è 


_ 64n y3 c\} : E 
don= 3 Zare ( =) 1 exp(— 2nZe/iv) ©’ 

Ze? Ze? _ 

e A, a. (90,17) 


Per v'& 1 questa formula porta alla stessa espressione asintotica 


32 w d 
doo =- Zar? CU CO 


v o? 

‘della formula (90,16) per v'«& v. Perciò le formule (90,16-17) 

«coprono insieme (per v & 1) tutta la gamma dei valori di v’. 
Per œ + © (dove Zio, = mv?/2) la velocità v’ + 0 e v’ + œ. 

{n questo limite la (90,17) dà 


1287 


dog = 3 


3 
Zarri (PA, (90,18) 
In tal modo, do,/do tende per œ + w, ad un limite finito. Questa 
«circostanza può essere spiegata con considerazioni analoghe a quelle 
esposte nel III, $ 147. Da un punto di vista fisico essa è dovuta al 
fatto che la frequenza œ = @ costituisce la « frontiera » solo per lo 
spettro continuo della radiazione di frenamento. L’elettrone può ir- 
radiare anche frequenze © > @, passando in uno stato legato. Ma 
gli stati legati fortemente eccitati in un campo coulombiano diffe- 
riscono poco per le loro proprietà dagli stati liberi vicini alla loro 
frontiera. Perciò la frontiera che separa lo spettro continuo dallo spet- 
tro discreto non è, in sostanza, un punto fisicamente privilegiato. 
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Tutte le formule scritte si riferiscono ad un campo coulombiano 
attrattivo. La sezione d’urto di radiazione in un campo repulsivo si 
ottiene dalla (90,15) mediante la sostituzione v + —v, v'+> —v'. 
In questo caso, in particolare, la formula nel limite dell’approssima- 
zione di Born non cambia affatto. Invece, nel limite v & 1, v+ œ, 
al posto della (90,18), otteniamo 


doa = 41287 Zar? (=y exp ( _ Vme aZa ) h do (90,19) 


5 Vilo) m?’ 


cioè la sezione d’urto differenziale tende per œ + ©) a zero secondo 
una legge esponenziale. Questo risultato è anch'esso naturale: in un 
campo repulsivo gli stati legati mancano e la frequenza © = @ọ 
è una frontiera reale dello spettro di radiazione. 


PROBLEMI 


4. Trovare nell’approssimazione di Born la sezione d’urto di radiazione di 
frenamento nella diffusione non relativistica di due particelle aventi valori 
differenti del rapporto e/m. 

Soluzione. Il momento di dipolo di due particelle di carica e,, es e massa 
my, m, nel sistema del loro baricentro è 


mi mg 
mm o . 
dove p = 122 r = r, — Tra. Da qui troviamo 
mı + ma 
.. e e xe e e (414 
d=(&- 2) ur=—( i 22)y 102, 
m4 mg ma Ma r 
L'elemento di matrice 
4 e p— p’? 
dpp = T (Dpp? o= pm 


{p=pv, p'=pv' sono gli impulsi del moto relativo) viene calcolato rispetto 
alle onde piane!) 


mediante la formula 


Come risultato otteniamo 
__ eefe eo \2u p en 20 
dO kp = na (1-2) ni ed (e 2) © oa 


Dopo la sommatoria sulle polarizzazioni la distribuzione angolare della 
radiazione è data dal fattore sen? 8, dove © è l'angolo tra la direzione del fotone 
k e il vettore g, che giace nel piano di diffusione (45,4a). 


1) La sostituzione di due particelle con una avente massa ridotta è legitti- 
ma, ovviamente, solo nel caso non relativistico, 
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Dopo l'integrazione sulle direzioni del fotone otteniamo 
16 ei eo \2v' do sen 0 d0 
Se Vel cutanee E e reo e 
d0w00= -3 eie ( mi 2) v © pv? — 2w così? 

dove è l'angolo di diffusione. Infine, l'integrazione in dð dà 
16 5/6 ez Yah v+v do 


m mg v2 v—v o°’ 


Perla radiazione nel campo di un centro coulcembiano fisso questa formula coin- 
cide con la (90,16). 

2. Trovare in approssimazione di Born la sezione d’urto di radiazione di 
frenamento nella diffusione non relativistica di due elettroni 1). 

Soluzione. In questo caso la radiazione di dipolo manca e quindi occorre 
prendere in considerazione la radiazone di quadrupolo. Nella teoria classica la 
distribuzione spettrale dell'intensità totale della radiazione di quadrupolo 
è data dalla formula 


4 ... 
lo=%90 | ( Diro P: 


dove Dip = Ze (Bzizp — rô;p) è il tenscre del momento di quadiupolo del 
sistema di cariche?). Per due elett1oni nel sistema del loro baricentro abbiamo 


D;n= $ (3zizh—T?Õik), Tr =Tr1— T2. 


Nel passaggio alla teoria quantistica occorre sostituire le trasformate di Fourier 
con gli elementi di matrice (cfr. quanto detto nel $ 45 sulla radiazione di dipolo), 
econ una opportuna normalizzazione delle funzioni d'onda (onde piane), dividendo 
per l'energia del fotone œ, si ottiene la sezione d'urto di radiazione con diffu- 
sione degli elettroni nell’intervallo di stati dp’: 

1 e.. dip 
dop =g | Pia) p'o P v (27)? * 


, 


dove v = 2p/m è la velocità iniziale del moto relativo; la frequenza irradiata 
è o = (p? — p'?)/m. 
L'operatore D;, si calcola mediante una tripla commutazione dell’ operatore 


Di, con l’hamiltoniano 
pa, e2 
H=+— 
m r 
ed è uguale a 3) 
“ee 2e3 Zi Ti Tk Th 
ir=— |6 (5 Pr + Pr 1) +6 (E pi+pi 2-3 Da 


XjXhT iT zı x 
—9 (157 ptp SE )— ôi (7 n+) |. 


1) La’ velocità di collisione v soddisfa le condizioni a < e?/ħv < 1. Il caso 
classico (e?/hv > 4) è stato esaminato nel problema al $ 74 del vol. II. 

2) Questa formula si ottiene dalla II (71,5) allo stesso modo come la II 
(67,141) si ottiene dalla II (67,8). 

3) Questa espressione è analoga alla formula classica che si sarebbe ottenuta 

Tre O 463 Zi Th TiTh 1 
Din= 7 [655 Pa +6 3 Pi-9 Go Proa npr |, 
derivando D;, tenendo conto dell'equazione classica del moto 
m er 


— r= 


2 r3 


INTERAZIONE DI ELETTRONI CON FOTONI 445 


Tenendo conto dell'identità delle due particelle (elettroni) gli elementi di 
matrice vengono calcolati rispetto alle funzioni d'onda 


1 
Pp = Vv? 


: P nung NE: 
(ter tento”, gg ene), 
y2 


dove i segni -+ e — corrispondono a spin 0 e 1 degli elettroni (alla permutazione 


degli elettroni corrisponde la sostituzione r > —r). e 
Calcoli piuttosto complessi!) portano alla seguente formula per la distri- 


suzione spettrale della radiazione: 


4 3x2 412 (2 —x)t—7 (2 —z)2 z2 — 3x4 
dono" {= at Q-2Vizz 
X Arch 1 } D'ALTA dz, 
Ve È 
dove z = w/e, e =p?/m è l’enorgzia iniziale del moto relativo degli elettroni; 


la sezione d'urto è mediata sui valori dello spin totale degli elettroni. La sezione 
d'urto di perdita di energia per radiazione è 
1 € 
— I odon=8,1ar3. 
E 
0 
3. Trovare l'energia irraggiata nell’emissione da parte di un nucleo di un 
elettrone non 10lativistico nello stato s. 


Soluzione. La funzione d'onda dell'elettrone emesso dal nucleo è un'onda 
sferica divergente normalizzata secondo un flusso totale uguale all'unità: 


4 eipr 


ve or 
(vedi III (33,14). Come funzione d'onda dello stato finale dell'elettrone (dopo 
l'emissione del fotone) prendiamo l’onda piana 
iye”. 
L'elemento di matrice di transizione è 
Pii=(pi)* 7 ( forores) = | GRITTI a 


(niera si calcola secondo la (57,6a)). L'energia irradiata si ottiene dall a 
ormula .(45,8) moltiplicando per d*p’/(21)? e integrando sulle direzioni di p’ 
(operazione che si'riduce alla moltiplicazione per 47). In conclusione, otteniamo 
la distribuzione spettrale dell'energia irradiata: 


2e2v'3 
3w 


Per œ +0 la velocità finale dell'elettrone v’ + v e questa formula coincide, 
come doveva essere, con il limite non relativistico del risultato classico (vedi 


dE o = do. 


1) Per i calcoli vedi B. K. Fedjušin, ZETF 22, 140, (1952). 
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problema al $ 69 del vol. II). L'energia totale irradiata (in unità ordinarie) è 
4 v\2 
E= n° (2) ý 


dove e = m?/2 è l'energia iniziale dell'elettrone. 

4. Determinare l'energia irradiata nella riflessione di un elettrone non re- 
lativistico da parte di una « barriera di potenziale » infinitamente alta. 

Soluzione. Supponiamo che l’elettrone si muova normalmente alla barriera. 
Anche se il fotone può venire emesso in qualsiasi direzione, poiché nel caso non 
relativistico l'impulso del fotone è piccolo rispetto a quello dell'elettrone, si 
può assumere che anche l’elettrone riflesso si muoverà normalmente al piano 
della barriera. Supponiamo che la barriera si trovi in z = 0 e che l’elettrone si 
muova nel semispazio z > 0. Le funzioni d’onda degli stati stazionari del moto 
unidimensionale, normalizzate secondo la funzione è (p) (p = px), hanno la 
forma di onde stazionarie (vedi III, $ 21): 


o 00 
pi=—-È | senjp'x -Z sen px dr — 7P | sen p'x cos px d= — 2 aea 
0 0 


L'energia, irradiata in una riflessione dell’elettrone, si ottiene dalla (45,8) 
moltiplicando Lo dp' = dolv' e dividendo per v/2n (densità del flusso che'si 
sposta verso la barriera nella funzione iniziale w;): 


4oZez 2n do 8 


md | pri l? DT ev’ do. (1) 


dEo = 


Per piccole frequenze (0 « e = mr2/2) abbiamo v œ ve la (1) diventa la formula 
classica II (69,5) (che va integrata sugli angoli, tenendo presente che v = Av/2, 
dove Av è la variazione di velocità dell’elettrone nella riflessione); d'altra parte 
cosî deve essere, dal momento che nella riflessione da una barriera la condizione, 
che il tempo dell’urto II (69,1) sia breve, è in ogni caso osservata. La formula 
quantistica (1) permette, tuttavia, di trovare anche l’energia totale irradiata: 


e 
dEw 16. v2 
e=| Rara 
0 


(in unità ordinarie). 
$ 91. Radiazione di frenamento di un elettrone diffuso| 
su un nucleo. Caso relativistico 
Esaminiamo ora la radiazione di frenamento di un elettrone diffu- 


so su un nucleo nel caso in cui l’elettrone abbia velocità relativisti- 


1) Gli integrali di questo tipo devono essere intesi come limite però +0 
del valore che si ottiene introducendo nell'espressione integranda il fattore e-È®. 
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che!). Supporremo soddisfatta la condizione di applicabilità dell’ap- 
prossimazione di Born, cioè sia per la velocità iniziale (v) che per 
la velocità finale (v') dell’elettrone supporremo Ze°/fv< 1, Ze?/hv' & 
<« 1. In ogni caso la carica del nucleo non deve essere troppo grande: 
Za<« 1. 

Come nel paragrafo precedente, trascureremo il rinculo del nu- 
cleo e quindi il nucleo svolge solo il ruolo di sorgente di un campo 
esterno (per la giustificazione di questa omissione vedi $ 94). 

In accordo con la (65,25) la sezione d’urto del processo è 


3 n'd3 
do =| M; 8(e-e' —0) TEE, (94,1) 


Papis 
8|ple'@ 


Qui p, e e p’, e’ sono rispettivamente l'impulso e l'energia iniziali 
e finali dell'elettrone; k, œ sono l'impulso e l'energia del fotone. 
La funzione è viene eliminata con l'integrazione in de’; poiché p” 
e sono variabili indipendenti, l'eliminazione è semplice. Notando che 


dp' = | p'|e'de'do', dk = @*do dorg, 
occorre semplicemente sostituire 
ô (e—-e'— o) d'p'd'k+0?|p'|e' dorido’ do. 


Allora abbiamo 


do = Mni P ET dor do' do. (01,2) 


Nella prima approssimazione non nulla, all'elemento di matri- 
ce M;; corrispondono due diagrammi: 


Ex G q\ , 
X # 2 N 7 i 


x PI \ 
{EN JTN (91,3) 
p' P p' P 


Il terminale libero q corrisponde al campo esterno, e perciò g = p' — 

— p + k è il 4-vettore impulso trasferito sul nucleo. Trascurare il 

rinculo del nucleo significa che la componente temporale 9° è nulla. 
Dai diagrammi (91,3) abbiamo 

My=— PAP (Q) V Tn ein (v priat HYE) u. (91,4) 


1) La maggior parte dei risultati esposti nel seguito è stata ottenuta da 
Ha i Bethe, W. Heitler (1934) e indipendentemente da F. Sauter 
34). 
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I 4-impulsi intermedi sono f = p — k, f = p'+ k; introduciamo 
de notazioni 

fr-m?=—2kp=— 2x0, f?—m?=2kp'=2%'0. (91,5) 
A è il potenziale scalare del campo esterno; per un campo coulom- 


biano puro 
AR (q j= m. (91,6) 


Sostituendo nella (91,2) per la sezione d’urto troviamo 


a A eey & QUu) (u0'u') dos do' do, 


— 4n2 |p|ja' 
dove 
a 
Q" =y pEr v_- ye Ttm yu, v: 


OY — aW OYT 0 — o Î'+m vay IEM 

Q =y'Q Y Y 20x’ Y Y 20x ye 
Trascurando gli effetti di polarizzazione mediamo la sezione d'urto 
‘sulle direzioni dello spin dell’elettrone iniziale e sommiamo sulle 
polarizzazioni dell’elettrone finale e del fotone. Questo si effettua 
con 


ehe, Qu) (Uu) + Tr Qu (P+ m) O" (P' +m). 


Il calcolo della traccia si esegue secondo le formule standard ($ 22). 
Una certa semplificazione dei calcoli si può ottenere usando l’ugua- 


glianza 

Pp =p, 
dove p = (e, —p) se p = (e, p). Inoltre il numero di termini da 
calcolare si può ridurre se si tiene conto della simmetria rispetto 


alla sostituzione p +» p', k—> — k, q—> — q (questa sostituzione 
porta solo ad una permutazione ciclica dei fattori nel prodotto di 


matrici e quindi non cambia la traccia). 

Come risultato si ottiene la seguente espressione per la sezione 
d’urto differenziale di radiazione di frenamento con emissione di un 
fotone di data frequenza e direzione per una direzione fissata dell’elet - 
trone secondario”, 


Zar? p'm4 do , 
do = Jæ Pai o da do X 


x { i (2e 2e" — 2) +g (4-5 
-4 ( -EVE (bi) (EA) Mm 


% % 


1) Qui e nel seguito di questo paragrafo p, p', q indicano i valori assoluti 
dei vettori tridimensionali: p = | p |, p'=|p'|,9=|g]. 
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dove 
“=e—np, w=e —np' (n= klo), q=p'+k— p. 


Con una semplice trasformazione si può dare a questa formula una 
forma un po’ più comoda per l’analisi: 


Dr Zari do p'm2 
— 21 oœ pë 


‘2 2 
x { 27 (4e2— q?) sen? 0’ + È (482 — q?) senz 0 + 


sen 0 d0 sen 0’ dd’ dp x 


+ 2 (p° sen? 0 + p'? sen? 0') — 


— pedi (2e2 + 2e'2— q?) sen 0 sen 0" cos o} , (91,8) 
dove 
x=e—pcos@, x =e'— p'cos@', 
a = pP? + p'?-+ 02 — 2po cos 8 + 2p'@ cos 0’ — 
— 2pp' (cos 8 cos 0’ + sen 0 sen 0' cos gp); 


0 e 0‘ sono gli angoli tra Xe p e tra Ke p' rispettivamente; ọ è l'an- 
golo formato dai piani (k, p) e (k, p’). 

L'integrazione della (91,8) sulle direzioni del fotone e dell’elettro- 
ne secondario è alquanto laboriosa. Essa porta alla seguente for- 
mula per la distribuzione spettrale della radiazione!): 


7 24 p'2 
doo = Zary 2 E {È dee? è + 


© p p?p’? 
t ; w 8ee' 2 $ A , 
tme (LEHE fap) EL A a trai) 
2 Ud 2 , 12 
+e (ir )]}), 019 


dove 


fil Rel 
| ee'—pp'—m@° 
l= EE, V= mEt 
a e—p , a? e! =p . 
Ricordiamo che i valori possibili delle frequenze nelle formule otte- 
nute sono limitati solo dalla condizione imposta alla velocità finale 
dell’elettrone (Ze?/v' & 4): l’elettrone non deve perdere quasi tutta 


1) Anche l’integrazione sulle direzioni del solo elettrone secondario può 
essere eseguita analiticamente; vedi R. L. Gluckster n, M. H. Hull, 
Phys. Rev. 90, 1030 (1953). : ; 

Citiamo anche l'articolo di H. W. Koch,J.M.Mot z, Rev. Mod. Phys. 
H, 920 (1959), nel quale sono riportati i grafici delle formule della radiazione di 
renamento. 
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la propria energia. Per © + 0 la sezione d’urto di radiazione diverge 
come do/w; questa è la manifestazione di una regola più generale che 


verrà esaminata nel $ 95. 
Nel limite non relativistico (p < m) l'impulso del fotone è piccolo 
rispetto all’impulso dell’elettrone poiché 


12 — p2 
o=È TE <p. 


Perciò g? œ (p' — p)?. Ponendo nella (91,8) e = e’ = m e trascu- 
rando p, p', œ rispetto a m, otteniamo 

2 do p'm? , , 
do = pire- E sen 0 dô sen 0’ dO’ dọ x 


x (p? sen? 0+ p’? sen? 0" — 2pp' sen 8 sen 0' cos gp), 


oppure 


Z2&3 p' do, do' dœ 

do=- > lna ir (91,10) 
in accordo con la formula ottenuta in approssimazione di Born nel 
problema 1 $ 90. Corrispondentemente, anche per la distribuzione 
spettrale della radiazione si ottiene il risultato già noto (90,16)!). 

Nel caso ultrarelativistico, quando sono grandi sia l'energia 
iniziale che l'energia finale dell'elettrone (e, e' > m), la distri- 
buzione angolare dei fotoni e degli elettroni secondari ha un carattere 
peculiare. Per angoli 0, 0’ piccoli le quantità x, x’ che compaiono 
nei denominatori della formula (91,8) sono 


awhe), vet (7+ 02) (94,11) 


e nella regione 0 < m/e diventano molto piccoli. In questa regione 
è piccolo anche il modulo del vettore g (q ~ m). In tal modo, nel 
caso ultrarelativistico il fotone e l’elettrone secondario emergono 
in avanti in uno stretto cono con angolo di apertura —m/e. 

La formula quantitativa per la distribuzione angolare nel caso 
ultrarelativistico è facile da ottenere dalla (91,8) ponendovi le 
quantità x, x’ prese dalla (91,11), sostituendo ovunque p, p' con 
e, e’ e trascurando g? rispetto a e?. Introducendo notazioni più co- 


mode 
sec. we (91,12) 
m m 


1) Tuttavia, ottenere questa formula eseguendo il passaggio al limite nella 
(91,9) è piuttosto lungo e faticoso poiché alcuni di questi termini si elidono a 


coppie. 
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rappresentiamo questa formula nella forma 


do = È. Zar emi do g 46.6’ dë’ do x 


E 294 © 


8 82 02 82482 
x {arep taro ta 8 1485 
e’ e 68’ cos p 
(ete) araar (0119) 


Scrivendo g? = (ng)? + (nq)? (n = k/o) è facile trovare che per 
angoli piccoli 


L= (82482268 cos) +m? (LEE LIS)? (91,14) 


Per 8-6’ ~ 1 il secondo termine è piccolo rispetto al primo. I due 
termini si equivalgono nella regione degli angoli ancora più piccoli, 
dove è ~ m/e. Sebbene qui g diventi particolarmente piccolo (q ~ 
~ m?/8 & m), il contributo integrale dato da questa regione alla 
sezione d’urto è sempre piccolo rispetto al contributo dato da tutta 
la regione ô < 1 (come è facile vedere, nel rapporto m?/e?). Ma q 
può assumere valori q ~ m?/e per è ~ ô' ~ 1 se simultaneamente 
valgono le relazioni 

lô—ô] <5, ost. (91,15) 
Il contributo di questa regione è dello stesso ordine di grandezza 
di tutta la sezione d’urto integrale (e a volte può essere il contributo 
fondamentale; vedi più avanti). 

L'integrazione della formula (91,13) in dọ e dô’ dà la distribu- 
zione angolare dei fotoni (di una data frequenza) indipendentemente 
dalle direzioni degli elettroni secondari +): 

= 2 do e’ 8-dò 
do = 8Z?arî o e UF X 

e e' 482 2ee' ipfe e’ 1682 
” e da TTE] In Fo salt CASI 75521} ° 
(91,16) 

Integrando in dô troviamo la distribuzione angolare della radia- 

zione nel caso ultrarelativistico: 
io 472,3 LO © (88 _ 2 2ee' 1 
doo =42a 2 E (L425)(n_2) (91,17) 


eo e mo 
(questa formula si può ottenere anche direttamente dalla (91,9)). 
2) Dapprima si esegue l'integrazione in dọ (nei limiti da 0 a 27). È comodo 
sostituire l'integrazione in dé’ con l'integrazione rispetto alla differenza | A | = 
= | ô — ô], dividendo la regione in due parti: da 0 fino ad un certo A, e da 
A, fino a co, dove A, soddisfa le disuguaglianze m/e < A, < 1. In ciascuna delle 
regioni sono possibili le corrispondenti omissioni nell’espressione integranda. 


29% 
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Notiamo nelle (94,16) e (941,17) la presenza del logaritmo di una 
quantità grande (anche per © ~ e il rapporto Z ~i). 
Se questa quantità è talmente grande che anche il suo logaritmo 
è grande, allora nelle formule indicate i termini contenenti i loga- 
ritmi diventano i termini dominanti. Notiamo che questo loga- 
ritmo proviene dall’integrazione sulla regione (91,15)!). In tale 
approssimazione logaritmica (cioè trascurando i termini che non 
contengono un logaritmo grande) l’elettrone secondario emerge sotto 
un angolo —(m/e)? rispetto alla direzione di incidenza. 

Riportiamo, infine, la formula limite per la regione vicina alla 
frontiera dello spettro rigido, quando l’elettrone ultrarelativistico 
irradia quasi tutta la propria energia: œ ® e > e’. Dalla (91,9) 
troviamo facilmente 

a do f e2 e'4+p' mæ mete E} . (91,18) 


— 972 eai = RARA 
do, = 2Z°arì = (77 e, Zp5 zp 


Notiamo che le formule (91,17-18) coprono tutto l'intervallo dei 
valori di © per un elettrone iniziale ultrarelativistico; per œ œ% 
= E > e' m le due formule coincidono. Se l’elettrone secondario 
è non relativistico (p’ & m), allora 


doo = 22rar; VEZA de, (01,19) 


Effetti di polarizzazione 


Gli effetti di polarizzazione nella radiazione di frenamento 
possono essere studiati secondo lo stesso metodo generale descritto 
nei $ 66. Il problema della scelta dei 4-vettori e, e® è nel caso 
considerato particolarmente semplice. Poiché di fatto è comodo stu- 
diare il processo in un solo determinato sistema di riferimento (il 
sistema a riposo del nucleo), allora è sufficiente porre e® = (0, e®), 
e® = (0, e), dove e, e sono versori perpendicolari a %, dei 
quali uno giace nel piano (#, p), e il secondo è ad esso perpendicolare. 

Non riporteremo qui né i calcoli, piuttosto complessi, né i loro 
risultati quantitativi?). Ci limiteremo a notare alcune proprietà 


1) Di questo è facile convincersi considerando la regione d'integrazione nella 
quale p e A = è’ — ô soddisfano le condizioni: m/e « A, ọ < 1. In questa 
regione qł/m? = A? + p?82, e la parentesi graffa nella (91,13) contiene termini 
proporzionali a p? o a A? (per g = 0 e A = 0 essa si annulla). Gli integrali della 


forma 
p? dp dA visite A? dp dA 
[arse cre | ai 
divergono logaritmicamente; la loro « troncatura » avviene sulle frontiere della 


regione indicata dei valori delle variabili. 
2) A questo proposito vedere l'articolo di rassegna di W. H. Mic Ma- 


ster, Rev. Mod. Phys. 33, 8 (1961). 
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qualitative degli effetti di polarizzazione. Queste proprietà possono 
essere ottenute mediante alcune relazioni di simmetria, come è stato 
fatto nel $ 87 per l’effetto Compton. 

La teoria esposta corrisponde all’approssimazione del primo 
ordine non nullo della teoria perturbativa. In questa approssima- 
zione la sezione d'urto non può contenere il termine proporzionalé 
al solo vettore polarizzazione dell’elettrone iniziale ($) o di quello 
finale ($'). La mancanza del termine œ~% significa che la sezione d’urto 
totale di radiazione (sommata sulle polarizzazioni del fotone e del- 
l’elettrone secondario) non dipende dalla polarizzazione dell’elet- 
trone incidente. 

Tra i termini proporzionali soltanto ai parametri di polarizza- 
zione del fotone (E;, É;, È) manca il termine cvé;. Questo significa 
che nella radiazione da parte di un elettrone non polarizzato il 
fotone non possiede polarizzazione circolare. Tuttavia, qui esiste 
una differenza rispetto all’analogo risultato per l’effetto Compton. 
In quest’ultimo caso questi termini erano vietati dalla parità spa- 
ziale in relazione all’impossibilità di comporre uno pseudoscalare 
con gli unici due vettori indipendenti k, k’ a nostra disposizione. 
Nel caso della radiazione di frenamento, invece, si hanno tre impulsi 
indipendenti (p, p’, k); questo è sufficiente per comporre lo pseudo- 
scalare (X[pp']). Il termine della forma È; (k [pp'}) non contraddice 
alla parità spaziale e quindi, rigorosamente parlando, non è nullo. 
Tuttavia, esso non è invariante rispetto al cambiamento di segno 
di tutti gli impulsi (cfr. la (87,26)), e perciò manca nell’approssima- 
zione del primo ordine secondo Born. 

L'esistenza dello pseudoscalare (¥ [pp']) ha come conseguenza 
anche il fatto che, oltre al termine œẸ;, risulta permesso nella sezione 
d’urto anche il termine œẸ; (contrariamente a quanto avveniva per 
l’effetto Compton). Questo termine compare sotto forma del pro- 


dotto 
SagVa [Rev]e (k [ ppl) 


(dove v = [Kp]), invariante sia rispetto alla riflessione spaziale sia 
rispetto al cambiamento di segno di tutti gli impulsi. In tal modo, 
il fotone emesso possiede polarizzazione lineare di ambedue i tipi 
(sia nelle direzioni degli assi e‘, e‘, che nelle direzioni « diago- 
nali », che formano con questi assi un angolo di 45°). Questo è valido, 
tuttavia, solo quando viene registrata anche la direzione di emer- 
genza del fotone secondario. Nell’integrazione su tutte le direzioni 
di p' il termine coÉ; nella sezione d’urto si annulla. Questo fatto 
è a priori evidente da considerazioni di simmetria; dopo l’integra- 
zione, le due direzioni « diagonali » non coincidenti tra loro diven- 
tano equivalenti, e perciò una polarizzazione preferenziale lungo 
una di esse (come avviene per È; + 0) non è possibile. 
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Il grado di polarizzazione lineare non dipende dallo stato di 
polarizzazione dell'elettrone incidente; i termini di correlazione 
nella sezione d'urto della forma È;$ e È;{ sono vietati in prima 
approssimazione secondo Born. Il termine È;$, invece, è permesso 
e quindi nella radiazione da parte di un elettrone polarizzato il 
fotone possiede polarizzazione circolare (Ja. B. Zeldovié, 1952). 


Schermaggio 


Le formule fin qui ottenute valgono per un campo coulombiano 
puro. Se si ha a che fare, invece, con radiazione nell’urto non con 
un nucleo « nudo », ma con un atomo, allora si deve tenere conto 
anche dello schermaggio del campo del nucleo da parte degli elettro- 
ni, il che porta ad una diminuzione della sezione d’urto. A questo 
scopo occorre introdurre nel potenziale del campo esterno A‘ (q) 
il fattore di forma atomico F (q) (vedi III, $ 139). Secondo la III 
(139,2) questo si realizza sostituendo Z con Z — F (q). Chiariamo le 
condizioni in cui lo schermaggio costituisce un fatto essenziale. 

Ad un determinato valore q nel fattore di forma corrispondono 
distanze r ~ 1/q nella distribuzione spaziale delle cariche elettro- 
niche nell’atomo. Il fattore di forma si avvicina al valore Z (scher- 
maggio totale) per g < 1/a, dove a rappresenta le dimensioni del- 

‘atomo. 

D'altro canto, nel caso ultrarelativistico un contributo impor- 
tante nella sezione d'urto di radiazione è dato, come abbiamo visto 
poc'anzi, dalla regione dei valori g vicini a quel valore minimo che g 
può assumere per date energie iniziale e finale dell'elettrone. Nel 
caso ultrarelativistico 


Imin=p—p'—o=Ve—m?—Ve?-m?—(e—2') RT P 


x 


Lo schermaggio è importante se gmin & 1/a ovvero se 


ee’ a 

ne ir: (91,20) 
Questa condizione è in ogni caso osservata per energie sufficiente- 
mente elevate dell’elettrone incidente. 

Se qmm  41/a («schermaggio totale»), allora con precisione 
logaritmica si può immediatamente scrivere la risposta per la di- 
stribuzione spettrale della radiazione. In effetti, nella (91,17) sotto 
il segno di logaritmo c'è proprio il primo membro della disuguaglian- 
za ee'/mw > ma. Se questa disuguaglianza è soddisfatta, l'integrale 
in dg, che dà il logaritmo, si tronca ad un valore dell’ordine di gran- 
dezza del secondo membro della disuguaglianza. Secondo il modello 
di Thomas — Fermi a ~ aZ", dove a, ~ 41/me? è il raggio di 
Bohr (vedi III, $ 70); allora am ~ 1/aZ!. In tal modo, per uno 
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schermaggio totale il logaritmo nella (91,17) va sostituito con 
in (1/aZ!8)1), 
Perdita di energia 


La perdita di energia per radiazione da parte di un elettrone 
‘è caratterizzata dal « frenamento efficace »: 
e-m 
Xrad = f 0 doo. (91,21) 
0 
Prendendo doa dalla (91,17) il calcolo dell’integrale porta al seguente 
risultato?): 


1282 +-4m? 
raa = Zare { ETEST 1 etp 


3ep m 
(8e + 6p) m2 e+p 4 2m2 2p (e+p) 
-a ma a (EE), (91,22) 


«dove la funzione F (x) è definita come 
_[ 10+y) 
F(2)= f E dy, 


Per piccoli x a 
x2 zt 
F (2) SESSI +... 


Per grandi x si può usare la formula esatta 


F (= +i nisk (L). 


Nel caso non relativistico la (94,22) diventa 
%rad = Zřarim. (91,23) 


Va da sé che questa formula si può ottenere direttamente integrando 
la formula non relativistica di Born (90,16). 
Nel caso ultrarelativistico 
Xraa = 4Z?arîe (In È) : (91,24) 
Il rapporto %raa/e è detto anche sezione d'urto di perdita di 
‘energia per radiazione. Per grandi e esso cresce logaritmicamente. 
Questa crescita viene, tuttavia, eliminata tenendo conto dello 


1) Per un'esposizione più particolareggiata del problema vedi H. A. B e- 
the, W. Heitler, Proc. Roy. Soc. A 146, 83 (1934); H. A. B e t h e, Proc. 
Camb. Phil. Soc. 30, 524 (1934). 

3) La formula (91,17) in prossimità del limite superiore è inapplicabile; 
«questo fatto, però, non è importante grazie alla convergenza dell’integrale. 
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schermaggio. Per uno schermaggio totale x,a4/e tende ad un limite 
costante x 4Z°arîIn (1/aZ1/8). 

Nel caso di urto con un atomo occorre tenere presente che oltre 
alla radiazione per diffusione sul nucleo, si ha anche irraggiamento 
per urti con elettroni. Vedremo più avanti ($ 94) che nel caso ultra- 
relativistico la sezione d’urto di radiazione nella diffusione elet- 
trone-elettrone differisce dalla sezione d’urto di radiazione nella 
diffusione su un nucleo per l'assenza del fattore Z?. Per questa 
ragione si può approssimativamente tenere conto della presenza di Z 
elettroni atomici sostituendo Z? con Z (Z + 1). 


$ 92. Produzione di coppie da parte di un fotone 
nel campo di un nucleo 


La produzione di una coppia elettrone-positrone nell’urto di un 
fotone con un nucleo (Z + y+Z + e- + e*) è uno dei canali 
incrociati della stessa reazione a cui si riferisce la radiazione di 
frenamento di un elettrone diffuso su un nucleo (Z + e + Z + 
+ e- + y). Perciò l’ampiezza M;; di questo processo si ottiene 
dall’ampiezza di radiazione di frenamento semplicemente operando 
la sostituzione 


€, PT — E+, — P+, e’, p' > E, D-, 
o k+>—0, —Kk (92,1) 


(gli indici + e — si riferiscono al positrone e all’elettrone). In ter- 
mini di valori assoluti e di angoli la trasformazione degli impulsi è 


p>P+, pP>p-9>n—-0, 0-0, ppn, 


dove 0, sono gli angoli tra p+ e k; ọ è l’angolo formato dai piani 
(k, p+) e (k, p_) l 

La sezione d'urto si esprime ora attraverso M;; come segue: 
d3p, dp 


do = | Mi E ô (0 — e, — £) Orj? 


Em 
80E_E, 
(invece della (91,1)), oppure eliminando la funzione ô 


do = 242 | M,;|2 do, do_de,. 


(21)5 w 
(In questo paragrafo p+ = | P+ |; g = | q |.) Confrontando con la 
(91,2) noi vediamo che per ottenere la sezione d’urto di produzione 
di una coppia dalla sezione d’urto di radiazione di frenamento occorre 
in quest’ultima fare la sostituzione (92,1) moltiplicando inoltre per 
pid (92,2) 


02 do’ 


e sostituire do’ dop con do, do_. 
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In tal modo, dalla (91,8) otteniamo la seguente espressione per la 
sezione differenziale di produzione di una coppia da parte di un 
fotone non polarizzato, mediata sulle polarizzazioni delle particelle 
componenti la coppia!): 


n Z2ar? "m2p,p_ de, 


Da 0393 sen 0, dð} x 


do = 


x sen 0_ d0_ dọ {È (4e? — q?) sen? 0, + 
+ (4e? — q?) sen? 0_— e (pì sen? 0, + p? sen? 6_) — 
— ta (2e? + 2e? — q?) sen 0+ sen 0- cos Ọ } , (92,3) 
X4 = £4 — p+ 00504, @? = (P+ + p-— F)’, e+ +E- = 0 
(H. A. Bethe, W. Heitler, 1934). 


Mediante la stessa trasformazione dalla (91,9) otteniamo la di- 
stribuzione energetica delle particelle componenti la coppia: 


— 72yr? P+P- {-5- Pi+ r 
doe, = Zare E de, 3 2848- TE + 


2 E e- 1 __ 8e,e- 
pe (L pi th P$ hale FA +L[ TRAI 


02,23 1 22 m2 _ mo eye — p? g,8-— p? 
+ ppł (2,82 + P4P- m €48) 2p..p_ ( l pi + l- PE )] } ? 
e €,8-+ P+P- -+ m2 = £4 +P 
L=ln ppi l, =ln TETTA (92,4) 


Poiché le formule ottenute sono state trovate in approssimazione 
di Born, esse dunque sono valide nella condizione Ze?/vs & 1. 
Notiamo che la simmetria delle formule (92,3-4) rispetto all’elettrone 
e al positrone è una conseguenza proprio dell’approssimazione di 
Born; essa scomparirebbe in approssimazioni di ordine superiore. 

Nel caso ultrarelativistico (e+ > m) l’elettrone e il positrone 
emergono sotto angoli 0. ~ m/e, rispetto alla direzione del fotone 
incidente. La distribuzione angolare è data da una formula analoga 
alla (91,13): 


_ 872, a ie è 0 SOLI 62 + 62 
do = È Zarita de { Ts arte THAT 


4 È 6,6 
HEHE) pito] Ascea, 020 


1) Per quanto riguarda gli effetti di polarizzazione nella produzione di una 
coppia da parte di un fotone vedi la letteratura indicata al $ 91 per la radiazione 
di frenamento. 
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dove 


2 
ma =O +O 28,8 cosp+ mè (HERLIS), (92,6) 


La distribuzione energetica in questo caso è 


de, 2 2e,8_ 1 
do =4Z?°ar3 Cs (et +e! + 788.) (In i 7) (ultrarel.). (92,7) 
Integrando questa espressione in de, (nei limiti da m a ©) si ottiene 
la sezione d’urto totale di produzione di una coppia da parte di un 
fotone di data energia!): 


28 20 109 
o=7 Zar (m4) dm (92,8) 

Come anche per la radiazione di frenamento, il termine logari- 
tmico nella sezione d'urto, nel caso ultrarelativistico, proviene dalla 
regione dei valori g ~ m?/e. A questo corrispondono ora angoli 


per i quali 
8-83, ln-gl< È 


{invece di pg < m/e nella (91,15)). In tal modo, in approssimazione 
logaritmica le direzioni dell'elettrone e del positrone formano angoli 
piccoli con la direzione del fotone e giacciono nello stesso piano di 
quest’ultima ma in semipiani diversi rispetto ad essa. 

In prossimità della soglia di reazione (0 + 2m) l’approssimazione 
di Born è inapplicabile. In questo caso per la deduzione di una for- 
mula quantitativa si dovrebbe tenere conto esattamente dell’intera- 
zione coulombiana delle tre particelle cariche che si hanno nello 
stato finale (nucleo e coppia). La simmetria rispetto all’elettrone 
(attratto dal nucleo) e al positrone (respinto dal nucleo) in questo 
caso, naturalmente, viene a mancare. 

Se 


Zap = 1, (92,9) 


‘allora l’approssimazione di Born è ancora applicabile. Per energie 
non relativistiche della coppia œ ~ 2m > pi e quindi gx è. 
Nella (92,3) si può ovunque porre e, = x+ = m, @ = 2m, dopo di 
che questa formula si riduce all'espressione 


do =Z} BP- (pè sen?0,+ p? sen?0.) dos do_de,. (92,10) 


1) Poiché l'integrale converge in ambedue i limiti, l’inapplicabilità della 
formula (92,7) per piccoli s} — m è inessenziale. 
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Integrando rispetto agli angoli otteniamo 


do = + Zar? P- Pi +p?) Dee 


= (o—2m) V (erm) (e-m) des, (92,11) 


Infine, integrando in de, (nei limiti da m a œ — m) otteniamo la 
sezione d'urto totale 


9 3 
o= -iy Zari (=) . (92,12) 


Se la velocità relativa (v) delle particelle componenti la coppia 
prodotta è piccola, allora è necessario tenere conto della loro intera- 
zione coulombiana reciproca (A. D. Sakharov, 1948). Questa intera- 
zione diventa importante quando vọ è dell'ordine di grandezza 
(oppure inferiore) delle velocità delle particelle nello stato legato 
dell'elettrone e del positrone (positronio): 


Vo S a. (92,13) 


Esaminiamo il processo nel sistema del baricentro della coppia. 
Nei diagrammi, che rappresentano il processo in questo sistema, sono 
essenziali gli impulsi virtuali ~m. In altre parole, sono essenziali le 
distanze tra elettrone e positrone —1/m. Invece, la funzione d’onda 
del loro moto relativo p (r) varia sensibilmente solo su distanze 
r ~ 1/mu ~ 1/ma, cioè su distanze grandi rispetto a 1/m. Perciò 
il tener conto dell'interazione delle particelle porta alla comparsa 
nell'elemento di matrice del fattore y* (0). Corrispondentemente la 
sezione differenziale viene moltiplicata per |p (0) |?, cioè per 


2ra/v, 
I m (Ra:13) 
(vedi III (136,11)). La velocità relativa di due particelle è la velocità 
di una di esse nel sistema di quiete dell'altra. Confrontando il valore 
dell’invariante pp? in questo sistema e nel sistema di laboratorio 
(sistema a riposo del nucleo), troviamo la formula 


m2 
Vi-% 
dalla quale si può ricavare vọ. Se p+ e p- sono vicini tra loro per 
modulo e direzione, allora per v, si ottiene la formula approssimata 


= &48_— P+D-, 


vè = p02 p PE (92,15) 


g2 


(applicabile per vo « 1); qui p = (p+ + p-)/2, 8 = (e+ + £-)/2, 
è è l'angolo tra p+ e p_. 
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La correzione nella sezione d’urto, determinata dalle formule 
(92,14-15), porta alla comparsa di una anomalia nella correlazione 
tra gli impulsi dell'elettrone e del positrone prodotti:‘un massimo 
pronunciato per p+ © p_. 


$ 93. Teoria esatta della produzione di coppie e della radiazione 
di frenamento nel caso ultrarelativistico 


Nei due paragrafi precedenti la radiazione di frenamento e la 
produzione di coppie da parte di un fotone sono state studiate nel 
dominio relativistico sulla base dell’approssimazione di Born, impo- 
nendo quindi, in ogni caso, che fosse soddisfatta la condizione 
Za «1. In questo paragrafo esporremo una teoria di questi processi 
libera da questa restrizione, valida cioè anche per Za — 1 
(H. A. Bethe, L. Mazimon, 1954). Supporremo che ambedue 
le particelle (l’elettrone iniziale e finale oppure le particelle 
componenti la coppia) siano ultrarelativistiche; la loro energia 
e Dm. 

Si è visto che nel caso ultrarelativistico ambedue le particelle 
emergono sotto angoli piccoli (0, 0’ oppure 84, 9_) rispetto alla 
direzione del fotone: 0 < m/e. Questa proprietà si mantiene anche 
nella teoria esatta (rispetto a Za), e noi considereremo perciò proprio 
questa regione degli angoli. 

In questa regione l'impulso trasferito sul nucleo è g ~ m. Questo 
significa che nelle funzioni d’onda sono essenziali i parametri d'urto 
p ~ 1/q ~ 4/m, cioè le « grandi » distanze. Per tali distanze si può 
usare la funzione d'onda ottenuta nel $ 39. 


Produzione di coppie 


La sezione di produzione di una coppia ha una forma analoga 
alla sezione d’urto dell’effetto fotoelettrico (cfr. (56,4-2)): 


do = 2x eV arg M; la (0—e,—e.) ce, (93,1) 


dove 
Mie f YI (ae) eir yh, p, dr. (93,2) 


Qui wep. è la funzione d'onda dell'elettrone, y,-,, la funzione 
d'onda ad energia negativa (—e+) e con impulso —p+. 

La funzione wpep_, relativa ad una particella nello stato finale, 
deve contenere nella sua espressione asintotica (oltre ad un’onda 
piana) un'onda sferica convergente; questo fatto è indicato mediante 
il segno in alto (—) apposto alla funzione. Secondo la (39,10) tale 
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funzione d'onda ha la forma!) 


(=) CO = 


ne 


ein (1— -> ) F (—iv, 1, —i (p7 +p-r)) u (p-), 
(93,3) 


CO =ewRT(1+iv), v=Za. 


La funzione y4%,-,, deve contenere nella sua espressione asin- 
totica un’onda sferica divergente (indice (+) in alto), poiché essa 
ha il senso della funzione d’onda « di uno stato iniziale a energia 
negativa ». La funzione d’onda del positrone, invece, (composta della 

C_p) risulterà contenere nella sua espressione asintotica un'onda 
sferica convergente, come è richiesto per una particella finale. 
Secondo la si 11) questa funzione ha la forma 


Shel = entre (14) x 


XF(—iv, 1, i(p+r+pyr))ui(— p+) (93,4) 
CV =e- (1+ iv). 

Notiamo che la necessità di tenere conto dei termini ~1/e nelle 
(93,3-4) è connessa alla struttura matriciale di Mji (93,2). L'ele- 
mento di matrice (2);; è è un vettore con direzione vicina a k. Perciò 
il termine principale in (ae);; risulta piccolo, e i termini di corre- 
zione risultano del suo stesso ordine di grandezza. 


Sostituendo le (93,3-4) nella (93,2) e trascurando i termini 
-=1/848_, troviamo 


Mji= ; =" pP-){(ea)I+(ea)(aT.)+(aT.)(ea)} x 

a xu(—P+), (93,5) 
N=C0CO=p, (93,6) 
ia f e-iarF*F, dr, 

I=- Lf e-i0"F*VF, dr, I= | e-iar (YF_)* Fdz, (93,7) 


ich: DA 
(F_ e F, indicano, per brevità, le funzioni ipergeometriche che 
entrano nella (93,3) e nella (93,4)). Notiamo subito che gli integrali 
I, I,, I_ sono legati da un'identità; dalla relazione 


Y (e-ta"F*F,) dîx=0 


1) In questo paragrafo p} = | pl, g=] g]. 
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abbiamo 
ql + 2e, T} + 28_I_=0. (93,8) 


Mediamo il quadrato | M;; |? sulle polarizzazioni del fotone- 
incidente e sommiamo sulle direzioni degli spin dell’elettrone e del 
positrone!). Queste operazioni si eseguono mediante la sostituzione 
del tensore: 


41 k 

eek > > (nr), n= D’ 

e delle ampiezze bispinoriali: 
UL Us > 20+ = (ey? — PY F m). 
Sostituendo anche æ = y°y, troviamo 
N2 5 = 
[Mal ee {Tr p-Q0+0 — Trp- (n Q) p+ (nQ)}, 
Q =yI — Yy (YT+)— Y° (VI) Y, 
Q =y1* — y (vI) y— y’ y (yT). 
Scriviamo subito il risultato che si ottiene per il caso ultrarelati- 

vistico nella regione dei piccoli angoli 


0+ ~ $< 1 (trascurando i corrispondenti termini). (93,9) 
Introduciamo i vettori ausiliari: 
4 _ Ê+ 
ò+ = Fa (P+), da "n 04 (93,10) 


(l'indice | indica la componente perpendicolare alla direzione 
di Æ). Usando queste grandezze, la risposta si scrive nella forma 


Ma + {Fe +2 gr 
+2|152+1-[}. (93,11) 


Qui si è tenuto conto del fatto che 7 iI ~ I, (come è 
chiaro dalla (93,8), e sono stati omessi i termini di ordine superiore 
) ; 


in m/e. 
Gli integrali T, si possono rappresentare nella forma 
Temim, pg 
F(—iv. 1, i(pr + p+r)) x 
1) Per i calcoli che tengono conto della polarizzazione di tutte le particelle 
vedi H. Olsen, L. Maximon, Phys. Rev. 144, 887 (1959). 


e`tar 
T 


, Pa ôT 
1-) 
x F (iv, 1, i(p r+ p-r)) dz. (93,12) 
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L'integrale J si esprime attraverso una funzione ipergeometrica 
completa!): 
án (P_-2P949 Y Pii. i 
= ( eroe: ) F(—iv, iv, 1, z), 
2 (p.p-—P+p-)+2(P+9) (P_d) 
— 2 OPP- Pap- EEE EL, 93,13 
: (2 —2p-4) (2 — 2p-9) ( ) 
La derivazione rispetto a p+ deve eseguirsi per un dato parametro g, 
e solo successivamente si può porre g = p+ + p- — k. Riportiamo 
il risultato nella forma nella quale sono già state fatte le approssi- 
mazioni relative al caso ultrarelativistico e alle condizioni (93,9): 


__ án Ex (eb \Îv 
da= g2 mo (25) x 


2 
x {+ vats F (2) + i -fr F' (2) (atx — mð) } . (93,14) 
Qui abbiamo introdotto le notazioni abbreviate 
1 2 
A z=1—-5 bt, (93,15) 
F(2)=F(—iv, iv, 1, 2) 


(F (z) è una funzione reale). L'integrale / si calcola quindi diretta- 
mente dalla (93,8). 

Sostituendo i valori degli integrali nella (93,11) e quindi nella 
(93,1), otteniamo la sezione d’urto differenziale voluta. La formula 
definitiva è 


2 4 
Îo= i ( KAA ) Zar? za 8,48, -8_d8_-dq de, x 


x { F? (2) [— 2e+8_ (646 + 0255) + 
+a? (82+ 82) EE +2 (ef + e2) 6,6 EE cos o] + 
ST HE pra (2) 2eze (02E -+ 02) + 
+ 02(1+ 0282) ELE — 2 (e2 + e?) 8,6 _E,E_ cos p] } . (93,16) 


Per v — 0 


NV , AAS 
rag. F(2)>1, F(z) %20. 

L'espressione (93,16) si riduce in questo caso, come doveva 
accadere, alla formula di Bethe — Heitler (92,5), corrispondente 
all’approssimazione di Born. Essa si riduce a questa stessa formula 
anche per un v qualsiasi, se gli angoli di emergenza della coppia 


1) Per i calcoli {vedi l'articolo di A. Nordsieck citato a pag. 439. 


464 CAPITOLO X 


soddisfano le condizioni 
|8- — ô-| &1, la-P|KI1. 


Effettivamente, in questo caso q «& m, e perciò il secondo termine 
entro parentesi graffa nella (93,16) può venire omesso a causa della 
presenza in esso del fattore addizionale (rispetto al primo termine) 
(g/m)*. Nel primo termine, invece, abbiamo (notando che (1 — z) ~ 


~ fim? < 1)') 


4 1 h 
F(2)+F(1)=F(—iv, iv, 1, )=r=arara =. (93,17) 


espressione che si semplifica con il termine analogo davanti alla 
parentesi graffa. 

Passiamo all’integrazione della sezione d’urto rispetto alle dire- 
zioni di emergenza della coppia. 

Dividiamo l’integrazione sugli angoli in due regioni, I e II, 
nelle quali si ha rispettivamente 


I)i-z>1-z, Il) 1-z<1-z, 


dove z, è un certo valore per il quale 1 $1 — z, > (m/e)?. Poiché 
nella regione II 1 — z 1, q? & m?, allora, secondo quanto detto 
precedentemente, qui do = dog = do Iu=0, dove dog è la sezione 
d'urto in approssimazione di Born. Perciò l'integrale sugli angoli è 


do, = f do = f do+ f adoh» = 
= (doe,)n + |; (do —do |u,0), (93,18) 


dove (doe,)g è la sezione d’urto secondo Born integrata sugli angoli. 
Nella regione I abbiamo 


2 
di = ôf +ô? + 28,6_ cos ọ. 


Passiamo dalle variabili ô+, 6, alle variabili &+, &_, z. Mediante 
un calcolo diretto del Jacobiano troviamo 


ee dé, di_de 
0408, -ô-dô-- dp +5 (EE) sen gp” 


dove 
2 


1-s= i =E REH VEE EA E cos. 


m 


1) Questo valore della funzione si può ottenere dalla formula III (e,7), ché 
lega le funzioni ipergeometriche di argomento ze 1 — z. 
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Ricavando da qui cos ọ e sen ọ e sostituendo nella (93,16), dopo 
semplici trasformazioni algebriche, troviamo 


2dt, de_ dz 
do = A de. ——__—___—__—___—_t__——— X 
teaa (1-2) E +E-—1)2—2(6,— E)? 


x {FÉ Melet) (1-2) + 24e- (E — E) + 


pro [(e? +e?) z+ 2e4e- (€+ +E — 1)?7] } | 


A= ( av } Zar? 
— AN shav 2mos * 


Introduciamo, infine, al posto di +, È_ nuove variabili « sferiche » 
Y, mediante le relazioni 


E.+E—1=Vzsen%cos p; 
EE =  1— z sen y sen ip; 
O<X<7, OKY? 


2d, dë- —> V z (1—2) sen y cos y dX dy. 


Gli intervalli indicati di variazione di % è corrispondono ad una 
variazione di È., E_ da 0 a 1, cioè ad una variazione di ô4, ô- 
(oppure, ciò che è lo stesso, di 0+, 0_) da 0 a œ; la convergenza rapida 
dell’integrale rende possibile tale ampliamento del dominio di 
variazione degli angoli. Dopo una trasformazione la radice al nume- 
ratore si riduce a Vz (1 — z) cos x; l'integrazione in dy dy è ele- 
mentare e dà 
2 F2 £ n 
do = 2A. 2n da (e+e + -5 8+2) [ (a) +4 FA] des. 


1-2 


Qui è stato introdotto supplementarmente il fattore 2, che tiene 
conto del fatto che l’integrazione in dz verrà eseguita da 0 a z, 
mentre per la variazione dell’azimut ọ da 0a ne da x a 2n ciascun 
valore di z viene percorso due volte. 

L’integrazione in dz viene fatta mediante la formula (90,14), 
la quale per v’ = —v (e corrispondentemente per F (z) reale) ha 
la forma 


F2 z i d 
Ta ty FS ga a E 


L'integrale di questa espressione vale z,/ (zı) F’ (zı)/v?. Il valore 
zF, (z1) œ% F (1) è preso dalla (93,17), e l’espressione limite per 
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F’ (zı — 1) è data dalla formula!) 


5 F' (2) =F (1 —iv, 1+iv, 2,2)=—-[In(1-2)+2f()] 


sh siv 
nv * 


dove 
IM =F EAE Aia Y “ia i 
n=i 


Y (z) =T" (2)/T (2). (93,19) 
Sostituendo tutte le espressioni trovate nella (93,18), otteniamo 
la seguente formula definitiva: 
doe, = 4Z?urî (e? +e + $ ee) x 


2e,e_ 1 de, 

x [in Sie -f(02)] E. (93,20) 

La sezione d'urto totale di produzione di una coppia da parte di un 
fotone di energia © è 


28 2 109 
o= 2art|In 2 - f(a2)]. (93,21) 


Vediamo che in queste formule le variazioni si riducono alla sottra- 
zione del numero atomico f(aZ) dal logaritmo della funzione uni- 
versale. Nella fig. 17 è riportato il grafico di questa funzione. Per 


vi f(V) 21,28. 


Radiazione di frenamento 


L'elemento di matrice del processo della radiazione .di frena- 
mento 


ME = | 4538 (ae) e- pi dz; (93,22) 


le funzioni d’onda dell'elettrone iniziale (e, p) e finale (e, p’) 
contengono nella parte asintotica rispettivamente un’onda sferica 
divergente e un’onda sferica convergente. Il calcolo di questo inte- 
grale è del tutto analogo al calcolo dell’elemento di matrice (93,2). 
Tuttavia, non ci soffermeremo qui. 

Esporremo invece un altro metodo di calcolo della sezione della 
radiazione di frenamento, che si basa sulla quasi-classicità del 
problema e che non usa esplicitamente le funzioni d’onda dell’elet- 


1) La deduzione di queste formule si può trovare nell’appendice all’articolo 
(ossi Davies, H. A. Bethe, L. C. Maximon, Phys. Rev. 93, 788 
54) 
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trone nel campo del nucleo (e in questo senso non è legato alla forma 
esatta del potenziale del campo)?). 

Nel processo di radiazione di frenamento, da parte del nucleo 
si trasmette all’elettrone e al fotone l'impulso q = p' + k — p. 


120 
fiv) 
2 118 

1,16 


114 


0 04 02 03 04» 
Fig. 17 


Come sopra (nel problema di produzione delle coppie) occorre di- 
stinguere due regioni di valori della trasmissione trasversale q, 
(rispetto a p): 


2 2 
) m>g DE, Mg km (93,23) 


È chiaro che nella regione I la sezione d’urto coincide con quella di 
Born. Infatti, per questi g, è inessenziale il rinculo durante l’emis- 
sione del fotone da parte dell'elettrone (ciò sarà mostrato dettaglia- 
tamente nel $ 95, vedi deduzione della condizione (95,10)). Perciò 
nella regione I la sezione del processo si suddivide in prodotto di se- 
zione di diffusione esatta dell’elettrone nel campo del nucleo e dë 
probabilità, indipendente dal tipo di campo, di radiazione. Ma 
poiché per la (84,10) la sezione di diffusione esatta nel campo cou- 
lombiano in angoli piccoli coincide con la sezione di Born, allora 
anche la sezione generale del processo nella regione I coincide com 
quella di Born. 

In questo modo è sufficiente esaminare soltanto la regione Il. 
Alle piccole trasmissioni dell'impulso risponde il passaggio dell’elet- 
trone vicino al nucleo a grandi distanze d'urto, p ~ 1/9, ~ e/m?. 
Ma a queste distanze il movimento dell’elettrone è notoriamente 
quasi-classico (è facile convincersene applicando anche direttamente 


1) La deduzione espressa più avanti appartiene a V. N. Bayer e V. M. Kat- 
kov (1968). Per l'altro metodo di calcolo quasi-classico vedi H.O 1 s e n, L.M a- 
ximon, H. Wergeland, Phys. Rev. 106, 27 (1957). 


30% 
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la solita condizione di quasi-classicità III (46,7) all’equazione ultra- 
relativistica (39,5)). 

La quasi-classicità del movimento permette di usare il metodo, 
che era già stato usato nel $ 59 per la radiazione di frenamento ma- 

netico. La probabilità dell’emissione del fotone è data dall’integrale 
(59,9) (con Q dalla (59,13)) e in questo caso questa sarà la proba- 
bilità dell'emissione durante un solo passaggio dell’elettrone vicino 
al pucleo. 

Come nel $ 59, è necessario prima di tutto calcolare la grandez- 
za L, determinata secondo la (59,15). La differenza è solo nella forma 
classica della traiettoria dell'elettrone r = r (t). 

A grandi distanze d’urto il movimento avviene nella regione, 
dove il campo del nucleo UV (r) si può già considerare debole. Nel- 
l’approssimazione nulla la traiettoria è una retta passante alla 
distanza p dal centro. Nella seguente approssimazione abbiamo 
l'equazione del movimento (cfr. I, $ 20): 


dove P è il vettore nel piano zy, perpendicolare all'impulso iniziale 
dell'elettrone, mentre r nella parte destra dell'uguaglianza si deve 
considerare come funzione dell’approssimazione nulla, 


| r w V PFO x V FP. 
Da qui : 


p(pli)= e | TF (93,24) 


ti 


La velocità v (t) =  (t)/e, e l’energia e (che dipende solo dalla gran- 
dezza ma non dalla direzione p (ż)) si può considerare, con la pre- 
cisione richiesta, costante. Perciò ancora un'integrazione dà 
t t 
dU di' 
rt) r t)=v t) tt) t f a | ry (9325) 
ti ti 


In seguito porremo t, + —co, in modo che le grandezze p = 
— p(—c0) e v=%(—cc) siano l'impulso e la velocità iniziali 
dell'elettrone. l 

nesta formula ha la stessa struttura della (59,17): il primo 
termite è parallelo, mentre il secondo è perpendicolare a v, e il 
coefficiente nel secondo termine contiene 1/8. Perciò, per L si ottiene 
l’espressione di prima (59,18) con r (t) — r (t) dalla (93,25). 
Undo questa espressione, rappresentiamo la probabilità (59,9) 
nella forma 


dw=]a (0) Ps. (93,26) 
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dove 


a ()=ey E i R(t)exp {i + [ot-- kr (t)] } dt, (93,27) 


ali u 
R (t) = 22 ae* 2 
( ) V2e' y 2e 
e tutti i fattori nell'espressione integranda si possono considerare 
grandezze classiche, cioè si può trascurare la loro non commutati- 
vità!). 
Ricordiamo che nella (93,27) 
e =eg— o, p'(t)=p(t) — K. 

La funzione classica p (t) invece è data dalla (93,24). Essendo p 
l'impulso iniziale della particella, per il campo coulombiano (U = 
= —v/r, v = Za) otteniamo 


vp t 
pO=p- 3 ypt] 


Con ciò 
= Pi DER 
rea VS 
Introducendo il cambiamento dell’impulso nella diffusione classica 
2 
A=p(x)-p(-c0)=-% (93,28) 


trascriviamo queste formule nella forma 
A t 7 
p)=p+3| resti 
[yarat] (93,29) 


A A “= 
r()=(0+5) +3 VF+P. 
Usando ora la formula (59,19) per R (t) e le espressioni (93,29) 


per p (t) e r (t) si può calcolare l’integrale rispetto al tempo nella 
(93,27). L'integrazione si effettua sostituendo la variabile # con 


E= —-4 (ot— kr (t)) 


e usando la formula 


C terp(— it) wo; 
f Sr de = 2X K, (1) 


1) La possibilità di poterli trascurare, come nel $ 59, è assicurata dalla disu- 
guaglianza © > ©, dove o, è la caratteristica frequenza di movimento. In 
questo caso Wy ~ vp < m, e © ~ E. 
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(K, è la funzione di Macdonald). Tuttavia, non è necessario effettuare 
completamente questi calcoli. Infatti, ci occorre l’espressione a (p) 
solo nei valori piccoli (A < m) della grandezza A (la quale nel cal- 
colo è considerata un parametro indipendente). Allora per a (p) 
si ottiene l’espressione della forma 


a(0)=w}Dw;-AXK (4) (93,30) 
per cui 
X=p a (1— nv), 


dove n = k/o, e D è una certa funzione di p, e, k (ma non più 
di p); la forma di questa funzione non ci occorre!). Poiché nel caso 
ultrarelativistico il fotone viene emesso sotto un angolo piccolo @ 
rispetto alla direzione della velocità dell’elettrone, allora 


02 
Lpo (1-0+3), 
oppure 
iena e (93,31) 


2ee 
Come è già stato detto, la (93,26) è la probabilità di emissione in 
un solo passaggio alla distanza d’urto p. La sezione del processo di 
radiazione del fotone con la frequenza e la direzione note si ottiene 
moltiplicando per v` dp, dp, œ% dp, dp, = dp e integrando ri- 
spetto alle distanze d’urto 


dk 
[do = -55r | 1a (0) dp. (93,32) 


Non bisogna tuttavia pensare che senza l'integrazione in d°p questa 
formula dia anche la distribuzione degli elettroni finali secondo le 
direzioni. Infatti, la deviazione dell'elettrone nel movimento secondo 
la traiettoria classica, determinabile univocamente dal campo ester- 
no, non coincide affatto con la deviazione indeterminata quanto- 
meccanica (cosí che anche il limite p’ (00) della funzione classica 
p' (t) non coincide con l'impulso finale dell'elettrone p'). Perciò, 
per ottenere la distribuzione angolare degli elettroni, occorre effet- 
tuare una scomposizione della loro funzione d'onda secondo le onde 
piane, cosî come si è fatto nel III, $$ 134, 152. 

Dalla (93,32) si vede che a (p) è l'ampiezza della radiazione del 
fotone durante il passaggio alla distanza d'urto p. Le espressioni 
(93,26-27) determinano, tuttavia, questa ampiezza con una preci- 


| 1) Osserviamo che nell’integrazione gli spinori w;, wy si possono considerare 

costanti, cioè si può trascurare il cambiamento della polarizzazione dell'elettrone 
& nel suo movimento classico ultrarelativistico. Di questo è possibile convincersi 
sulla base delle equazioni, ottenute nel $ 41. 


DI 


I 
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sione fino al fattore di fase. È facile comprendere che questo fattore 
è uguale a eike, In effetti, per la presenza in r (t) di una parte 
T, (—œ) = p perpendicolare a p, indipendente dal tempo, questo 
fattore costante si ha già nell’espressione per V;; (t). Lo si può rica- 
vare dall’integrale rispetto al tempo e, grazie al suo carattere non 
operatoriale, non viene toccato dal processo di commutazione degli 
operatori. In questo modo, l'ampiezza del processo di radiazione è 


e-ike a (p), (93,33) 


dove a (p) è dato dalla (93,30). 

Si circoscriva ora l’elettrone in z-+ —oo con un’onda piana 
avente impulso p, diretto lungo l’asse z. Ciò significa che la funzione 
d'onda dell'elettrone in z + —co nel piano z, y, tende alla costante, 
indipendente da p, la quale si può supporre uguale all’unità. Tra- 
lasciamo le ampiezze bispinoriali non essenziali per i successivi 
ragionamenti. Allora, per le III (131,5-6), la funzione d'onda dell’e- 
lettrone, che è passato attraverso il campo, sarà uguale, per z + oo 
con precisione fino al fattore di fase indipendente da p, a!) 


00 


w(co)=exp { —i | U(z, y, az} =S (p) (93,34) 


— 00 


Per lo stesso valore dell’ampiezza del passaggio (93,33), la funzione 
d'onda dell'elettrone, che è passato attraverso il campo e che ha 
emesso il quanto, sarà 


e-*%a (p) S (p). (93,35) 


Allora l'ampiezza della radiazione con il passaggio dell'elettrone 
allo stato con un determinato impulso p’ viene data dalla relativa 
componente di Fourier della (93,35) e per la III (131,7) dall’espres- 
sione 


a(q1)= | e-tx'e e- ikea (p) S (p) Pp = 
n j e-'91°2 (p) S (p) Pp, (93,36) 


dove q, è la componente perpendicolare della trasmissione dell'im- 
pulso da parte del nucleo. La sezione della diffusione con questa 


1) Riferendoci alla formula III (131,5) noi consideriamo l'analogia tra 
l'equazione (39,5), dove supponiamo p? = e, e l'equazione non relativistica di 
Schridinger (39,5a). Tenendo presente la differenza dei coefficienti in queste 
equazioni, è facile vedere che nel nostro caso effettivamente vengono soddisfatte 
le condizioni III (131,1) di applicabilità della formula III (131,5). Questo fatto, 
cioè che questa formula non si può applicare per quanto grandi z, non è essenziale 
per gli stessi motivi esposti nel III, $ 131. 
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trasmissione g, sarà 


dk dg 
do = la (q1) PE (93,37) 


Calcoliamo S (p). In questo caso del campo di Coulomb, l'inte- 
grale diverge nell’esponente, ciò che riflette l’infinità della fase 


durante la diffusione di Coulomb. Perciò l'integrale deve essere 
calcolato dall'inizio nei limiti finali 
R R E 
d z= — seit me 

f U (z) dz 2} ce 

= —2v[In(R+V R?+?)— np] 2—2vln2R+2vInp 
(R > p). Il primo termine costante è inessenziale, cosí che 

S (p) = e72iy np = p-20, (93,38) 


Sostituendo la (93,30) e la (93,38) nella (93,36) e integrando nelle 
direzioni del vettore p nel piano z, y, otteniamo 


a (g1) ~ | p=20 K, (x): (419) p dp; (93,39) 
0 


Jı è la funzione di Bessel. Qui non sono stati trascritti i fattori, 
che non contengono v = Za. 

Notiamo che la dipendenza dell’ampiezza a (qı) (e anche la 
sezione (93,37)) da v si riduce a un singolo fattore. D'altra parte, 
con v —> 0 la sezione deve passare alla sua espressione di Born. Da 
ciò è chiaro che la sezione si differenzia dall'espressione di Born solo 
per il fattore, e per di piú questo fattore non dipende dalla polariz- 
zazione dell'elettrone e quindi non cambia gli effetti di polarizza- 
zione. 

L'integrale (93,39) si calcola tramite la funzione ipergeometrica 
con l’aiuto della formula 


| 2-1K, (a2) J, (02) zdz = 
0 
sr(2->)r(1-} -144 
e eta paz). 
Questo dà 


a(g;) cv (4)° A iv) T2 (1— iv) F (iv, 1—iv, 2, 2), (93,40) 
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dove 
z=1— pira (1+ 89, 6-2. (93,41) 


Qui si è usato ciò che nella regione II dei valori di g, la componente 
parallela p del vettore g è 


402 
d= di = 7773 (14-89). (93,42). 


Di ciò è facile convincersi, tenendo presente che in questa regione 
gli angoli tra gli impulsi p, p'e k soddisfano le condizioni della 
(91,15). 
La funzione ipergeometrica nella (93,40) può essere portata alla. 
funzione F (z) dalla (93,15) grazie alla formula 
c c (1—2) 


F(ab+1, c+1, z =-=; (0, b, c, z) + TEE F' (a, b, c, 2). 


Ti 


Da qui otteniamo il seguente risultato definitivo: 
do = dos pp [PO -ERË pe A] (93,43) 
SSR) v2 : ? 


dove dog è la sezione di Born (91,13). Con q > m?/e abbiamo z % 1 
e tutto il fattore in dog si trasforma nella 1 (in questo senso la for- 
mula (93,43), dedotta per la regione II, si può applicare automatica- 
mente con tutti i q < m). Ricordiamo che con q < m?/e, quando il 
fattore di correzione nella (93,43) è soltanto differente dalla 1, i vet- 
tori p, p', k sono quasi complanari, mentre le grandezze è e è’ 
sono quasi uguali; questa circostanza è già stata usata nella (93,42). 
Tenendo ciò presente, il quadrato di q? nell’espressione z (93,41) si 
può scrivere come 


2 y 4 292 
L_-648_268 cosp+ 707 (1+8) (93,44) 


cioè si può porre 6 = ô’ nel secondo termine della (91,14) (ma non 
nel primo termine, che non contiene il coefficiente piccolo (—m?/e?)). 

Per trovare la sezione integrale (rispetto agli angoli) non è neces- 
sario effettuare l’integrazione dall’inizio. Si può trovare la risposta 
per analogia con il problema della produzione delle coppie, tor- 
nando all’elemento di matrice di transizione nella forma (93,22) 
e applicando i successivi ragionamenti (H. Olsen, 1955). 

Le diverse direzioni p’ (per una data energia e’) corrispondono: 
alla degenerazione dello stato finale dell'elettrone. È evidente che 
il risultato della sommatoria sugli stati concernenti un livello dege- 
nere non dipende dal come sarà scelto l'insieme di questi stati. Pos- 
siamo perciò usare per la sommatoria sulle direzioni p’ il sistema. 
di funzioni y)- al posto del sistema w&}- (necessario per il calcolo 
della sezione d'urto differenziale), cioè definire l’elemento di ma- 
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trice della radiazione di frenamento come segue: 
fren _ (+)* $i p- ) 
ME = | pi (aet) eteri) d'z. 


È facile convincersi che questo integrale coincide con l'integrale 
(MS$PP!)* se in quest’ultimo si cambiano i parametri delle funzioni 
d'onda al modo seguente: 
Pr Ph+ > —D, —P, —8& P- P &-> P, P', 8‘; 
k-> —k 
{e si cambiano anche le variabili d'integrazione: r > —r). 
Da qui si vede chiaramente che la sezione integrale (sugli angoli) 


della radiazione di frenamento si può ottenere dalla sezione integrale 
«della produzione della coppia (93,20) moltiplicando quest’ultima per 


02 do 02 do 
Pi de, © ei de, 
‘cfr. con la (92,2)) e cambiando £, + —e, e_+ e’. Si ottiene allora 
— ae [Ee e 2 2es' A do 
do = 4Z'ar Ż- (2+5-3) [mnt 5 f (a2) | o, (93,45) 


Si vede che le correzioni alle formule di Born per le sezioni integrali 
«della radiazione di frenamento e la produzione delle coppie sono date 
dalla stessa funzione f (aZ). 


$ 94. Radiazione di frenamento nella diffusione 
elettrone-elettrone nel caso ultrarelativistico 


La radiazione di frenamento da parte di un elettrone diffuso su 
un altro elettrone è rappresentata da otto diagrammi di Feynman: 
quattro diagrammi (94,1) e quattro diagrammi di scambio, che si 


4k kk 
! : i 
s S a a a 
Pre Pi T Pi (94,1a) 
I ' 
1 [ 
P; p a @ er P, $ P; x «-—-—T ee P, 9 
P; K D, bee — Bi 


t 
I 
E po Piet (94,1b) 
i] I 


{k įk 
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ottengono da quelli riportati scambiando p; e p;. Noi riporteremo 
qui i risultati dei calcoli per il caso ultrarelativistico!). 

Nel sistema di riferimento del laboratorio (sistema di quiete di 
uno degli elettroni iniziali, diciamo, del secondo) la sezione d'urto 
di radiazione integrale rispetto alle direzioni del fotone può essere 
rappresentata sotto forma di somma do = do + do, dove 


dod = hare ( È peri) E (94,2) 


€ e— w e 3 mo 
dot = i arte { (4_m Me) x 
xin E 242 DE) per oS g (94,3) 
doD =ar {8 (1—24) Int 
(1-2) (1-2) [2g ana] 
Lione le per © < > (94,4) 


(e è l'energia iniziale del primo elettrone). 

Queste formule sono precise a meno dei termini di ordine di gran- 
dezza relativo m/e. Con questa precisione risulta che i contributi 
nella sezione d’urto da parte dei diversi diagrammi non interferi- 
scono tra loro, e in questo senso do‘! e do‘? corrispondono alla radia- 
zione da parte di ciascuno dei due elettroni: rispettivamente da parte 
dell'elettrone veloce e dell’elettrone di rinculo (i diagrammi (94,1a) 
e (94,1b)). 
© I diagrammi del tipo « di scambio » danno nella sezione d'urto 
lo stesso contributo dei diagrammi « diretti ». In forza dell’identità 
degli elettroni il contributo totale dei diagrammi « diretti » e dei 
diagrammi « di scambio » va diviso per 2; perciò si può prendere in 
considerazione soltanto il contributo dei diagrammi diretti e non 
tenere conto dell’identità delle particelle. Per l’urto di un elettrone 
con un positrone al posto dei diagrammi « di scambio » compaiono 
i diagrammi «di annichilazione ». Il loro contributo, tuttavia, 
risulta dell'ordine di grandezza relativo m/e, cioè trascurabile. 
Perciò con la precisione indicata le sezioni d'urto di radiazione di 
frenamento nella diffusione elettrone-elettrone e elettrone-positrone 
sono uguali. 


1) Questi risultati sono ottenuti negli articoli: V. N. Bayer, V.M. Ga- 
litskij,ZETF 49, 661 (1965); V.N.Bayer,V.S.Fadin,V.A.Khose, 
ZETF, 5i, 1135 (1966); 53, 2194 (1967). Si noti in questi articoli il metodo di 
integrazione della sezione differenziale fondato sull’introduzione delle variabili 
invarianti; l’uso di questo metodo semplifica notevolmente i calcoli. 
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Per ®© > m abbiamo il rapporto 
m 
"ai KI, 


cioè la radiazione da parte dell’elettrone di rinculo è debole rispetto 
alla radiazione da parte dell’elettrone veloce (quando questo rapporto 
raggiunge l’ordine di grandezza m/e, la formula (94,3) perde, ovvia- 
mente, senso). Al contrario, per œ « m le due parti della sezione 
quasi si equivalgono: 


2 
dod =ar E inte, do®=-Lart Lin E, o&m. (94,5) 


Per la validità delle formule (94,2-5) è necessario che almeno uno 
degli elettroni dopo la radiazione rimanga ultrarelativistico. In 
altre parole, la frequenza del fotone deve essere sufficientemente 
lontana dalla frontiera dello spettro duro, cioè lontana dalla fre- 
quenza massima [Omax che può venire irradiata. L'energia finale degli 
elettroni è minima e l’energia del fotone è massima quando ambedue 
gli elettroni dopo la radiazione si muovono nella direzione del fotone 
e hanno velocità uguali. Allora dalle leggi di conservazione abbiamo 


e+ m= Omar + 28‘, | P|=0ma + 2| p]. 
Escludendo da qui e’ e p’ otteniamo la formula 
(e + m_ Omax) — (|2 | — Omar)? =4m? 
dalla quale 
___m(e-m) 

Omax tel] (94,6) 
Per e > m abbiamo @marx œ% e. In tal modo, le formule (94,2-4) 
sono valide alla condizione 


Omar — 0 ~ E-O0SDm. (94,7) 


La sezione d’urto di radiazione da parte dell’elettrone veloce 
(94,2) coincide esattamente con la sezione d’urto di radiazione da 
parte di un elettrone diffuso su un nucleo a Z = 4 (formula (91,17)). 
Questa coincidenza non è casuale e le cause di essa si chiariscono 
dall’analisi del ruolo del rinculo nel processo di radiazione. 

Nella deduzione della formula (91,17) noi abbiamo trascurato il 
rinculo della particella fissa (il nucleo) sostituendola con un campo 
esterno costante. Questo equivale a trascurare la componente tem- 
porale del 4-vettore impulso trasferito q = p’ — p + k (energia 
di rinculo). Mostriamo ora che nel caso ultrarelativistico questa 
omissione è ammissibile non solo nella radiazione da parte di un: 
elettrone diffuso su un nucleo, ma anche quando l’elettrone è dif- 


fuso su un altro elettrone. 
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Scriviamo q? nella forma 
—qg=—(8+0—-ef4+(pp+0T— py)?-+(p1—-P1), (94,8) 


dove gli indici in basso indicano le componenti dei vettori p’ e p 
(impulso iniziale e finale dell’elettrone), parallele e perpendicolari 
alla direzione del fotone Æ. Nel caso ultrarelativistico gli angoli 0 
e 0’ (angoli formati da k rispettivamente con p e p’) sono piccoli: 
0 < m/e, 0' < m/s’. Perciò 


pil plo-m 


2 2 
siple bia dl 
pi | | aperta” pe (94,9) 
e analogamente per pi e pi. 

Se non si tiene conto del rinculo abbiamo g’ + o — e = 0; 
la differenza pi + © — pi, ~ m?/e, e perciò 


=P X (p1 — p1) ~ m. (94,10) 
L’energia di rinculo (sull’elettrone) è 
m=t+o—e ~ E m. (94,11) 


La variazione di p} dovuta alla variazione di e’ può essere trascu- 
rata. Perciò i primi due termini nella (94,8) danno la variazione di 
q? se si tiene conto del rinculo; denotiamo questa variazione con 
Ag?. Usando la (94,9) otteniamo 


Ao2 æ (e m? pi m2 pi 2o m 
A a a a r a mt. 
Confrontando con la (94,10) vediamo che Ag? & | 9? |; questo risul- 
tato giustifica la omissione del rinculo!). 

Il fatto che una particella veloce irradi in un cono stretto (con 
angolo di apertura ~m/e) nella direzione del proprio moto, permette 
di ottenere la sezione d’urto di radiazione nel sistema del baricentro 
mediante una semplice trasformazione della sezione d’urto nel 
sistema del laboratorio (94,2)?). 

Nel sistema del baricentro ambedue gli elettroni irradiano in 
maniera uguale, ciascuno nella direzione del proprio moto?). L’ener- 
gia E dell’elettrone relativistico nel sistema del baricentro è legata 


1) Questa conclusione, ovviamente, è tanto più valida per la radiazione da 
parte di un elettrone diffuso su un nucleo, per il quale l'energia di rinculo è 
qo Z d2/2M ~ mM, dove M è la massa del nucleo. 

2) Nel caso generale questa trasformazione non è possibile, poiché il con- 
tributo nello spettro in un dato intervallo di frequenze do proviene da fotoni 
emessi in direzioni essenzialmente differenti. 

3) Notiamo che questo fatto chiarisce bene la causa della mancanza di 
interferenza tra le radiazioni delle due particelle. 
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con la propria energia g nel sistema del laboratorio dalla relazione 
2E? = me, e le frequenze £ e © del fotone in questi due sistemi di 
riferimento sono legate dalla relazione œ/e = Q/£ (è facile ottenere 
queste uguaglianze confrontando i valori degli invarianti (p,p») 
e (p,k) nei due sistemi di riferimento). Perciò per la sezione d'urto 
di radiazione da parte di ciascuno dei due elettroni nel sistema del 
baricentro troviamo 


doD = do® = har, DETO x 
E \E-Q 2 4E2(E-9) 1 
x (zatr a) (Ino 2) (0412) 


(G. Altarelli, F. Buccella, 1964). 


Per l'applicabilità della (94,12) è pure necessario che la frequenza 
del fotone non sia vicina alla frontiera dello spettro. Per una par- 
ticella ultrarelativistica la trasformazione indicata precedentemente: 
dalla relazione @max œ% € dà direttamente 


Omar © Omar + ® E. (94,13): 


In tal modo, nel sistema del baricentro gli elettroni possono irra- 
diare solo metà della propria energia totale 2E. È facile calcolare 
direttamente max notando che, dopo la radiazione di tale fotone, 
gli elettroni si muoveranno (nello stesso sistema di riferimento) con 
le stesse velocità nella direzione opposta alla direzione del fotone. 
Abbiamo 
2E=2E"+Qmax: 2|1P'|=Qmax 
da cui 
2 2 

Qua = =E (94,14) 
e nel caso ultrarelativistico si torna nuovamente alla (94,13). In 
tal modo, la formula (94,12) è applicabile alla condizione 


Qnar TL ~ E—Q® m. (94,15) 
Riportiamo ora le formule per la radiazione nel sistema del bari- 


centro nel caso limite opposto, in prossimità della frontiera dello 
spettro, quando!) 


Qnar— CK m. (94,16) 


1) Va da sé che il risultato ottenuto in approssimazione di Born è valido, 
come al solito, solo fino a quando la velocità relativa degli elettroni finali è 
grande rispetto a a. In caso contrario è necessario tenere conto dell’interazione 
delle particelle nello stato finale. 
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Poiché in questo caso il rinculo è un fatto essenziale, i risultati dif- 
feriscono dal caso di diffusione su un centro fisso e risultano diffe- 
renti per la diffusione elettrone-elettrone e elettrone-positrone. 

Nel caso di diffusione elettrone-elettrone, oltre ai quadrati dei 
diagrammi (94,1), danno un contributo nella sezione d’urto di radia- 
zione in prossimità della frontiera dello spettro anche i prodotti 
(termini di interferenza) dei diagrammi diretti e di scambio, net 
quali è la stessa particella iniziale ad irradiare, ad esempio il pro- 
dotto del secondo dei diagrammi (94,1a) con il diagramma 


Questo è connesso al fatto che in prossimità della frontiera le par- 
ticelle finali hanno impulsi vicini e non ci sono ragioni perché i 
termini di scambio siano piccoli. Il risultato definitivo per la sezione 
d’urto è 
do — 2ar? E (Emax 9)!" R (94,17) 
mi Qmax 
Per la diffusione elettrone-positrone nella sezione d’urto di radia- 
zione, danno un contributo logaritmicamente grande i quadrati dei 
diagrammi di annichilazione, nei quali sono le particelle iniziali 
ad irradiare: 


4k 4k 

t t 
P, aeee P yeme ea e (94,18) 
-Pi a (aa p! ’ A ——T Le— p' 


All'approssimazione non logaritmica diventano importanti. anche 
i quadrati di altri diagrammi. I termini di interferenza sono, invece, 
piccoli. Il risultato definitivo è 
— 9gp? LE (Qmax— 9)? (1 2E R 

do = 2arî m (mati) (94,19): 
In tal modo, la radiazione nella diffusione elettrone-positrone è loga- 
ritmicamente grande rispetto alla radiazione nella diffusione elet- 
trone-elettrone. 


$ 95. Emissione di fotoni molli negli urti 


Sia do, la sezione d’urto di un qualche processo di diffusione dř 
particelle cariche, che può essere accompagnato dall’emissione[di 
un determinato numero di fotoni. Parallelamente a questo processo, 
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‘esaminiamo anche un altro processo, che differisce dal primo solo 
per l'emissione di un fotone in più. Se la frequenza o di questo 
fotone è sufficientemente piccola (le corrispondenti condizioni ver- 
ranno formulate più avanti), allora la sezione d'urto do del secondo 
processo è legata in maniera semplice con dog. 

Effettivamente, per piccoli œ si può trascurare l’azione reciproca 
«dell’emissione di questo quanto sul processo di diffusione. In altre 
parole, la sezione d’urto do può essere rappresentata in forma di 
prodotto di due fattori indipendenti: la sezione d’urto do, e la 
probabilità dw di emissione di un fotone nell’urto. L'emissione di 
un fotone molle è un processo quasi-classico; perciò la sua proba- 
bilità coincide con il numero calcolato classicamente dei quanti 
‘emessi nell’urto, cioè con l’intensità classica (energia totale) di 
radiazione d/, divisa per œ (=%@). In tal modo, abbiamo 


do=do&, (95,1) 


Mostriamo in che modo questa formula può essere ottenuta 
seguendo le regole generali della tecnica dei diagrammi (J. M. Jauch, 
F. Rohrlich, 1954). 

I diagrammi del processo con il fotone supplementare si otten- 
gono dai diagrammi del processo fondamentale mediante l’aggiunta 
di una linea fotonica esterna, che costituisce una « diramazione » 
di una qualsiasi linea elettronica (interna o esterna), cioè mediante 
la sostituzione di 


k ` 
—— con uni (95,2) 
Pp P-k p j 


È facile vedere che il ruolo fondamentale è svolto dai diagrammi che 
si ottengono mediante tale sostituzione nelle linee elettroniche ester- 
ne. Effettivamente, se p è l'impulso della linea esterna (p? = m?), 
allora per piccoli % si avrà anche (p — k)? œ m?, cioè il fattore che 
viene aggiunto nel diagramma si troverà vicino al suo punto sin- 
«golare. 

Per la linea dell’elettrone iniziale p la sostituzione (95,2) si 
riduce alla seguente sostituzione nell’ampiezza di reazione: 

= A sei P-k+m 5 

u(p,+eV4nG(p—k)e*u(p)=eV4n ine Up) 


z-eV 4a TC e*u (p) 


il primo fattore e è la carica elettrica). 
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Notando che pe* = 2pe* — e*p e che pu (p) = mu (p), otte- 
niamo la regola di sostituzione 


= $ 
u(p)+-—eV 4n a u(p). (95,3) 


Analogamente per la linea dell’elettrone finale p’ la sostituzione 
nel diagramma di 


LAS 
Y 
li con PARI ER 
P P' p'+k 


significa nell’ampiezza la sostituzione 
u(p')—> eV Irup) 2, (95,4) 

In tutte le rimanenti parti del diagramma si possono trascurare 
completamente le variazioni degli impulsi delle linee associate 
all'emissione del fotone k. Con questo si sottintende che l'energia 
del fotone œ è, in ogni caso, piccola rispetto alle energie di tutte le 
particelle che intervengono nella reazione (ivi comprese le energie 
dei fotoni duri emessi, se ce ne sono). 

Si abbia che la sezione d’urto doy si riferisce alla diffusione di 
un elettrone su un nucleo fisso (con possibilità di emissione di fotoni 
duri). L'ampiezza di questo processo ha la forma 


Mii =u (p') Mu (p). 


Operando nell’ampiezza una volta la sostituzione (95,3) e un’altra 
volta la sostituzione (95,4) e sommando quindi i risultati, otteniamo 
l'ampiezza della radiazione di frenamento di quegli stessi fotoni 
duri e del fotone molle k 1): 


0/77 ( Pe _ pe* 
My;= MeV da ( T -25). (95,5) 
Corrispondentemente, la sezione d’urto è 
=do,-4ne| 2e — Pe 3 8k _ 
do = do-4re 2 | a (95,6) 


Sommando sulle polarizzazioni del fotone %, otteniamo 


A p' p |2 dk 
do = -e att Treo Wo (95,7) 


1) Notiamo che la comparsa in questa formula di una differenza è il risultato 
naturale dell’invarianza di gauge: l ampiezza di reazione non deve cambiare per 
la sostituzione del 4-vettore polarizzazione e + e + costante -%. 
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Espressa attraverso quantità tridimensionali questa formula 
ha la forma!) 


[en [un 2 dodo 
do=a ( poi = n ) ci doo, (95,8) 


dove n = Kk/o, e ©, v’ sono le velocità iniziale e finale dell'elettrone. 
Vediamo che l’espressione, che sta davanti a do), coincide effetti- 
vamente con l’intensità classica (divisa per ©) della radiazione 
(cfr. II (69,4)), come si era affermato nella formula (95,1). 

La condizione di applicabilità delle formule ottenute richiede 
che l'impulso g trasferito sul nucleo sia grande rispetto alla varia- 
zione ôg di questa quantità connessa all’emissione del fotone molle. 


Abbiamo 


da =(p'—p—k)-(p'—P)lo-0=dp'—k, 
e |6p|- aa o~ 2, |k |= @. Nel caso non relativistico 
(v < 1) otteniamo quindi la condizione 


® 
Tan <A (95,9) 
Poiché, d’altra parte, | q | 1/0 (p è il parametro d'urto), allora 
questa condizione si può rappresentare anche nella forma ot « 1, 
dove t ~ p/v è la durata caratteristica dell'urto. 

Nel caso ultrarelativistico i fotoni vengono emessi principalmente 
nelle direzioni vicine a v o a v’ (come si vede dai denominatori nella 
(95,8)). Se l’angolo O di deflessione dell'elettrone è piccolo, le dire- 
zioni di tutti e tre i vettori p, p’, n sono vicini tra loro. Allora 

om2 


[sa] =18p|-]k|=0(1-1)-®, 


e poiché |q | ~ £9, otteniamo la condizione 


o m2 


>Il. (95,10) 


Grazie al carattere quasi-classico delle formule (95,5-8) esse sono 
valide per la radiazione da parte di particelle cariche qualsiasi 
(non necessariamente elettroni, per i quali è stata fatta la deduzione). 
Nel caso generale, quando nella reazione intervengono più particelle 
cariche, la formula (95,5) deve essere scritta nella forma 


My=MPeVin X z (22-25), (95,11) 


1) Per la deduzione è comodo tornare allaî(95,6), ponendo p = (e, 8v), pk = 
= go (1 — vn), . . ., e = (0, e)ed eseguendo di nuovo la somma sulle polariz- 


zazioni mediante la (45,4a). 
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dove la sommatoria viene eseguita su tutte le particelle (di carica Ze); 
corrispondentemente cambiano anche le formule (95,6-8). 
In particolare, nel caso non relativistico 
My = MW VE SZ). (95,12) 


Per due particelle questa formula assume la forma 


M, = MP VR (422) get, 


Ss due (95,13) 
Do r f mimg 
q=m(v— v), nen - 


dove v, v’ sono le velocità relative rispettivamente prima e dopo 
l’urto. 

I risultati ottenuti si generalizzano al caso dell’emissione simul- 
tanea di più fotoni molli. Per ciascuno dei fotoni si aggiunge nell’am- 
piezza M;; un fattore della forma di quello che nella (95,5) sta 
davanti a MW. È facile convincersi di questo direttamente sull’esem- 
pio di due fotoni. Le linee dei due fotoni emessi devono venire 
aggiunte a linee elettroniche esterne nei due diversi ordini di suc- 
cessione possibili, cioè un diagramma con la linea esterna p viene 
sostituito con due diagrammi con le linee 


kan, kn Kw kN 

x Sg N Ng 

Si N N ‘N 

oppure -—_— 0—r-—_. 
P-kı-ka p-k; p P-krka P-ką P 
Ognuno di essi contiene il fattore (denominatori dei propagatori 
elettronici) 
1 1 1 1 


=- + oppure s r. 
2 (pk, } pka) 2pk, OPP 2 (pki F pka) 2pk, 


La loro somma è 
1 1 
2pk; 2pko d 
contiene cioè il prodotto dei due fattori indipendenti relativi al 
primo e al secondo fotone. Dopo questo nella somma di tutti i dia- 
grammi i termini si raccolgono (in forza dell’invarianza di gauge) 
nel prodotto delle differenze 
( p'e — Di) ( peš _ pei ) 
P'ky pkaJ\ pk, pka?’ 

Corrispondentemente alla fattorizzazione dell’ampiezza, si separa 

in fattori anche la sezione d'urto del processo. In tal modo, i fotoni 


314 
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molli vengono emessi indipendentemente. La sezione d'urto del 
processo con emissione di n fotoni molli può essere rappresentata nella 


forma 


do = do dwi ... dn, (95,14) 
dove dw,, dw,, ... sono le probabilità di emissione di ciascuno 
dei fotoni kı, ką, ... Integrando questa formula su un intervallo 


finito di valori delle variabili (frequenze e direzioni), uguale per 
tutti i quanti, si deve introdurre il fattore 1/r!, che tiene conto del- 
l'identità dei fotoni. 

Se integriamo la sezione d'urto di radiazione (95,1) rispetto alle 
frequenze su un certo intervallo finito da ©, a ©, si ottiene un’e- 
spressione della forma 

do ~ a In -> dop (95,15) 
(cfr. con la (95,8)). Nel fare questo si sottintende che ambedue le 
frequenze sono molli in modo che i possibili valori di ©, siano limi- 
tati dalla condizione di applicabilità del metodo. Con precisione 
logaritmica, tuttavia, si può porre œ, ~ g, dove e è l'energia iniziale 
della particella irradiante. I valori di ©, non sono, invece, in nessun 
modo limitati dal basso. Facendo, però, tendere 0, + 0 si vede che 
la sezione d’urto di radiazione di tutti i possibili quanti molli 
diventa infinita. Chiariamo il senso di questa situazione, chiamata 
catastrofe infrarossa (F. Bloch, A. Nordsieck, 1937). 
Per 
aln_>1 (95,16) 


abbiamo do > do,. Ma questo significa l’inapplicabilità della teoria 
perturbativa, l’impossibilità di calcolare do in quanto quantità 
di ordine superiore di do. In altre parole, parametro di piccolezza 
deve considerarsi in questo caso non a, ma a In (e/@;). 

In tal modo, la deduzione delle formule (95,5-8) sulla base della 
teoria delle perturbazioni risulta errata per frequenze sufficiente- 
mente piccole. D'altro canto, la formula classica per l'intensità 
dI (II (69,4)) è applicabile in grado sempre minore quanto più 
piccola è la frequenza œ. Perciò la formula (95,1) rimane valida se 
la si considera dal punto di vista di una maggiore classicità. Pre- 
cisamente, nella (95,1) era sottinteso che veniva emesso un fotone; 
allora l'energia perduta dalla particella nella radiazione coincide con 
© e la « sezione di perdita relativa di energia » è data dall’espres- 
sione œ do/e, oppure dalla formula 

doti, (95,17) 
In effetti, invece, per œ sufficientemente piccoli la probabilità di 
radiazione non è piccola, e la probabilità di emissione di due o più 


INTERAZIONE DI ELETTRONI CON FOTONI 485 


fotoni non è minore ma maggiore della probabilità di emissione di 
un fotone solo. A queste condizioni l’espressione (95,17) rimane 
valida, ma l’intensità classica d/ determinerà non la probabilità 
di emissione di un fotone, ma il numero medio dei fotoni emessi 
dn= 4, (95,18) 


oppure, in un intervallo finito -di frequenze, 


n= | LL (95,19) 


Poiché i fotoni molli vengono emessi in modo statisticamente 
indipendente (questo è valido nelle approssimazioni di tutti gli 
ordini della teoria delle perturbazioni), allora al processo di emis- 
sione multipla si può applicare la formula di Poisson: la probabilità 
w (n) di emissione di n fotoni si esprime attraverso il numero medio n 
mediante la formula 


w(n)= tei, (95,20) 


Rappresentiamo la sezione d’urto del processo di diffusione con 
emissione di fotoni nella forma 


do = do,-w (n). (95,24) 


Poiché X w (n) = 1, allora do, rappresenta la sezione d'urto totale 
di diffusione accompagnata da una qualsiasi radiazione molle. 
Questo fatto è evidente da considerazioni classiche; secondo la teoria 
delle perturbazioni do, è la sezione d'urto di diffusione elastica 
pura. Ma la teoria delle perturbazioni è qui inapplicabile. Si ha 
quindi che do,, calcolata secondo la teoria delle perturbazioni come 
sezione d'urto di diffusione elastica, tiene conto, in effetti, dell’emis- 
sione di tutti i fotoni molli. Per quanto riguarda la sezione d'urto 
di diffusione elastica pura, essa è, in effetti, nulla: per 0; +0 il 
numero medio n + œ, e secondo la (95,20) la probabilità di emis- 
sione di un numero finito di fotoni si annulla!). 


PROBLEMI?) 


1, Trovare la distribuzione spettrale della radiazione di frenamento di quan- 
ti molli da parte di un elettrone ultrarelativistico diffuso su un nucleo. 
Soluzione. L’integrazione in do, della formula (95,8) dà 


do=aK (Ẹ) de doo (1) 


1) Per un esame più dettagliato torneremo su questo problema nel cap. 12 
in relazione con il problema delle correzioni radiative. 

?) Le applicazioni qui riportate della formula (95,7) sono di V. N. Bayer 
e V. M. Galitskij (1964). 
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dove 
244 a 
ro- p MG VET 1], salilenz © 


(p è l'impulso, 0 l'angolo di diffusione dell’elettrone). Nel caso ultrarelativistico 
il ruolo principale è svolto dalla regione degli angoli 


m20 m 
a [ST (3) 


(il limite inferiore è la condizione (95,10), mentre per il limite superiore vedi 
più avanti). Inoltre È = £0/2m < 1, cosí che 


8 
K &) = E 


e la sezione d'urto di diffusione elastica sul nucleo (vedi la formula (81,10)) è 


12 do , 
dog © 4Z2r2 i Gi . (4) 
L'integrale 
16 do { dð 
doy = Zarz TL | E 


diverge logaritmicamente; esso viene troncato inferiormente in 0 ~ mole? 
e superiormente in Ẹ~ 1, cioè in 0 ~ m/e (per Ẹ —> œœ 


4 
Ka a In È, 
e quindi l'integrale converge). In tal modo, con precisione logaritmica troviamo 
2 
dow s46 Zar? 2o. ln Las (5) 
3 ma 


in accordo con la parte logaritmica della formula (95,17) (nella quale occorre 
porre e = e’). Per raggiungere una precisione non logaritmica si deve uscire 
fuorì dalla regione quasi-classica. 

2. Per l’urto di due elettroni ultrarelativistici determinare (nel sistema del 
baricentro) la sezione d’urto di emissione simultanea di due fotoni molli in 
direzioni opposte, ad angoli piccoli rispetto agli impulsi degli elettroni. 

Soluzione. I fotoni che emergono in direzioni opposte vengono emessi da 
elettroni differenti, e ciascun elettrone emette fotoni nella direzione del proprio 
moto. La sezione d’urto di emissione simultanea è 


do x (e) L@2 g= Ž sen $ i (6) 


do= doo:aK (8) 7, i 


dove e è l'energia di ciascuno degli elettroni, 0 F angolo di diffusione nel sistema 
del baricentro, uguale per ambedue gli elettroni (poiché i fotoni vengono emessi 
in direzioni chiaramente differenti, non occorre introdurre nella sezione d’urto 
il fattore 1/2). La sezione d'urto di diffusione elastica degli elettroni ad angoli 
piccoli nel sistema del baricentro nel caso ultrarelativistico coincide con la (4) 
(cfr. la (82,11)). A differenza della (1) la sezione (6) si comporta per 8 + 0 come 
0 dð, e quindi l'integrale converge. Da una parte questa circostanza permette di 
integrare fino a 8 = 0 (senza preoccuparsi di una possibile violazione della condi- 
zione di applicabilità del metodo). Dall'altra, il contributo principale nella 
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sezione d'urto integrale proviene ora dalla regione 0 ~ m/e (e non dalla regione 
0< m/e), e quindi occorre usare l’espressione esatta (2). Integrando la sezione 
d'urto sugli angoli di diffusione otteniamo il risultato: 


do dwj dog 
kaat 5,9r2a2 — —— 


2 7 202 201 
dom =E |5+5 68) |rta ra mr 


(¢ è la funzione di Riemann; ¢ (3) = 1,202). 


$ 96. Metodo dei fotoni equivalenti 


Confrontiamo i due processi descritti dai diagrammi: 


Q Ng Q N° 
(96,1) 


a) ha 6) Åk 


(i cerchi rappresentano convenzionalmente tutta la parte interna 
del diagramma). ll diagramma a) rappresenta l’urto di un fotone k 
(k? = 0) con una particella avente 4-impulso q (e massa m; q? = m?). 
A seguito dell’urto si forma un sistema (una particella o un gruppo 
di particelle) avente impulso totale Q. Il diagramma b) rappre- 
senta l’urto di quella stessa particella q con un’altra particella il cui 
4-impulso è p e la massa M (p? = M?). A seguito dell’urto quest’ul- 
tima particella acquista il 4-impulso p’ e si forma lo stesso sistema 
di prima Q. Il secondo processo si può considerare come l’urto della 
particella g con il fotone virtuale emesso dalla particella p, il cui 
impulso è k = p — p’ (k? <0). Se inoltre | k? | è piccolo, allora il 
fotone virtuale differisce poco da un fotone reale. È evidente che 
questa situazione può crearsi in urti di particelle molto veloci: il 
campo elettromagnetico di una particella che si muove ad una velo- 
cità v æ 1 è quasi trasversale e quindi vicino, per le sue proprietà, 
al campo di un’onda luminosa. A queste condizioni la sezione d’urto 
del processo b) può esprimersi attraverso la sezione d'urto del pro- 
cesso a)!). 

Considereremo quindi la particella M ultrarelativistica: la sua 
energia (nel sistema in quiete di m) è e > M. Se le masse delle par- 
ticelle collidenti m e M sono differenti, allora per fissare le idee, 
assumeremo che m < M. 


1) Il metodo che andiamo esponendo è stato elaborato da K. Weizsäcker 
e E. J. Williams (1934); l’idea base di questo metodo era stata enunciata prece- 
dentemente da E. Fermi (1924). 


488 CAPITOLO X 


L'ampiezza del processo a) (con partecipazione di un fotone 
reale) si può rappresentare nella forma 


MQ = — eV ta (e,J”), (96,2) 


dove e, è il 4-vettore polarizzazione del fotone, e J4 la corrente di 
transizione associata al vertice (cerchietto) del diagramma. L’am- 
piezza del processo b) ha la forma 


My =Ze 2. (j,3"), (96,3) 


dove j, è la corrente di transizione della particella m (il vertice in 
basso del diagramma), Ze la carica di questa particella. La corrente 
J è funzione di k = Q — ge quindi differente nei due casi: k? = 0 
nella (96,2) e k? 4 0 nella (96,3). Ma se nel secondo caso 


|% | < m, (96,4) 


allora anche qui si può prendere J per k? = 0. 

La variazione dell'impulso della particella M per l'emissione 
del fotone virtuale, p — p’ = k, è piccola rispetto al valore iniziale 
dell’impulso | p | æ €; perciò nella corrente di transizione j si può 
porre p = p’. In altre parole, consideriamo il moto della parti- 
cella M come rettilineo e uniforme. Poiché tale moto è quasi-classico, 
la corrente corrispondente non dipende dallo spin della particella!): 


jp = 2p. (96,5) 
La condizione di trasversalità della corrente (jk = 0) dà ora 


80 — pxkx= 0, dove lasse z è stato scelto in direzione di p. Da 
qui troviamo 


o = vk,, (96,6) 
dove v = py/e è la velocità della particella M. Poiché 
— k= — o+ ki + kiia o (1— v) -+ ki (96,7) 


(k, è la componente del vettore X trasversale rispetto all'asse z), 
allora la condizione (96,4) è equivalente alla disuguaglianza 
IX, |&m e alla disuguaglianza notevolmente pifi debole per 
o: © m V1 — è. 

Dalla condizione di trasversalità della corrente J (Jk = 0) 
e usando la (96,6) discende 

J= Tz + Jiki È 
v W 

1) Se le funzioni d’onda sono normalizzate a una particella per unità di 
volume, allora j} = (1, v), dove v èla velocità. Noi abbiamo ) convenuto di o- 
mettere nelle funzioni d'onda il fattore di normalizzazione 1// 2e. In relazione a 
questo in j} occorre introdurre il fattore supplementare 2e e si arriva cosí al- 
l’espressione (96,5). 
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Quindi per il prodotto scalare jJ otteniamo 


. € 
jJ =2(Jæ— Japa) w2- (7 


ad Ja). (86,8) 


Sviluppiamo il prodotto Je nella (96,2) scegliendo il 4-vettore 
polarizzazione del fotone reale nel gauge trasversale tridimensio- 
nale: ek = —ek = 0, da cui e, % —e;ky/@. Allora 


Je=—e, (J1— hi (96,9) 


Confrontiamo le espressioni (96,8) e (96,9). Esse risultano pro- 
porzionali tra loro se è possibile trascurare il secondo termine tra 
parentesi. Poiché la corrente J è relativa al cappio in alto del dia- 
gramma (96,1b), essa non è legata con la direzione di p; perciò Jy 
e J, devono essere considerate quantità dello stesso ordine di grandez- 
za. La legittimità della omissione citata richiede, quindi, l’osser- 
vanza delle condizioni | k, | Á o e œ & e? |æ; |/M?; queste con- 
dizioni non contraddicono le condizioni precedenti già imposte su 
k; e o. 

Assumendo che nella (96,9) il fotone è polarizzato nel piano x, k 
(cosicché e, || k1), e notando che in forza delle condizioni poste 
eñ = e? = 1, otteniamo ora 

My,= MQ EVER 2 x |. (96,10) 
Secondo quanto detto precedentemente si suppongono inoltre soddi- 
sfatte le condizioni 


|k] <o «my, (96,11) 
FK ]<m, (96,12) 


dove per brevità si è indicato 
aen 
T 
Da qui si può trovare il legame tra le rispettive sezioni d'urto. 
Secondo la formula generale (65,18) (nel sistema in quiete della par- 
ticella ya abbiamo 
= | MR? (2m) 8 (P; — Pi) z mma dpo 
p 
do = l Mji la (27)* (o (P;— P; Nas a De 2e (27)3 dpo, 


dove dpo sono i pesi statistici delle particelle Q. Usando la (96,10) 
e la (96,7) troviamo 
do =do,-n (k) &p', (96,13) 
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dove 
k2 
n(k) =r — cdi. (96,14) 


Ricordiamo che do, è la sezione d’urto del processo a), dovuto all’urto 
di un fotone reale con. una particella in quiete, in cui si forma il 
sistema di particelle Q di impulsi appartenenti a determinati inter- 
valli. La sezione do, invece, è relativa al processo b), nel quale quello 
stesso sistema Q si forma nell’urto di una particella veloce (di mas- 
sa M) con la medesima particella in quiete; in questo processo la 
particella veloce perde l'impulso p — p' = k rimanendo sempre 
nell'intervallo d*p' dei valori di p’. Il fattore n (&) nella (96,13) 
può essere interpretato come la densità (nello spazio k) del numero 
di fotoni, ai quali è equivalente il campo elettromagnetico di una 
particella veloce. 

L'integrazione in d*p' è equivalente all'integrazione in d'k = 
= do d°k,. Integrando in d'k, otteniamo la sezione del processo, 
in cui l'energia totale £ del sistema di particelle Q cade in un deter- 
minato intervallo dE = do (E — m = e — e! = o, dove e e e’ 
sono l'energia iniziale e finale della particella M). L'integrazione 
rispetto alle direzioni di Æ, significa eseguire la media sulle direzioni 
della polarizzazione del fotone incidente (e simultaneamente molti- 
‘plicare per 2x). Dopo questo otteniamo 


do = n (œ) do, do, (96,15) 
dove 
27262 k? ak 
n(0)= f n (k) 2nk, dk, = 22° | di, 
(a+) 


L'integrale in dk, per grandi k, diverge. La divergenza, però, 
è solo logaritmica. Questa circostanza permette (nei limiti dell’appli- 
cabilità del metodo esposto) di ottenere la risposta in approssimazione 
logaritmica: si suppone che sia grande non solo l’argomento del 
logaritmo, ma anche il logaritmo stesso. Con questa precisione è 
sufficiente porre come limite superiore d'integrazione k 1 max © Mi 
cioè il limite superiore della disuguaglianza (96,12). Integrando 
otteniamo per la distribuzione spettrale dei fotoni equivalenti 
(in unità ordinarie) 


2 2 d 
n (o) do=TZaln TO CO, (96,16) 


L'approssimazione assunta significa che il coefficiente numerico 
nell'argomento del logaritmo rimane indeterminato: l'introduzione 
di tale coefficiente significherebbe l’aggiunta al grande logaritmo 
di una quantità relativamente piccola (~1) e costituirebbe una tra- 
sgressione del limite di precisione ammesso. 
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PROBLEMI 


1. Trovare la sezione d’urto di radiazione di frenamento nell’urto di un 
elettrone veloce con un nucleo, partendo dalla sezione d’urto di diffusione di 
fotone su elettrone. 

Soluzione. Nel sistema di riferimento K}, in cui l’elettrone prima dell'urto 
era in quiete, il processo si può considerare come la diffusione sull’elettrone di 
fotoni equivalenti del campo del turled Secondo la (86,10) la sezione di diffu- 
sione di un elettrone su un elettrone nel sistema K, è 


napr MIO (1 y ei (2-2 ř- (4-1)] 
dOditf (04, 0) = nr? o? i + EA + o RA 2m ol EA $ (1) 


dove œ; e œj sono l'energia iniziale e finale del fotone in questo sistema. La 
sezione di radiazione di frenamento nel sistema K, è 


doraa (0) = f dorn (01) dog (01, 0%), (2) 


dove n (œ) è la funzione (96,16). Per l’invarianza della sezione d’urto il passaggio 
al sistema di riferimento X, in cui è in quiete il nucleo, si riduce ad una trasfor- 
mazione della frequenza ©{. Le frequenze o; e œw nei sistemi K, e K sono legate 
dalla formula di Doppler í 


E 


dove 0; è l’angolo di diffusione nel sistema X,. Questo stesso angolo lega @{ con 
œ, secondo la (86,8): 


(3) 


o = yoj (1—v cos 0), 


aaa Oae (4) 
Dalla (3) e (4) troviamo f 
Oi = 0 ET (5) 


dove e = my e e’ sono l'energia iniziale e finale dell'elettrone nel sistema 
K (e — e' = @'). Sostituendo la (5) nella (1) otteniamo 


mdo' ( € € m22 2mo” 
£01 (++ eo e ) 
Questa espressione va sostituita nella (2) e integrata in do, per un dato œ’ 

(cioè per una data e’) nei limiti tra 
ô __ 2o dao 
imax T m , imin ~ 2e' 

(questi valori si ottengono dalla (3) e (4) per 0, = 0, 0, = x). A causa della 
rapida convergenza dell’integrale per grandi ©, il contributo principale in esso 
è dato dalla regione degli œ; nelle vicinanze del limite inferiore (cioè si può porre 
Qimax + œ). Calcolando l'integrale con precisione logaritmica?) troviamo 

do’ e' | € e’ 2 ee’ 

= 4raZ —_ — [ 
doraa = 4rfaZ a (È 2 3 ) In Ho 


dodit = 1r? 


, 


7e 


1) La diffusione di fotoni virtuali su un nucleo (nel sistema di quiete del 
nucleo) viene esclusa dalla grande massa di quest’ultimo: la sezione d'urto di 
diffusione tende a zero con l'aumentare della massa della particella diffusore. 

2) Questo significa che mediante un’integrazione per parti viene eviden- 
ziato il termine contenente il grande logaritmo, e gli altri termini vengono 
trascurati. Questa operazione si riduce a portare il logaritmo In (e/0;) fuori 
dal segno di integrale per ©, = ©jmin- 
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Per la validità di questo risultato, oltre la condizione e > m (elettrone ultra- 
relativistico), deve essere soddisfatta anche la condizione (96,11): le frequenze 
0; ~ Omin essenziali nell’integrazione devono essere « e. Da qui troviamo 
e — e' = œ X ee'/m. Con queste condizioni il risultato ottenuto coincide, come 
doveva essere, con precisione logaritmica con la formula (91,17). 

2. Lo stesso per la radiazione di frenamento nella diffusione elettrone- 
elettrone. 

Soluzione. In questo caso il fotone virtuale può venire diffuso sia sull’elettro- 
ne veloce che sull’elettrone di rinculo; i fotoni, equivalenti al campo di un elet- 
trone, vengono diffusi sull’altro elettrone e viceversa. La diffusione dei fotoni 
virtuali sull’elettrone veloce dà la sezione d'urto dotta, che coincide con la sezione 
d’urto di radiazione da parte di un elettrone diffuso su un nucleo a Z = 1. 

La diffusione di fotoni virtuali sull’elettrone di rinculo dà la sezione di 


radiazione 
dogy = | do-n (0) doart (0, ©), 


dove dOgirt fa; 0’) è presa dalla (4) (con corrispondente cambiamento delle 
notazioni delle frequenze). Per la regione dei valori assunti da œ per un dato œ’, 
abbiamo (cfr. la (4)) 

o LoLo pr o>; 


(0) 


sa. per o <7 
md P 2: 


0 LOS 


Per w < m/2 l'integrazione in do dà 


16 do’ o, o2? e 

dotta = g e 7° ( ) ln —~- 
in accordo con la (94,4). Se, invece, œ’ > m/2, allora occorre distinguere il caso 
in cui œ’ ~ m da quello in cui œ’ ~ e > m. Nel primo di questi casi otteniamo 


3 mdo' m m2 € 
(= 2 ar? MIA I 2 
dogy = art ZE (4 Deia ) n È 


in accordo con la (94,3) (nell’argomento del logaritmo abbiamo sostituito secondo 
la precisione richiesta £/œ' con s/m). Nel caso, invece, in cui œw ~ e il metodo 
dei fotoni equivalenti non è applicabile par il calcolo di doraa. La frequenza dei 
fotoni virtuali œ assume i valori a partire da w’, e per œ = ©’ ~ eg, quindi, non 
è soddisfatta la condizione (96,11). 

3. Determinare la sezione d'urto totale di produzione di una coppia nell’ur- 
to di un fotone con un nucleo, partendo dalla sezione d’urto di produzione di 
una coppia nell’urto di due fotoni. 

Soluzione. L'energia del fotone nel sistema di quiete del nucleo (sistema K): 
© = my, yÈ 4. Passiamo nel sistema di riferimento K, nel quale il nucleo si 
muove incontro al fotone con una velocità vo tale che 


INTERAZIONE DI ELETTRONI CON FOTONI 493 


Calcoliamo la sezione d’urto cercata nel sistema Ką come sezione d'urto di 
produzione di una coppia nei processi di collisione del fotone incidente ©, con 
i fotoni equivalenti del nucleo, di cui denoteremo le energie con œ’: 


o= f Oyyn (0') do’, 


dove Oyy è la sezione di produzione di una coppia da parte di due fotoni; essa 
è data dalla formula (1) ottenuta nel problema al $ 88, nella quale ora occorre 
porre 


di m2 a m 
=y 1- y 1-3 


Passando dalla variabile ©’ alla variabile v, abbiamo 


1 
o= 2riaZ fe In [y 1—12] { (8—) In TL 90 (2-18) } dv. 
0 


Se teniamo conto della convergenza nel limite superiore, allora l'integrazione 
si estende a tutta la regione dalla soglia di reazione of = m (v = 0) fino a w' = 
= 00 (v = 1) e viene eseguita con precisione logaritmica (cioè il logaritmo ln 
iy (1 — w] è sostituito con il suo valore in v = 0 e viene portato fuori dal segno 
di integrale). Come risultato otteniamo 


o= 2 aZ2r? In y 


in accordo con la (92,8); la formula è valida per ln y > 1. 


$ 97. Produzione di coppie negli urti di particelle 


La produzione di una coppia elettronica nell’urto di due parti- 
celle cariche è descritta da diagrammi di due tipi: 


Do GI nti 
«-="r"rre- i i 
= —# ———! 
DETA ! (97,1) 
—L_—TT _______— , =—- e . 
R -P, P -P 
a) 8) 


Le due linee continue in alto corrispondono alle particelle colli- 
denti, la linea in basso corrisponde alla coppia prodotta. 
Esaminiamo Nel caso ultrarelativistico l'urto di due particelle 
pesanti (nuclei). Il cambiamento dello stato di moto delle particelle 
stesse dovuto all’urto può essere trascurato, cioè si possono consi- 
derare le particelle come sorgenti di un campo esterno. Si hanno 
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corrispondentemente due diagrammi del primo tipo: 


i q” I gl?) ! gle) q” 
i i i j (97,2) 
S OES OEA , e o e 9 
B p -P P Pp <P, 


dove q®, q? sono gli « impulsi » delle trasformate di Fourier dei 
campi delle due particelle. 

La sezione d’urto di produzione di una coppia, in questo caso, 
può essere determinata mediante il metodo dei fotoni equivalenti, 
sulla base della già nota sezione d’urto di produzione di una coppia 
da parte di un fotone diffuso su un nucleo. La sostituzione del campo 
di una delle particelle (diciamo, della prima) con uno spettro di fotoni 
equivalenti significa che nei diagrammi (97,2) le linee q® sono consi- 
derate linee di fotoni reali. L'insieme di questi due diagrammi diventa 
allora identico all’insieme dei diagrammi relativi alla produzione 
di una coppia da parte di un fotone diffuso sul nucleo 2. Per £4, 
e_ © m la sezione d'urto dell'ultimo processo è data dalla formu- 
la (92,7). Moltiplicando questa espressione per lo spettro (96,16) 
dei fotoni equivalenti del primo nucleo, otteniamo (con precisione 
logaritmica) la sezione d’urto differenziale di produzione di una 
coppia nell’urto delle due particelle: 


fde, de_ 2 
+ n (e2+22+ ee) xX 


(e4 +8) 
ELE my 
x ln PIENE In rara, (97,3) 


do = 2 r? (Z1Z30)? 


dove y = 1/V1— Ż 1. 
Qui si suppone che 


m & Er, e- & my; (97,4) 


la disuguaglianza y © 1 è la condizione di'applicabilità del metodo 
dei fotoni equivalenti. Nello stesso tempo, la regione determinata 
dalle disuguaglianze (97,4), coincide con la regione delle energie 
dell’elettrone e del positrone importanti nell’integrazione dell’e- 
spressione (97,3). Nell’integrazione in de, o in de_ per una data som- 
ma s= e, + e_ (œm) è essenziale la regione in prossimità del 
limite superiore; tralasciando i termini non contenenti il logaritmo 
grande otteniamo 
do = Ti r? (Z,Z,0)? In + In si di. 

L'integrale in de, preso sulla regione (97,4), diverge come il cubo 
del logaritmo, e ai limiti di questa regione diverge solo come il 
quadrato del logaritmo. In approssimazione logaritmica (In y > 1), 
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quindi, la regione (97,4) è effettivamente la regione fondamentale, 
e l'integrale può essere calcolato nei limiti da m a my. Abbiamo 


S 
| Iné(iny— Int) FP -4n'y, 
1 
e quindi la sezione d’urto totale di produzione di una coppia 
28 1 
o =" (Z220) ln —- (97,5) 


Vi-» 


(L. D. Landau, E. M. Lifsits, 1934). 

Esaminiamo ora il caso di velocità non relativistiche dei nuclei 
collidenti. In questo caso diventa importante la variazione del motò 
dei nuclei per effetto della loro interazione, e il contributo fonda- 
mentale nella sezione d’urto di produzione di una coppia è dato dai 
diagrammi del secondo tipo nella (97,1). I diagrammi di questo 
tipo sono quattro: i due diagrammi 


Pi SER P, P; —— ———re_ P, 
I 
I I 
preme p, Pi "© (97,6) 
jk ik 
E E ’ =—=— —_——_— 
P <P. P_ -P. 


e ancora due analoghi, nei quali il fotone virtuale k (che produce la 
coppia) viene emesso dal primo e non dal secondo nucleo!). 

Supporremo che l'energia della coppia sia piccola rispetto all’e- 
nergia cinetica del moto relativo dei nuclei nel sistema di riferi- 
mento del loro baricentro: 


este ME (97,7) 


(v è la velocità relativa iniziale, M = M,M/(M, + M.) è la massa 
ridotta dei nuclei). In questo caso si può trascurare l’effetto di ri- 
sposta della produzione della coppia sul moto dei nuclei. Se nei 
diagrammi (97,6) si elimina la linea elettrone-positrone, allora le 
parti restanti rappresentano l'emissione da parte delle particelle 
collidenti di un fotone virtuale di piccola frequenza (0 = e+ + £_). 
Torniamo cosí alla situazione esaminata nel $ 95 per l'emissione di 
un fotone reale molle, e possiamo usare la formula (95,13) ottenuta 


1) Notiamo che alla produzione di una coppia nell’urto di due elettroni cor- 
rispondono in totale 36 diagrammi: 2! 3! = 42 diagrammi del tipo a), che si 
ottengono uno dall'altro mediante permutazioni dei due elettroni iniziali e dei 
tre finali, e 2-2! 3! = 24 diagrammi del tipo b), che si ottengono analogamente 
dai due diagrammi (97,6). 
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per il caso non relativistico (con la differenza che al posto dell’am- 
piezza Į 4ne* del fotone reale comparirà ora il propagatore del 
fotone virtuale!). In tal modo, l’ampiezza di tutto il processo di 
produzione di una coppia si scrive nella forma 


My =MR $ (FEE) Day (k) [— ie (yu), (97,8) 


dove gq = (0, q), q = M w — v). 

Come al solito, nel caso non relativisticò il propagatore fotonico 
va scelto nel gauge (77,14). Dall’ampiezza (97,8) troviamo la sezione 
d’urto del processo: 

Zi Zo 


2 
do = doge (# = w) X 


d3p,d3p_ = 
x Dese (2) o? (02 — k2)? (án) |u-yQu+ |}, (97,9) 
dove 


1 
o=e+e, k=py+p-, Q=9—-7k(ak); 


doge è la sezione d’urto di diffusione elastica dei nuclei uno sul- 
l’altro (nel sistema del loro baricentro). Essa è data dalla formula di 
Rutherford?) 
M? do dqy dqz 
doge = 4 (Z41226)? 7 X 4 (Ze) — aga 
(l’ultima uguaglianza presuppone che siano piccole le deviazioni 
dei nuclei dalla direzione iniziale del loro moto: l’asse x). Sosti- 
tuendo questa espressione nella (97,9) ed eseguendo la solita somma 
sulle polarizzazioni della coppia, otteniamo 


et 2 
do = (Z122e2) 7 (7 -#) xX 


(97,10) 


-a n d3 +d’ — dqy daz 
x Tr {(P-+ m) (YQ) (P+— m) (YO) arena (97,11) 


= Gli ulteriori calcoli si eseguono nell’approssimazione in cui 
tutti i logaritmi che compaiono nell’integrazione sono considerati 

1) Nel caso non relativistico l'impulso del fotone è piccolo rispetto alla 
variazione dell'impulso delle particelle collidenti (| ép | ~ 0/v) e quindi può 
essere trascurato (rispetto a ôp) anche là dove non si può trascurare l'energia del 
fotone. Questo è tanto più valido, nel caso considerato, per il fotone virtuale, 
per il quale il quadrato quadridimensionale k? = (p+ -+ p_)? > 0, e quindi 
| k| < ©. Con queste condizioni la differenza tra fotone reale e fotone virtuale 
scompare; questo giustifica l’uso della formula (95,13). 

2) I diagrammi (97,6) sono rappresentati nell’ipotesi dell’ approssimazione di 
Born per la diffusione dei nuclei. Tuttavia, poiché la formula di Rutherford è 
esatta (per l'interazione coulombiana), allora la validità dei risultati ottenuti 
non richiede, in realtà, l'osservanza della condizione di applicabilità dell’appros- 
simazione di Born. 
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quantità grandi. Vediamo che in questa approssimazione il ruolo 
fondamentale è svolto dalle energie della coppia &+, e- > m e dagli 
angoli 0 tra p+ e p- che cadono nella regione 


HEAKKET (97,12) 


Trascurando i termini appropriati il calcolo della traccia nella 
(97,11) dà 


Tr{---}=16 [le — pp- (@-E)+ 


28,8 2gk 
+2 (p0) (p-9) + È (al? — 222 (eigp_+2.92+) |, 
dove occorre porre |p+ | = &+, |p-|= £- Al denominatore, 


invece, abbiamo 
2 
€. €m 
o? — K? X E480? + m? Sete è 
NE 


Integrando rispetto alle direzioni di p, e. p_ per un dato angolo 
formato da queste direzioni, otteniamo 


32 eZ Za \2 
do = $y (212) (FM) +) des de- x 


63 d0 dqy dg, 


X me a a: (97:13) 
[2+ m E ] 4q 
La forma della dipendenza da 0 conferma la supposizione (41,12) 
‘ e l'integrazione in dð dà ln a L'integrazione dell'ultimo 


fattore nella (97,13) viene eseguita nei limiti da g, = gz = 0 fino 
a V È + gi — A/R, dove R è una quantità dell'ordine di grandezza 
del raggio dei nuclei (questo valore corrisponde alle distanze d'urto 
minime; vedi più avanti); questa integrazione dà 


nin (dì ++ a)l 207. 
dx 


D'altra parte, l'energia totale della coppia, uguale alla variazione 
dell’energia dei nuclei, è 


e = (8, +e.) = F (0? — v?) æ Mu (vi — Va) = 04%, 


da cui q, = &/v. Troviamo così 
"etm2 ( Zo Zi y e? +e? 
2 


n (e pi) elem pin S dep de., 


me 


64 
do = wi (ZyZ30*)? 
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e dopo l'integrazione in de, o in de_ per una data somma e, 
+ 


27 eim? | Z Zi \2 v e 
do =£- (212,69 L (T) Ing t®. (97,14) 

L'energia e può essere messa in relazione con la distanza d'urto 
p ~ vle (l'energia della coppia è dell'ordine di grandezza della fre- 
quenza corrispondente alla durata dell’urto). Perciò la divergenza 
logaritmica nell’integrazione in de nella (97,14) significa un’uguale 
divergenza rispetto alle distanze d’urto. Questo significa che sono 
essenziali i grandi p (con ciò stesso si giustifica l’uso della sezione 
d'urto di diffusione (97,10) nel campo coulombiano puro del nucleo). 
In corrispondenza risulta essenziale la regione dei valori: m « e « 
« v/R. L'integrazione della (97,14) dà la sezione d'urto totale di 
produzione di una coppia; come risultato definitivo troviamo (in 
unità ordinarie) 


16 2/Z Z 2 h 
o= (Ziar (Ey (FE) m ig (97,15) 


(E. M. Lifšits, 1935). 


PROBLEMA 


Scrivere l’espressione per la sezione di produzione di una coppia nell’urto 
di due nuclei veloci, corrispondente ai diagrammi (97,2). 
Soluzione. L'ampiezza di reazione è 


4 $ pe A 
Mp=eè | -Pr u (p) ÂD (p_—p)6 (p) ÂD (p,+o)u(—p)+ (12), 


dove 4) (q), 4° (q) sono i campi esterni creati dal primo e dal secondo nucleo 
il termine non scritto si ricava dal primo permutando gli indici dei nuclei. 

Il potenziale A" = (A,, 4), creato da una particella classica in moto uni- 
ferme con la velocità v, soddisfa le equazioni 


C] Ao = — 4nZe8 (r— vi— ro), 
QA=—4nZevd(r—vi— ro). 
Le trasformate di Fourier sono 


812Ze “ik 
Ao (k, o) = -DL k e rog (o— kv), 
e analogamente per A (k, ©). In forma quadridimensionale 
2 ; 
Ab (g= ERE UHS (1g), 


dove U è la 4-velocità della particella, e il 4-vettore zọ = (0, #9). Se il nucleo 7 

si trova in quiete nel centro delle coordinate (r= 0), allora p=r® è il vettore 

distanza d’urto (nel piano perpendicolare alla direzione del moto del nucleo 2). 
Ora l’ampiezza è 


M ji = 4Z,Zoefu (p_) Qu (— ps), 
Q= ÔD (Î4 Im) D4 ÔD (P In D, 
Q= ÔD (î*4 Ih) UD ÂD (P+ e D, 
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dove /, I’ sono gli integrali quadrivettoriali: 


pa pe a E 
(p-— P)? (P2-++ m?) (p+ + P)” 


peta e iP- PPS [UD (p,-+p)] ô IU (P-—P)] jap 
(p_— p) (p?+ m?) (p+ + p)? i 
e Im, Im si ottengono sostituendo sotto il segno di integrale p con m. 
i La probabilità di produzione di una coppia nell’urto per una data distanza 
"urto è 


dip, 


_ Ml dp, dp 
2e,2e_ (20)3 (Pm ' 
e dopo la sommatoria sulle polarizzazioni della coppia 
_ (Z122) ^ z SENE 
dw= -rna ge T! UP-+m) 0 (P, —m) Q} dp dp- 


La sezione d’urto si ottiene integrando dw in d?p!). 


dw 


$ 98. Emissione di un fotone da parte di un elettrone 
nel campo di un'onda elettromagnetica intensa 


L’applicabilità della teoria delle perturbazioni ai processi di 
interazione di un elettrone con il campo di radiazione presuppone 
(oltre alla piccolezza della costante di accoppiamento a) anche una 
sufficiente debolezza dell’intensità di questo campo. Se a è l'am- 
piezza del 4-potenziale classico del campo elettromagnetico di 
un'onda, allora la quantità caratteristica, in questo senso, è il 
rapporto adimensionale invariante 


pela. (98,1) 


In questo paragrafo noi esamineremo i processi di radiazione che 
hanno luogo nell’interazione di un elettrone con il campo di un'onda 
elettromagnetica intensa, per la quale È può avere qualsiasi valore. 
Il metodo usato è basato sul fatto che si tiene conto in modo preciso 
di questa interazione; l’interazione dell’elettrone con i nuovi fotoni 
emessi può considerarsi, come prima, una piccola perturbazione?). 

Consideriamo un’onda monocromatica piana e, per fissare le idee, 
polarizzata circolarmente. Scriviamo il suo 4-potenziale nella forma 


A=a;,cosp + a, sen 9, ọọ = ka, (98,2) 


1) Per i calcoli che seguono vedi L. D. Landau, E. M. Lifšits, 
Phys. Zs. Sowjet. 6, 244 (1934). 

2) Uno studio sistematico dei diversi processi quantistici nel campo di 
un'onda monocromatica piana intensa si può trovare nei lavori: A. I. Niki- 
šov, V. I. Ritus, ZETF 46, 776, 1768 (1964); 47, 1130 (1964); 52, 1707 
(1967); N. B. NaroZnyj, A. I. Niki3ov, V.I.Ritus, ZETF 47, 930 
(1964). In questi articoli (che noi utilizziamo nella nostra esposizione) sono stu- 
diati, in particolare, l'emissione di un fotone e la produzione di coppie nel campo 
di un’onda piana con varie polarizzazioni. 


32% 
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dove ku = (œ, k) è il 4-vettore d'onda (k? = 0), e le 4-ampiezze 
a, € & sono uguali in modulo e mutuamente ortogonali: 


al=-aî=a?, aaz =]. 


Supponiamo che il potenziale sia gauge per la condizione di Lorentz, 
cosî che ajk = tk =0. 

La funzione d’onda esatta per un elettrone nel campo di una 
onda elettromagnetica piana generica è stata trovata nel § 40 ed 
è data dalle formule (40,7-8). Cambiamo, tuttavia, la sua normaliz- 
zazione: imponiamo che w, corrisponda alla densità spaziale media 
unitaria del numero di particelle, procedimento simile alla nor- 
malizzazione delle funzioni d’onda delle particelle libere secondo 
« una particella nell’unità di volume ». Poiché per la funzione (40,7) 
la densità media è jo = go/Po, allora per ottenere la normalizzazione 
richiesta occorre moltiplicarla per V Poqo, Occorre cioè sostituire 


nella (40,7) il fattore 1/V2p, con 1/V29,. Per un'onda con il 4-po- 
tenziale (98,2) otteniamo: 


p sii +5 (ka, cos p + kaz sen 9) | x 


RI exp {_ie ni sen ọ + ie Can cos p—iqr } a (98,3) 


V 200 


x —==- 
dove 
(98,4) 


= paz 
Secondo la (40,14) il 4-vettore q è il 4-impulso cinetico medio del- 
l’elettrone; lo chiameremo quasi-impulso. 

L'elemento della matrice S per la transizione dell’elettrone dallo 
stato w, nello stato pp: con emissione di un fotone con 4-impulso 
kw = (0', k') e 4-vettore e e' ha la forma 


dix, (98,5) 


Sji= — ie f (ppê' ‘p) Dre 


L'espressione integranda nella (98,5) è una combinazione lineare 
delle quantità 
e-iasssenio+ias cos ®, 


cos perio sen P+ia2 cos F, 
sen peri sen Q+tias coso, 


dove 
© ap _ aP) — ( aP dr) 
LEA =e ( Tp. kp }» X =E E xp . 


Insieme con il fattore exp [i (k' + p’ — p) z] queste quantità espri- 
mono tutta la dipendenza da x dell'espressione integranda. 


(98,6) 
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Sviluppiamole ora in serie di Fourier denotando i coefficienti 
dello sviluppo rispettivamente con B,, Bis, Bs, ad esempio: 


00 
"ia, senig-+ia, cop __ eV a3+a3 sen (P_@) _ X B-59, 


Questi coefficienti si esprimono attraverso le funzioni di Bessel 
secondo le formule 


B, =J, (2) e, 


Bu =} Wer (2) e+ 9904 Jp (2) e! !90], (98,7) 
Bas = = [Ja (2) eSt 090 Jaa (2) ei6- D90), 
dove 
z=V æa Fa, cosp= u » Sen Po = 2, 


Le funzioni B, ,B1s, Bas sono legate tra loro dalla relazione 
%B16 + aBa = SBs, (98,8) 
che è una conseguenza della nota relazione per le funzioni di Bes- 


sel: Ja- (2) + Jan (2) = 254, (2)/z. 
L'elemento di matrice (98,5) assume quindi la forma 


Sti MEA DI MR (27) is (k+g—9'—k'), (98,9) 
dove 
9 — -eViaul z ez lke 
MR= eV inup){(e-e Tio) Bet 
sika pia ake Fia 
+e (FU ta) Pute (FTT +) Bes) u (P). (98,10) 


In tal modo, l'elemento di matrice Sz; è una scmma infinita di 
term ini, a ciascuno dei quali corrisponde la legge di conservazione 


sk+q= q+k'. (93,11) 
Poiché 
=q = m (14E) = m? (98,12) 


(cfr. la (40,15)), e k? = k’? = 0, allora l'uguaglianza (98 11) è pos- 
sibile solo per s > 1. Il termine s-esimo della somma descrive l’emis- 
sione del fotone k’ dovuto all’assorbimento dall’onda di s fotoni con 
4-impulso k. Dalla forma dell'uguaglianza (98,11) è evidente che 
tutte le relazioni cinematiche che valgono per l’effetto Compton, 
varranno anche per i processi considerati se sostituiamo gli impulsi 
dell’elettrone con i quasi-impulsi q, e l'impulso del fotone incidente 
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con il 4-vettore sk. In particolare, per la frequenza del fotone emesso 
nel sistema di riferimento in cui l’elettrone, in media, si trova in 
quiete (q = 0, go, = my), abbiamo 


ue (98,13) 


143 (1— cos 6) i 


dove 0 è l’angolo tra Æ e k’ (cfr. la (86,8)). Si può dire che le frequenze 
o’ sono delle armoniche della frequenza w. 

Usando le notazioni da noi adottate ($ 65) l'ampiezza del processo 
di radiazione della s-esima armonica coincide con M, e l’espres- 
sione 

A dBk'dBq' ; 
dW: =| MR P -oezo aag (2 8° (sk+g—g'—k') (98,14) 
dà la corrispondente probabilità differenziale (nell'unità di tempo 
e di volume)!). 

La struttura dell’ampiezza (98,10) è simile alla struttura delle 
ampiezze di diffusione con onde piane. Perciò l'operazione di som- 
matoria sulle polarizzazioni delle particelle viene eseguita nel modo 
solito. Dopo la sommatoria sulle polarizzazioni dell’elettrone e del 
fotone finali e il calcolo della media sulle polarizzazioni dell’elet- 
trone iniziale, si ottiene 


e2m? dk dq’ 


dWs= È nE 6° (sk+q—-g'—k')x 
2 7 (kk')? 2 2 
x {-273() +2 (1+ Ter) lat Jła—233)}. (98,15) 


Per l'integrazione dell'espressione (98,15) notiamo che per la 
simmetria assiale del campo di un’onda polarizzata circolarmente, 
la probabilità differenziale non dipende dall’azimut comune @ 
attorno alla direzione X. Insieme con la presenza di una funzione è 
questo fatto dà la possibilità di eseguire l’integrazione rispetto a tutte 
le variabili eccetto una; prendiamo per quest’ultima la quantità 
invariante u = (kk°)/(kp'). Allora, dopo l'integrazione in d*%kdg d x 
x (q + 0’) abbiamo 


(0 (gg) PEPE, an du 
6 (sk+q—-q bk de "agi 


Effettivamente, nel sistema del baricentro (sistema in cui sk + q = 
= q — k’ = 0) l'integrazione detta dà 2a | g' |d cos 8/E,, dove 
Es = s@ + qo = œ — q}. e 0 è l’angolo tra ke g' (cfr. con la tra- 


1) Notiamo il fatto che la normalizzazione delle funzioni pp secondo l'unità 
di densità corrisponde alla normalizzazione secondo una funzione delta di g 
(cfr. la (40,17), dove il fattore go/py nella parte destra dell'uguaglianza ora viene 
a mancare). Proprio per questo il numero di stati finali dell’elettrone deve misu- 
rarsi con l'element Bg’. 
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sformazione (65,12)). D'altra parte, in questo stesso sistema 


Es Esdu 
u=—— — 1, dceosôð =- r. 
qo —l g’ | così i la'|(14+-u)2 


All’intervallo —1 < cos 9 < 1 corrisponde l'intervallo 


E? 2s (k 
Oguzu,= mE -1 = Z 


(nel fare le trasformazioni occorre tenere presente che kp == kg). 
In tal modo, la probabilità totale di radiazione dall'unità di 
volume nell'unità di tempo è!) 


a 00 = em? œo Us dù D p 
ww 3 ft at 
2 
+E (2477) ati 279}, (08,10) 
dove?) 
__ (66) og ga t EAT 
u = DY’ =s m3’ z = 2sm? VITE VE (1 o LA 


(98,47) 


Per È < 1 (condizione di applicabilità della teoria perturbativa} 
le espressioni integrande nella (98,16) possono essere scom poste. iÑ 
serie di potenze di È. Cosî, per il primo termine dello sviluppo di W 
si ottiene 


a 


a a a a 
0 


= St [(4 i_ ) n (14u) + 


z 
u1 ui 


Wiz 


1 8 1 à 
tit ampu] (9848 


e u, = 2 (kp)/m?. Come c’era da aspettarsi, questo risultato coincida. 
con la formula di Klein — Nishina per la diffusione di un fotone sù: 
un elettrone: ponendo nella (98,18) — a? = 4n/0, Ẹ = 4ne?/m'@ 
e dividendo per la densità del flusso incidente (65,14), si ritorna alla 


1) Questa formula venne ottenuta anche da I. I. Goldman (1964). 

2) Per calcolare z occorre preventivamente notare che z2 = (2,0)? + (230)t== 
= a20?, dove Q = g/(kg) — g'/(kg'). Di questo è facile convincersi scegliendo 
un sistema di riferimento in cui (a,)o = (42) = 0, e i vettori &,, @,, Æ sono diretti 
secondo gli assi x, x°, z3 e notando che in forza della relazione kQ = 0 sarà 


o = Qs. 
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(86,16) (la sezione d’urto integrale di diffusione non dipende dalla 
polarizzazione iniziale del fotone)!). 

Scriviamo anche l’espressione per la probabilità di. emissione 
della seconda armonica (primo termine dello sviluppo di W, 


E <1): 


uz 
35 e2m2f4 du u MEC A u2 i Li ra 
VaR a j Tre 2 (Il 2)[2+ ifu 4 > (1 5) = 
a a [A 4 4_2 1 
= ta a a ary 
1 3 3 1 
-( ar g a) + 2u)]. (98,19) 


In generale, il termine principale in W, (per s non troppo grandi) 
è proporzionale a È?5, 

Soffermiamoci ora sul caso opposto: È > 1. Il parametro È 
si può rendere grande, ad esempio, diminuendo la frequenza © per 
una data intensità del campo (è evidente che È = eF/mo, dove F 
è l'ampiezza dell’intensità del campo). È chiaro perciò che il caso 
È > 1, sostanzialmente, si riduce a processi in un campo costante 
omogeneo, le cui intensità E e H sono mutuamente perpendicolari 
e uguali in modulo (tale campo convenzionalmente lo chiameremo 
campo incrociato). La probabilità di radiazione in questo campo si 
può ottenere eseguendo il passaggio al limite È + co, ma risulta più 
semplice fare i calcoli direttamente per un campo costante, scegliendo 
il 4-potenziale nella forma 


A" =a} pọ, p=kr, (ak)=0 (98,20) 


(in modo che F, = kyay — kya, = costante). La funzione d'onda 
esatta di un elettrone in questo campo si ottiene sostituendo la 


(98,20) nelle (40,7-8): 
fa 
vo=[1+e IAA Ea 


u (P)i —ie CD rie Z on; 
x TEA exp { ie -zp Y + ie BED) P ipz}. (98,21) 

Il risultato che si ottiene mediante questa formula è esatto per 
la radiazione da parte di un elettrone in un campo incrociato per 
qualsiasi energia dell’elettrone. È notevole, tuttavia, il fatto che 
nel caso ultrarelativistico questo risultato (rappresentato in una 
forma adeguata, vedi più avanti) è valido per la radiazione di un 


1) Il valore indicato di a? corrisponde alla normalizzazione del 4-potenziale 
« secondo un fotone nell’unità di volume ». Per determinarlo occorre uguagliare 
o all’energia di un campo classico (reale) col 4-potenziale (98,2). 
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elettrone non solo in un campo elettromagnetico incrociato, ma 
anche in qualsiasi campo costante omogeneo, ivi compreso un campo: 
costante magnetico (che abbiamo studiato nel $ 59). 

Per precisare questa affermazione notiamo che lo stato della 
particella in un campo costante omogeneo generico è determinato 
da altrettanti numeri quantici che lo stato di una particella libera, 
e questi numeri quantici si possono sempre scegliere in modo che 
« allo spegnimento » del campo essi diventino i numeri quantici 
di una particella libera, cioè il suo 4-impulso pt (p? = m°). In tal 
modo, lo stato di una particella in un campo costante sarà descritto 
dal 4-vettore costante p. 

L'intensità totale di radiazione, essendo una quantità invariante, 
dipende solo dagli invarianti che si possono comporre con i 4-ten- 
sori costanti Fy e il 4-vettore p*!). Tenendo inoltre presente che 
Fuy deve entrare nell’intensità solo insieme con la carica €, otte- 
niamo tre invarianti adimensionali: 


2 
1%? = — da (Epp) = —— a? (kp)? 
62 (Fo)? 
ŽE yi euF". (98,22) 


In un campo incrociato f = g = 0, mentre nel caso generale sono 
differenti da zero tutti e tre i parametri. Ma se l’elettrone è ultra- 
relativistico (po > m), e il vettore p forma con icampi E, H angoli 
0 > m/po, allora x? > f, g (in altre parole, per una particella ultra- 
relativistica per quasi tutte le direzioni di p qualsiasi campo è come 
se fosse incrociato). Se, inoltre, le intensità del campo | E || |H |< 
& mile (=m?c8/eh), allora | f |, |8 | < 12). Con queste condizioni 
l'intensità, calcolata per un campo incrociato ed espressa attra- 
verso l’invariante y, varrà anche per la radiazione in un qualsiasi cam- 
po costante. 

L’invariante y si esprime attraverso le intensità E, H secondo 


la formula 
L=- (1PH |+ PE) pE’). 


Per un campo magnetico costante x% coincide con la quantità (59,3) 
introdotta nel $ 59, e quindi i ragionamenti qui esposti forniscono 
un altro modo per ottenere i risultati del $ 593). 


A) Ragionamenti analoghi pnssono venire fatti anche per l'intensità diffe- 
renziale. 
. , 3) Notiamo che in questo caso nella quantità (F,, yP‘)?, con la medesima pre- 
cisione, si può considerare p come l’ordinario 4-impulso cinetico della particella. 
3) Peri calcoli fatti con questo metodo vedi A. I. N i kiSov,V.LRi- 
tus, ZETF 46, 1768 (1964). 
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PROPAGATORI ESATTI E PARTI 
DI VERTICE 


$ 99. Operatori di campo nella rappresentazione di Heisenberg 


Finora, studiando alcuni processi concreti di elettrodinamica, 
noi ci siamo limitati alla prima approssimazione non nulla della 
teoria perturbativa. Passeremo ora allo studio degli effetti che insor- 
gono se si tiene conto anche delle approssimazioni di ordine superiore. 
Questi effetti vengono chiamati correzioni radiative. 

Una più profonda comprensione della struttura delle approssi- 
mazioni di ordine superiore può essere raggiunta sulla base di uno 
studio preliminare di alcune proprietà generali di cui godono le 
ampiezze di diffusione esatte (cioè non sviluppate secondo le potenze 
di e?). Nel $ 73 abbiamo visto che i successivi termini della serie 
perturbativa si esprimono attraverso gli operatori di campo nella 
rappresentazione di interazione, operatori, cioè, la cui dipendenza 
temporale è determinata dall’hamiltoniano del sistema di particelle 
libere Ho. Le ampiezze di diffusione esatte, invece, si esprimono in 
modo più conveniente attraverso gli operatori di campo non in tale 
rappresentazione, ma nella rappresentazione di Heisenberg, in cui 
la dipendenza dal tempo è determinata direttamente dall’hamilto- 
niano esatto del sistema delle particelle interagenti H = H, + V. 

Seguendo la regola generale di composizione degli operatori 
di Heisenberg, abbiamo 


P (2) =Ņ (t, 7) = eiHtp (r) e-i8t (99,1) 


e analogamente per ip (2) e A (z), dove ap (r), ... sono operatori 
indipendenti dal tempo (operatori di Schrödinger)!). Notiamo subito 
che gli operatori di Heisenberg (per uguali istanti di tempo) soddi- 
sfano le stesse regole di commutazione degli operatori in rappresen- 
tazione di Schrödinger o in rappresentazione di interazione. Infatti, 
abbiamo, ad esempio, 
{ubi (t, r) pa (E, 2°) = ett {api (x) pa (21)} e74 = 
=y (r—r') (99,2) 
1) In questo capitolo gli operatori con argomento temporale si riferiranno 


alla rappresentazione di Heisenberg; gli operatori in rappresentazione di intera- 
zione si distingueranno per l'indice supplementare int. 
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(cîr. la (76,6)). Analogamente, gli operatori (t, r) e A (t, r’) sono 
mutuamente commutativi: 


{pi (t, r) A (t, 7')}-=0 


(per istanti di tempo differenti questo non è assolutamente piú 
vero!). 

L’« equazione del moto », alla quale soddisfa l’operatore di 
Heisenberg p, può essere ricavata secondo la formula generale III 


(13,7): 
-— 1220 Hy (z)— y (2) H. (99,3) 


Per l’hamiltoniano le rappresentazioni di Schrödinger e di Heisen- 
berg sono identiche, ed inoltre l’hamiltoniano si esprime attraverso 
gli operatori di campo allo stesso modo in ambedue queste rappre- 
sentazioni. Nel caso considerato, calcolando la parte destra nella 
(99,3), si può omettere nell’hamiltoniano la parte dipendente solo 
dall'operatore A (x) (hamiltoniano del campo elettromagnetico libe- 
ro), poiché questa parte commuta con w (x). In accordo con la (21,13) 
e la (43,3), abbiamo 


H = | w* @, 7) (ap+Bm) 4 (t, 1) d'e + 
+e | Fe, m Ált rpt, 1) La 
= f Y (t, r) {yp+m+ eÂ (t, r)}ẹ (t, r)a. (99,4) 


Calcolando il commutatore {Hy (t, r)}- mediante la (99,2) ed 
eliminando la funzione delta integrando in d'z, otteniamo 


(p—cA—m)w(t, r)=0. (99,5) 


Come ci si doveva aspettare, l'operatore p (ż, x) soddisfa un'equa- 
zione formalmente coincidente con l'equazione di Dirac. 

L’equazione per l’operatore del campo elettromagnetico A (t, r), 
invece, è a priori evidente dalla corrispondenza con il caso classico. 
Nelle condizioni in cui questo caso si realizza (grandi numeri di 
occupazione; vedi $ 5), dopo avere mediato sullo stato del campo, 
l'equazione operatoriale deve divenire l'equazione classica di Max- 
well per i potenziali II (30,2). È chiaro perciò, che l'equazione per 
l'operatore coincide nella forma con l'equazione di Maxwell, cioè 
(per un gauge generico) abbiamo 


dona” a)" pA” (2) = — Anej” (2), (99,6) 
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dove j” (x) = b (2) Yip (z) è l'operatore di corrente, che soddisfa 
identicamente l'equazione di continuità!) 


dvi” (z) =0. (99,7) 


Il fatto essenziale è che le equazioni (99,6) sono lineari in An 
e jt, e quindi non sorge il problema dell’ordine di successione di 
questi operatori. 

Analogamente alle corrispondenti equazioni per le funzioni 
d'onda, il sistema di equazioni operatoriali (99,6-7) è invariante 
per le trasformazioni di gauge 
An (EF An (2-9 (2), P(2) + (a) ei, T (a) p (2) ei, (99,8) 
dove y% (x) è un operatore reale generico, che commuta (per uguali 
istanti di tempo) con p?). 

Stabiliamo ora la relazione tra gli operatori in rappresentazione 
di Heisenberg e in rappresentazione di interazione. Al fine di sem- 
plificare i ragionamenti è opportuno fare la seguente supposizione 
formale (che non influisce sul risultato finale): l’interazione V (1) 
« viene accesa » adiabaticamente nell'intervallo da £ = — 0 a valori 
di tempo finiti. Allora per t + — co le due rappresentazioni, di Hei- 
senberg e di Schrödinger, coincidono. Coincidono tra loro anche le 
corrispondent funzioni d'onda del sistema ® e @,,t: 


Dnt (t= — 00)= ©. 99,9) 


D'altra parte, la funzione d’onda nella rappresentazione di Heisen- 
berg è indipendente dal tempo (tutta la dipendenza temporale è 
trasferita sugli operatori), mentre nella rappresentazione d’inte- 
razione per la dipendenza della funzione d’onda dal tempo abbiamo, 
secondo la (73,7), 


int (t) =5(t, — 00) Ont (— 00), (99,10) 
dove?) 


S (ta, t)=Texp {if ve dt } . (99,11) 
ti 


ni 
1) Gli operatori Ajhy (z), invece, che corrispo ndono al campo elettromagne- 
tico libero, soddisfano a questa Stessa equazione priva della parte destra: 


dap Afht (2) — Hap AY 1 (2)=0. (99,6a) 


2) Sottolineiamo che qui si parla proprio degli operator i di Heisenberg s. 
Nella rappresentazione d’interazione la trasformazione di gauge dei potenziali 
elettromagnetici non interessa gli operatori p. 

3) Notiamo le evidenti proprietà della matrice S: 

S (ty t) S (ti, to) =S (t, to), 
S(t, to) S (to, t) =14. I(99,11a) 
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Confrontando la (99,10) con la (99,9) troviamo la relazione 
Dl) =S (t, — œ) D, (99,12) 


che stabilisce il legame tra le funzioni d'onda nelle due rappresen- 
tazioni. Corrispondentemente, la formula di trasformazione degli 


operatori è 
4p (t, r)=S"!(t, — 00) int (t, r) S(t, — œ) = 
=S (— œ, t) Pmt (t, r)S (t. — 00) (99,13) 


(analogamente per e A). 

Facciamo, per concludere, ancora un’osservazione generale. 
Abbiamo già ripetutamente fatto notare che nella teoria quantistica 
relativistica il significato fisico degli operatori di campo è assai 
limitato a causa del fatto che le fluttuazioni del vuoto hanno valori 
infiniti. Questo è a maggior ragione valido per gli operatori in rap- 
presentazione di Heisenberg, i quali, di fatto, contengono anche le 
divergenze dovute all’interazione. I paragrafi 99-106 di questo capi- 
tolo sono dedicati all'esposizione della teoria formale, in cui i 
problemi della rimozione di questi infiniti non sono considerati e 
le operazioni vengono eseguite con tutte le quantità, come se esse 
fossero finite. I risultati ottenuti in tal modo hanno essenzialmente 
un valore euristico: essi permetteranno di chiarire più profonda- 
mente il senso dell’analisi perturbativa; è possibile che essi conti- 
nueranno a valere in una qualche forma, anche in una futura teoria 
libera da queste difficoltà!). 


$ 100. Propagatore fotonico esatto 


Il ruolo fondamentale nel formalismo della teoria esatta (cioè 
non sviluppata secondo le potenze di e?) è svolto dai concetti di 
propagatori esatti?). 

Il propagatore fotonico esatto (che noi denoteremo con la lettera 
in corsivo Ø) è definito dalla formula 


Dyus (1— 1') =i (0] TA, (2) Ay(29)10), (100,1) 


nella quale A, (x) sono operatori di Heisenberg, a differenza della 
rappresentazione (77,1): 


Dx (z— z') = i0 ITAR" (x) AÌ (z') | 0), (100,2) 


1) Dopo tutto, il formalismo matematicp qui sviluppato trova applicazione 
anche nella fisica statistica quantistica, dove le divergenze, caratteristiche della 
teoria dei campi, non compaiono affatto. 

2) Questi concetti furono introdotti per la prima volta da F. Dyson (1949); 
a lui appartiene, fondamentalmente, anche la costruzione di tutto il formalismo 
esposto in questo capitolo. 
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in cui figuravano operatori in rappresentazione d’interazione. 
A differenza del propagatore esatto (100,4), la funzione (100,2) può 
essere chiamata propagatore di fotoni liberi. 

In conseguenza dell’impossibilità di un calcolo esatto del valore 
medio (100,4), è impossibile ottenere un’espressione analitica per 
Duy, anche se la definizione (100,1) permette di stabilire alcune 
proprietà generali di questa funzione. Di questo ci occuperemo nel 
$ 108, mentre ora ci dedicheremo al calcolo di Z,, secondo la teoria 
delle perturbazioni, mediante la tecnica dei diagrammi. Per fare 
questo è necessario esprimere J „y, attraverso gli operatori in rappre- 
sentazione d’interazione. 

Sia dapprima t > ť. Usando la relazione tra A (x) e Amt (2) 
(cfr. la (99,13)), scriviamo 


Duy (z — z') =i (0| A, (£) Ay(2)[0)= 
= i(0]S(— oœ, t) Al (x)S (t, — œ) X 
x S(— o, #1) AF (2)S (t, — o0) 10). 
Usando la (99,11a), operiamo la sostituzione 
S(t, — 00)S(— œ, t') =S (t, t’), 
S(— œ, t)= S(— œ, + 00)S(00, t). 
Allora 
Duw(a— 2')= 
=i(0]S4[S (00, t) ALL! (x) S (t, #) A (2) S(t", — 00)][0), (100,3) 


dove per brevità 
S = S (+œ, — 00). (100,4) 


Poiché, secondo la definizione (99,11), S (ża, £) contiene solo ope- 
ratori presi nell'intervallo di tempo tra t, e #,, disposti in ordine 
cronologico, è evidente allora che tutti i fattori operatoriali com- 
presi tra parentesi quadra nella (100,3) sono disposti in ordine 
decrescente di tempo da sinistra verso destra. Premettendo alla 
parentesi il simbolo di ordinamento cronologico T, noi possiamo 
quindi cambiare arbitrariamente l'ordine dei fattori, poiché l’ope- 
ratore T si dispone automaticamente nell’ordine dovuto. Utiliz- 
zando questa proprietà, riscriviamo l’espressione tra parentesi nella 


forma 
[J= TIA" (2) AY" (2°) S (00, t) S (t, #9) S (1, — c0)]= 
=T [AŻ (2) A (2°) S]. 
In tal modo 
Du (2—2) =i (0 |S- T [AÑ (2) AU (2) S]|0). (100,5) 
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È facile convincersi in maniera analoga che questa formula è valida 
anche per t <t. 

Mostriamo ora che è possibile portare il fattore S-! fuori dal segno 
di media nel vuoto sotto forma di un fattore di fase. A tal fine ricor- 
diamo che la funzione d'onda di Heisenberg del vuoto ® coincide 
con il valore ®t (00) della funzione d'onda di questo stesso stato 
nella rappresentazione d’interazione (vedi la (99,9)). D'altra parte, 
secondo la (73,8) abbiamo 


S®,nt(— 0)=S(+ 00, — 00) Pint (— 0) = Pint ( + 0). 


Ma il vuoto costituisce uno stato rigorosamente stazionario; in esso 
non sono possibili processi spontanei di creazione di particelle. In 
altre parole, con lo scorrere del tempo il vuoto rimane vuoto; questo 
significa che Pint (+00) può differire da Pint (— c0) solo per un fat- 
tore di fase ei. Perciò 


SDint (— 00) = 6t (— 00) = (0 IS | 0) Dint (— 00), (100,6) 


oppure, eseguendo la coniugazione complessa e tenendo conto del- 
l’unitarietà dell’operatore S, otteniamo 


Din (— 00) S7 = (0] S] 0) Dht (— 00). 
Da qui è chiaro che l'espressione (100,5) può essere riscritta nolla 
forma l 
OJI TAN (2) A (2) S10) 


sin (01810) 


(100,7) 


Sostituendo qui (al numeratore e al denominatore) lo sviluppo (73,10) 
per S ed eseguendo la media mediante il teorema di Wick ($ 78), 
noi otteniamo lo sviluppo di „y secondo le potenze di e?. 

Al numeratore della (100,7) le espressioni sotto il segno di medi 
differiscono dagli elementi di matrice considerati nel $ 78; del tipa 
(78,1), solo per il fatto che al posto degli operatori « esterni » di 
creazione e di distruzione dei fotoni, compaiono in essi gli opera- 
tori AÏ (x) e AV (2'). Poiché tutti i fattori dei prodotti sotto il 
segno di media stanno sotto il simbolo di ordinamento cronologico, 
allora le contrazioni di questi operatori con gli operatori « interni » 
Aint (z), Aint (xy), ... daranno come risultato i propagatori foto- 
nici D,y. In tal modo, i risultati della media verranno espressi da 
insiemi di diagrammi con due terminali esterni, costruiti secondo le 
regole esposte nel $ 78, con la sola differenza che alle linee fotoniche 
esterne (come anche a quelle interne) corrisponderanno ora i pro- 
pagatori D,y (al posto delle ampiezze e dei fotoni reali). In appros- 
simazione di ordine zero, per S = 1, il numeratore dell’espressione 
(100,7) coincide semplicemente con Dyy (x — z’). I termini suc- 
cessivi non nulli saranno —e?. Essi verranno espressi da insiemi di 
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diagrammi contenenti due terminali esterni e due vertici: 


--<D>-- + © (100,8) 


a) 6) 


Il secondo di questi diagrammi è costituito da due parti non con- 
nesse tra di loro: una linea tratteggiata (alla quale corrisponde 
—iD ,y) e un cappio. Questa scomposizione del diagramma implica 
la separazione della corrispondente espressione analitica in due 
fattori indipendenti. Aggiungendo ai diagrammi (100,8) il diagram- 
ma dell’approssimazione zero (la linea — — — —) e « portando 
quest’ultimo fuori dalla parentesi », troveremo che, includendo i ter- 
‘mini del secondo ordine, il numeratore della (100,7) è 


{ro}. © 


L'espressione (0 |S | 0) al denominatore della (100,7) rappresenta 
l'ampiezza di « transizione » dal vuoto al vuoto. Il rispettivo svi- 
luppo conterrà quindi solo diagrammi del tutto privi di terminali 
esterni. In approssimazione di ordine zero (0|S]|0)= 1; inclu- 
‘dendo i termini del secondo ordine otteniamo 


VERS) 


Dividendo il numeratore per il denominatore, troviamo, con la 
.stessa approssimazione, che la parentesi graffa si elide e rimane 


In tal modo, il diagramma con il cappio sconnesso viene a cadere. 
‘Questo risultato ha carattere generale. Riflettendo sul metodo di 
costruzione dei diagrammi, corrispondenti al numeratore e al deno- 
minatore della (100,7), non è difficile capire che il significato del 
denominatore (0 /S|0) si riduce al fatto che a qualsiasi ordine 
della teoria delle perturbazioni il propagatore esatto D,y sarà rap- 
presentato solo da diagrammi che non contengono parti sconnesse. 

Notiamo che i diagrammi senza terminali esterni (cappi) non 
hanno alcun senso fisico e quindi vanno trascurati anche indipen- 
dentemente dal fatto che essi vengono a cadere nella formazione del 
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propagatore J. In effetti, di per se stessi questi cappi rappresentano 
le correzioni radiative all'elemento diagonale della matrice S per la 
transizione vuoto-vuoto. Ma secondo la (100,6) la somma di tutti 
questi cappi con l’unità, proveniente quest’ultima dall’approssima- 
zione di ordine zero, dà come risultato soltanto un fattore di fase 
inessenziale, che non può riflettersi in alcun risultato fisico. 

Il passaggio dalla rappresentazione delle coordinate alla rappre- 
sentazione degli impulsi viene eseguito nel modo solito. Cosî, nel- 
l’approssimazione del secondo ordine della teoria perturbativa il 
propagatore —iJ „y (k) (che noi rappresenteremo graficamente con 
una linea tratteggiata in grassetto) è dato dalla somma 


p+k 
SEL i Sasa +-+ (100,9) 
k k k p k 


dove tutti i diagrammi vengono calcolati secondo le regole ordi- 
narie (elencate nel § 78), con la sola differenza che alle linee foto- 
niche esterne, come anche a quelle interne, vengono associati i fat- 
tori —iD „v (k). La trascrizione analitica di questa formula dà 
quindi!) 
Luv (k) = Dy (k)+ 
4 i 
+ie?Dpn (k) | Tr yG (p +4) WG (p) 47 Dov (k) (100,10) 


(gli indici bispinoriali delle matrici y e G, come al solito, sono stati 
omessi). 

I termini delle successive approssimazioni si costruiscono in 
maniera analoga; essi sono rappresentati da gruppi di diagrammi con 
due terminali fotonici esterni e il necessario numero di vertici. 
Ad esempio, ai termini ~et corrispondono i seguenti diagrammi 

quattro vertici: 


1) Nella determinazione dei segni non dimenticare il fattore —1, apportato 
dal cappio elettronico! 
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Quattro vertici ha anche il diagramma 


la cui parte superiore costituisce un cappio, formato da una linea 
elettronica « chiusa su se stessa »!). Questo cappio corrisponde alla 
contrazione «p (x) + (x), cioè semplicemente al valore medio della 
corrente nel vuoto: (0 |j{(x) |0). Per definizione stessa di vuoto, 
però, questa quantità deve annullarsi identicamente, e questa 
identità non può, ovviamente, venire cambiata da alcuna correzione 
radiativa successiva a questo cappio?). Quindi, più in generale, tutti 
i diagrammi con linee elettroniche « chiuse su se stesse » devono 
essere trascurati in qualsiasi approssimazione. 

La parte di diagramma (« blocco »), racchiusa tra due linee foto- 
niche (esterne o interne), è generalmente chiamata parte dell’auto- 
energia del fotone (o parte autoenergetica fotonica). Nel caso generale 
tale blocco può venire scisso in parti connesse a due a due da una 
linea fotonica, ha cioè una struttura del tipo 


O k O k e... K O 
dove i cerchietti indicano i blocchi non più ulteriormente scompo- 
nibili con lo stesso procedimento; queste parti sono chiamate com- 


patte (ad esempio, delle quattro parti dell’autoenergia del fotone 
al 4° ordine (100,11) sono compatte le prime tre). 

Denotiamo con il simbolo i@,y/4n la somma di tutte le parti 
autoenergetiche compatte (un insieme infinito); la funzione P,, (4) 
è chiamata operatore di polarizzazione. Classificando i diagrammi 
secondo il numero delle parti compatte in essi contenute, si può 
rappresentare il propagatore esatto 7,y in forma di serie 


S +. 


1) Notare la differenza dal cappio nel diagramma (100,8, b), formato da due 


linee elettroniche differenti. f 
2) Anche se un calcolo diretto dei diagrammi avrebbe portato ad integrali 


divergenti. 
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dove ad ogni cerchio tratteggiato viene messo in corrispondenza 
il fattore iP, y/4n. Analiticamente questa serie si scrive nella forma 


P P P 
P P 
=D{1+7[D +D£-D+...]} (100,12) 


(gli indici tensoriali, per brevità, sono stati omessi). La serie tra 
parentesi quadra coincide nuovamente con la serie per 7. Abbiamo 
quindi 


àp 
Dys (k) = Du (k) + Dya (k) LE Doy (k). (100,13) 


Moltiplicando questa uguaglianza da sinistra per il tensore inverso 
(D-)+!.e da destra per (27) (e cambiando la notazione degli 
indici), otteniamo la (100,13) nella forma equivalente 


Dit =D —p- Pw- (100,14) 

Sottolineiamo che la rappresentazione di 7 nella forma (100,12) 
sottintende che dai diagrammi si possono evidenziare blocchi più 
semplici, i quali vengono calcolati secondo le regole generali della 
tecnica dei diagrammi, mentre combinando i blocchi tra loro otte- 
niamo le espressioni esatte per gli interi diagrammi. Il fatto che 
questa suddivisione dei diagrammi sia possibile costituisce una 
peculiarità importante (e per niente banale) della tecnica dei dia- 
grammi. Essa è connessa al fatto che in un diagramma il coeffi- 
ciente numerico comune è indipendente dall'ordine. 

Questa stessa proprietà permette di usare la funzione Ø (pre- 
supponendola nota) al fine di semplificare i calcoli delle correzioni 
radiative alle ampiezze dei diversi processi di diffusione: invece 
di riconsiderare ogni volta da capo i diagrammi con le diverse cor- 
rezioni alle linee fotoniche interne, noi possiamo sostituire sempli- 
cemente queste linee con linee in grassetto, associare cioè ad csse 


si propagatori J (invece di D), prendendoli nell’approssimazione 


richiesta. 

Se la linea fotonica corrisponde ad un fotone reale (e non ad un 
fotone virtuale), cioè se essa è un terminale esterno dell’intero 
diagramma, allora, dopo l'introduzione in essa di tutte le corre- 
zioni di autoenergia, si otterrà una linea, detta di solito linea esterna 
efficace. Ad essa viene associata un'espressione che differisce dalla 


i. (100,13) per la sostituzione de] faitore D con l'ampiezza di polariz- 


zazione del fotone reale: 


CPA 
ri ES PA (100,15) 


4n 
33* 
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Se invece si tratta della linea di un campo esterno, allora invece 
di ey occorre scrivere qui AW. 

Tutto quanto è stato detto nel $ 77 a proposito della struttura 
tensoriale e della non univocità di gauge del propagatore appros- 
simato D,y, resta valido anche per la funzione esatta D,,. Re- 
stando nell’ ambito delle rappresentazioni relativisticamerite inva- 
rianti, scriviamo la forma generale di questa funzione come segue: 


ky kyk. 
Dus (k) =D (#0) (gud i) +D” e) >; (100,16) 


il primo termine corrisponde al gauge di Landau, mentre nel secondo 
termine 9 è una funzione di gauge arbitrario. La rappresenta- 
żione analoga per il propagatore approssimato È ba AREE 


kyEy 
Dux (k) =D (#9) (ew Gi 2) + D9 ge dee . (400,47) 


Osserviamo ora che la parte longitudinale del propagatore è lega- 
ta alla parte longitudinale del 4-potenziale, priva di senso fisico, 
e quindi non partecipa all’interazione. Ne consegue che l’interazione 
non la modifica e si ha 


DO (k2)= DO (12). (100,18) 
Gli inversi dei tensori devono, per definizione, soddisfare alle 
uguaglianze 


I tensori inversi dei si del tipo (100, 16) « e (100,17), in virtù 
della (100,18), hanno la forma 


-1 1 kyky 1 3 kyky 
Duy a te a: 
kuky ; 1° kuky 

Du =— D (gu o) T) po k 


Da queste formule segue che l'operatore di polarizzazione costituisce 
un tensore trasversale 


hk 
Pw =P) (8w — a), (100,19) 

dove P = k — 4n/D, oppure 
ian (100,20) 


PRI) \ 
2 = 
K (a i ) 
In tal modo, l’operatore di polarizzazione è una quantità gauge- 


invariante (a differenza del propagatore fotonico). 


1) La definizione di D‘ in questa formula non coincide con la definizione 
data nella formula (77,3). 
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$ 101. Funzione di autoenergia del fotone 


Per un ulteriore studio delle proprietà di analicità del propaga- 
tore fotonico risulta utile introdurre, accanto all'operatore di pola- 
rizzazione, anche un’altra funzione ausiliare II,y(X), chiamata 
funzione di autoenergia del fotone (funzione autoenergetica del fotone). 
La funzione ill, y/4m è definita come la somma di tutte le parti di 
autoenergia del fotone (e non solo delle parti compatte). Rappre- 
sentando questa somma con un quadrato nel diagramma, esprimiamo 
il propagatore fotonico esatto mediante la somma 


cioè 
ne 
Dyv = Duy + Dya -iz Po- (101,1) 
Ricavando da qui II,, nella forma 
I ty = Daian Di 
e sostituendovi le (100,16-18) e quindi anche la (100,20), otteniamo 


kyk P 
Ipv = II (k?) (e ) , I= 1— Pk? (101,2) 


È chiaro che II,y (come anche #,y) è un tensore gauge-invariante. 

L'utilità della quantità II,, è legata alla forma che essa assume 
nella rappresentazione delle coordinate. Questa forma si trova facil- 
mente notando che l’uguaglianza 


r Do (8) = Di Diw {D (k)— D (1), 


e tenendo conto della trasversalità del tensore Ø% — De che 
segue dalla (100,18) nella rappresentazione delle coordinate, può 
essere scritta nella forma 


Muy (2— 2’) = 4 (aða — guad:89) (049; — gods0) x 
x {D" (r-x')—DY (r—-2)}. 
Per realizzare la derivazione occorre operare qui la sostituzione 
D™ (x— x') — D* (x — z') = i (0 | TA? (x) A? (2°)— 
— TAine (2) Afat (2°) 10). (101,3) 


Nel $ 76 abbiamo visto che la derivazione del prodotto 7 richiede, 
in generale, una particolare attenzione a causa della sua disconti- 
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nuità. Ma la differenza, che sta nella (101,3) sotto il segno di media, 
è continua insieme con le sue derivate prime, poiché le regole di 
commutazione per le componenti degli operatori A? (z) e Aki (2) 
(presi a tempi uguali) sono le stesse e i rispettivi « salti » si elidono 
(cfr. $ 76). La derivazione della differenza (101,3) può, quindi, essere 
eseguita sotto il segno di ordinamento cronologico T. Usando la 
(99,6) e la (99,6a) otteniamo come risultato l’espressione voluta!) 


I (£ — z’) = 4nie? (0 | Tjy (2)jy(2°)10). (101,4) 

Questa forma mostra visivamente l'invarianza di gauge di II, dal 
momento che gli operatori di corrente sono gauge-invarianti. 

Sulla base della (101,4) si può ottenere un'importante rappresen- 


tazione integrale di questa funzione. 
Dalla (101,2) è chiaro che è sufficiente considerare la funzione 


scalare II = 1/3II. Nella rappresentazione delle coordinate 
' 4n, . E j 
N (z— z') = S ie? (0] Tiy (2) j” (2') 10) = 
X Olip (2) n) (]i"()]0) per t>’, 


a” 101,5 
Ki 3 (0 | ju (2°) L7) n Lj" (2) 10) per t<t', ! i 


dove il simbolo n numera gli stati del sistema (campo elettromagne- 
tico + campo elettropositronico)?). Poiché l'operatore della corrente 
j (2) dipende da z” = (t, r), dipenderanno da z anche i suoi ele- 
menti di matrice. Questa dipendenza può essere stabilita in forma 
esplicita prendendo come stati | z) gli stati con valori determinati 
dell’energia-impulso totale. 

La dipendenza degli elementi di matrice della corrente dal tempo, 
come per qualsiasi operatore di Heisenberg, è data dall’espressione 


(n| j" (t, r) |m) = (n | j” (r) | m) e-+ Em-En, 
dove E„, Em sono le energie degli stati | n) e | m}, ej (r) è un ope- 
ratore di Schrödinger. 
Per determinare la dipendenza orbitale degli elementi di matrice 


consideriamo l’operatore j (7) come un operatore ottenuto per effetto 
di una traslazione a distanza 7” dall'operatore j (0). L'operatore di 


1) I calcoli formali, analoghi a quelli riportati più sopra, richiedono atten- 
zione a causa della presenza delle divergenze, ricordate a pag. 509. In particolare, 
questo porta all'apparizione nel membro destro della (101,4) di divergenze sup- 
plementari dei cosiddetti termini di Schwinger. Noi non li scriveremo, poiché 
scompaiono durante la rinormalizzazione (vedi più avanti, $ 107) e non influisco- 
no sui risultati successivi. 

2) L’operatore della corrente conserva la carica; perciò gli stati | n), che 
vanno a combinarsi con il vuoto | 0), possono contenere solo un ugual numero di 


elettroni e di positroni. 
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tale traslazione è exp (irP), dove P è l'operatore dell'impulso 
totale del sistema (vedi III (15,15)). Usando la regola generale 
di trasformazione degli elementi di matrice (vedi III (12,7)), tro- 
veremo, quindi, che 


(re | j" (r) |m) = n|e-irPj" (0) et"P | m)=(n|j®(0)|m)ci@m-P2nr, 
Unitamente alla formula precedente, questa relazione conduce 
all'espressione finale 

(n| j" (t, r) | m) = (n | j” (0) | m) e-¢Pm-Po, (101,6) 

Notiamo anche che la matrice (n |j! (0) | m) è hermitiana (come 

pure l’intera matrice (101,6) dell'operatore hermitiano j! (t, r)), 

e che in virtù dell'equazione di continuità (99,7) essa soddisfa la 
condizione di trasversalità 

(Pa — Pm)” (n | ju (0) |m) = 0. (101,7) 


Torniamo ora al calcolo della funzione II (x — 2’). Sostituendo 
la (101,6) nella (101,5), abbiamo 


II (E) =t 5 Olju (O |n) (ri (0)|0)eFiPnt per 1=0, (104,8) 


dove x — 2' = È = (qt, È). Introduciamo la notazione 
p (k?) = — E (2x0)? DI (0 | ju (0) 170) (0 3" (0) 12)* 6 (k— Pa). (101,9) 


La sommatoria è estesa a tutti i sistemi di fotoni reali e coppie elet- 
troniche, che possono essere generati da un fotone virtuale di 4-im- 
pulso k = (w, k) (0 œ>0), e per ciascuno di tali sistemi la somma 
viene eseguita anche su tutte le variabili intrinseche (polarizzazione 


‘ e impulsi delle particelle nel sistema del baricentro)!). Per effetto 
‘ di questa somma la funzione p può dipendere solo da k, ed essendo 


uno scalare può, in definitiva, dipendere solo da X?. In particolare, 


| p non dipende dalla direzione di kÆ. Tenendo presente questa. pro- 
i prietà della funzione p, riscriviamo la (101,8) nella forma 


20 


Il(})= —i f do f Tro (18) eitt-iwlti 
0 


Ç dak o 
=i | tar jj dwd (p?) 8 (u?— k?) p (19) e'*8- 10t, 


1) Questa definizione degli stati | n) è, evidentemente, identica alla defi- 


nizione di essi come stati per i quali sono differenti da zero gli elementi di 
, matrice (0|j]| =) di un operatore con parità di carica dispari. 
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Il passaggio alla rappresentazione degli impulsi si realizza so- 
stituendo nell'espressione ottenuta la formula 


DI 0 {dk 
e-i01t1= io | 0 a A (101,10) 


(vedi $ 77, pag. 358) e si ottiene 


00 00 2 
T (#)= | d (12) | d (00) 8 +o) 7200, 
0 0 
cioè, in definitiva 
n 2) du2 
Il (k?) = | Po. (104,11) 
0 


Il coefficiente p in questa rappresentazione integrale è chiamato 

densità spettrale della funzione II (k?). Esso gode delle proprietà: 
k2)=0 per k2<0, 

di (101,12) 

p(k2)>0 per k>0. 


Infatti, il 4-impulso % del fotone virtuale che può generare un 
sistema di particelle reali è necessariamente del genere tempo (k? coin- 
cide con il quadrato dell’energia totale delle particelle nel sistema 
del baricentro). In virtà della condizione di trasversalità (101,7) 


abbiamo 
Pi (0 | ju (0) 17) =0. 
Ma il 4-vettore (0 | j | n), essendo ortogonale al 4-vettore del genere 
tempo (P,), è del genere spazio, cioè 
(O ju (0) [r2) (01"(0)|2)*<0, 
e perciò, secondo la definizione (101,9), p >0. 


$ 102. Propagatore elettronico esatto 
Analogamente al propagatore fotonico, il propagatore elettronico 
esatto è definito dalla formula 
Gin (2 a’) = — i (0 | Topi (2) Pr (210) (102,1) 
(i, k sono indici bispinoriali), che differisce dalla definizione (76,1) 
del propagatore di particelle libere 
Gin (1-20) = — i (0| Ti?! (2) pi (2) 10) (102,2) 


per la sostituzione degli operatori w in rappresentazione di intera- 
zione con i relativi operatori di Heisenberg. 
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Gli stessi ragionamenti fatti nella deduzione della (100,7) per- 
mettono di porre $;, nella forma 

COTTE"! (2) pit (29) S10) 

Gina r’) = — OO NI (102,3) 

Lo sviluppo di questa espressione in potenze di e? conduce alla rap- 

presentazione della funzione Į sotto forma di un insieme di dia- 

grammi con due linee elettroniche esterne e con un certo numero di 

vertici. Anche- qui il ruolo del denominatore della (102,3) si riduce 

nuovamente alle necessità di considerare solamente i diagrammi 


i senza « cappi nel vuoto » isolati. Ad esempio, con approssimazione 


fino ai termini — e‘, la rappresentazione grafica del propagatore $ 
(linea continua in grassetto) ha la forma!) 


ai TC —c- + 
+ << + - 
Pala TN 270 Vale f N 
+ aeea + lele + —— ee + dee 
TE A \ 4 


N 1 


~ 


(102,4) 


Alla linea continua in grassetto viene associata (nella rappresen- 
tazione degli impulsi) la funzione iĝ (p), a tutte le linee continue 
e tratteggiate nei diagrammi nella parte destra dell'uguaglianza 
vengono associati i propagatori delle particelle libere iG e —iD 
rispettivamente. 

Il blocco racchiuso tra due linee elettroniche è chiamato parte 
di autoenergia dell’elettrone (o parte autoenergetica elettronica). 
Come già nel caso dei fotoni, la parte di autoenergia è detta compatta, 
se essa non può venire ulteriormente scomposta in due altre parti 
di autoenergia mediante il taglio di una linea elettronica. Deno- 


! tiamo la somma di tutte le possibili parti compatte con —i/;x; la 
: funzione Æ ;p (p) è chiamata operatore di massa. Cosi ad esempio, con 


approssimazione fino ai termini —e* 


(102,5) 


1) Come abbiamo già spiegato nel $ 100, non occorre considerare nemmeno i 
diagrammi con « cappi » che qui comparirebbero già al secondo ordine: 


O 


i 
—--  — 
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Con una somma del tutto analoga a quella eseguita per deduzione 
«della (100,13), otteniamo 


F (p)=G(p)+G(p)A (p)S (p) (102,6) 
{omettiamo gli indici bispinoriali) oppure, per le matrici inverse, 
G- (p) =G (p)— M (p) = p—m— M (p). (102,7) 


Nel $ 99 abbiamo già notato che gli operatori di Heisenberg p 
(contrariamente agli operatori w nella rappresentazione d’intera- 
zione) cambiano per la trasformazione di gauge dei potenziali elet- 
tromagnetici. Insieme ad essi risulta gauge-non invariante anche 
il propagatore elettronico esatto $#. Chiariamo la legge della tra- 
:sformazione di gauge in questo caso (L. D. Landau, I. M. Khalatni- 
dov, 1952). l 

È a priori evidente che la variazione di & per la trasformazione 
di gauge deve esprimersi attraverso quella stessa quantità D® che 
viene ad aggiungersi, in seguito a questa trasformazione, al pro- 
pagatore fotonico. Né potrebbe essere diversamente dal momento 
che nel calcolo di J, secondo i diagrammi della teoria delle per- 
turbazioni, ogni termine della serie si esprime attraverso le fun- 
zioni D, e nessun'altra quantità elettromagnetica compare in essi, 
Questa circostanza può servire per semplificare i calcoli: circa le 
proprietà dell'operatore generico x nella trasformazione (99,8) è pos- 
sibile fare qualsiasi supposizione particolare, ferma restando la sola 
‘condizione che la risposta dev'essere espressa attraverso D°. 

Per effetto della trasformazione (99,8) i propagatori Ø (100,1) e 
4 (102,1) diventano 


Dun ti (0|T{[Ay(x) — du X (1) LAs (2°) — d5% (2‘)][0), 


SI (102,8) 

Gig + — i (0 | Tip; (x) eixe- iex hp, (2°) ] 0). 
‘Supponiamo che gli operatori y soddisfino il teorema di Wick, cioè 
i loro prodotti vengono mediati a coppie, indipendentemente da 
tutti i rimanenti operatori che compaiono nel prodotto T; questa 
supposizione è del tutto naturale poiché in virtù dell’invarianza di 
gauge il « campo » degli y non partecipa assolutamente all’intera- 
zione. Supponiamo che inoltre si annulli il valore medio nel vuoto 
dello stesso operatore y: (0 | y | 0) = 0. Allora nella (102,8) i ter- 
mini contenenti y si separano e si ottiene 


Fun> Dati (01 Tony (x) -3oy (x) 10), (102,9) 
Fin > Fin (0 | Teixoeira ] 0), (102,40) 
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La prima di queste trasformazioni si può scrivere nella forma!) 
Duv(a— 2) > Duv(e— 2) +d05d" (e-2°), (102,11) 


dove 
d° (z— z') =i (0 | Ty (x) x (z') |0). (102,12) 


Da qui si vede che d® determina la variazione della parte longi- 
tudinale del propagatore fotonico 2° per effetto della trasforma- 
zione di gauge. 
Sviluppando ora la quantità 
B=(0|TeiexMe-iex") | 0) (102,13) 


secondo le potenze di e ed eseguendo quindi la media, applicando 
il teorema di Wick, si può esprimere ciascun termine dello sviluppo 
attraverso d. Questo calcolo si semplifica notevolmente se si 
nota che il risultato non può dipendere dalla non commutatività 
degli operatori y% (x) e y% (2°); questo perché la loro permutazione 
porterà solo allo scambio degli argomenti x e x' nella funzione, chia- 
ramente pari, d® (x — 2')?). Se si presuppone la commutatività di 
y (x) e x (x'), la moltiplicazione degli esponenti operatoriali nella 
(102,13) si riduce alla somma degli esponenti stessi (e il segno di 
ordinamento cronologico può essere tralasciato): 


B=(0|ei9|0), p=e [X (z)—X (x). 
Nello sviluppo di questa espressione i termini di potenza dispari, 
effettuando la media, si annullano e rimane quindi 


œ A E 


Inoltre, abbiamo 


DI 2n)! 
Olp” L0 =E 0l]; 


2"n1 


il coefficiente a destra è il numero delle differenti contrazioni di 
coppie che si possono realizzare con 2n operatori p (cioè il numero 
dei modi possibili con i quali si possono unire a due a due 2n punti 


1) Il passaggio dalla (102,9) alla (102,11) è possibile solo se la funzione 
dD e la sua derivata in # siano discontinue per t = t’. Nel caso contrario i secondi 
termini di queste espressioni si differirebbero in termini di funzione ô (cfr. la 
(76,2)). Nello spazio d’impulso questa condizione equivale alla supposizione che 
dD (q) decresce più rapidamente quando | q? | + 00 che secondo la legge 1/92. 

2) Le proprietà di commutazione di x (z) e X (e) sono certamente essenziali 
per la forma della funzione stessa d» (z — z’). Sotto ineiamo a questo proposito 
che, presupponendo per l'operatore x (x) la forma (102,9), noi consideriamo con 
ciò solo quelle trasformazioni di gauge che non rompono l'omogeneità spazio- 
temporale, cioè tali per cui la funzione 2 continua a dipendere solo dalla diffe- 
renza z — x’ (nel caso generale di trasformazioni generiche questa proprietà 
può venire a cadere). 
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numerati)!). Da qui 
= 1 /1 n (01210 
B= 3 i (3019/0) = exp CIRIO., 
n= 


Infine, tenendo conto del fatto che 
(0| g?]0) = — e (0| x? (£) + x? (z')— 2x% (2) x (z') |0) = 
= 2ie? [d® (0) — d? (1— x')}, 


troviamo la seguente formula per la trasformazione di Į, se J si 
trasforma secondo la (102,14): 


G (x—zx')—> F (z— zx’) exp {ie? [d® (0) —d® (c—-2')]}. (402,14) 


In questa formula compaiono i propagatori nella rappresenta- 
zione delle coordinate. Nel caso generale non è possibile realizzare 
sulla base di essa il passaggio alle trasformate di Fourier, non si può 
cioè esprimere la variazione del propagatore $ (p) nella rappresen- 
tazione degli impulsi attraverso la variazione del propagatore % (p). 
Tale passaggio è, tuttavia, possibile per una trasformazione di gauge 
infinitesima. Denotando per maggiore chiarezza la quantità piccola 
d® con ôd®, per la variazione della funzione $ dalla (102,14) otte- 
niamo 

85 (a — x’) = ie?Ẹ (x— z’) [84 (0)— ôd? (x— z')}. (102,15) 


Per le componenti di Fourier?) 


89 (p) = ie? | 324 84 (0) [F (p)— 9 (pg). (102,16) 


La quantità ôd® (q) è connessa con la variazione della funzione 7 
dalla relazione 


SD” (9) =9284® (q). (402,17) 


1) Infatti, scegliamo un modo per eseguire la media. Se ora facciamo tutti 
i possibili scambi dei punti, otterremo (2n)! termini. Tra di essi, tuttavia, ci 
sono termini ridondanti: a) non portano a nuove contrazioni gli scambi dei 
punti all’interno delle coppie; il loro numero è 2%; b) non significano niente gli 
scambi delle coppie stesse; il loro numero è n!. Dividendo (2n)! per 2" e per n!, 
otteniamo il numero indicato nel testo. 

2) Se la funzione f(x) = fı (x) fs (z), allora le relative componenti di 
Fourier sono: 


y ix(p-d,j249) 
100 = | fe eiosata— f (| a pete PU AD fal) = 
diq,d4 di 
= gg | Tr 
Nel passaggio dalla (102,15) alla (102,16) si è tenuto conto anche che 


1e=09= | ror. 


PROPAGATORI ESATTI E PARTI DI VERTICE 525 


Per il propagatore elettronico si potrebbe ricavare una rappresen- 
tazione integrale analoga alla formula (101,11). La deduzione di tale 
rappresentazione è basata sulle espressioni 


rm (2) = Pam (0) ent(@moPme (102,18) 


per gli elementi di matrice dell’operatore p, analoghe alle espressio- 
ni (101,6) usate nel $ 401 per gli elementi di matrice della corrente. 
Contrariamente a quanto avviene per la corrente, però, gli operatori 
p non sono gauge-invarianti. Perciò anche la dipendenza dalle 
coordinate della forma (102,18) non ha carattere generale, ma è valida 
solo in un determinato gauge. Di conseguenza, è valida solo in un 
determinato gauge anche la rappresentazione integrale del propaga- 
tore basata sulla (102,18). La causa fisica profonda di questa situa- 
zione sta nel fatto che l’uguaglianza a zero della massa del fotone 
porta alla catastrofe infrarossa ($ 95). In conseguenza di ciò, l’elet- 
trone nel processo d'interazione emette un numero infinito di quanti 
« molli », cosa che, in notevole misura, priva di senso il propagatore 
«ad una particella » (102,1). 


$ 103. Operatore di vertice 


Nei diagrammi complessi si può mettere in evidenza, oltre alle 
parti di autoenergia, anche blocchi di altro tipo non riconducibili 
alle parti menzionate. Ad una categoria importante di tali blocchi si 
arriva considerando la funzione 


Kik (24, La, £3) = (0 | TA" (24) i (22) Ph (23) | 0) (103,1) 


con un indice quadrivettoriale e due indici bispinoriali; in virtú 
dell’omogeneità del continuo spazio-temporale, questa funzione 
dipende solo dalle differenze degli argomenti z4, £2, z3. Espressa at- 
traverso gli operatori in rappresentazione d’interazione la funzione 
K ha la forma 


(0 | TAH (21) pi (z2) pit (23) S10) 


OTST; (103,2) 


Kik (24, 22, z3) = 


x 


Il passaggio alla rappresentazione degli impulsi è realizzato dalla 
formula 


(2r0)* 69 (pı +k— pa) Kir (po, Ps; k) = 
= { f f Kh (4, Zo, Ta) e7 Pratipa iPr dirdir, (103,3). 
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Nella tecnica dei diagrammi alle funzioni Ki} corrispondono 
blocchi (« a tre gambe ») del tipo 


ik 


(103,4) 


Pz Pi 
con tre terminali (uno fotonico e due elettronici), i cui impulsi sono 
legati dalla legge di conservazione 

Pi + k = pa 


Il termine di ordine zero nello sviluppo di questa funzione si 
annulla, mentre il termine del primo ordine nella rappresentazione 


delle coordinate è 


K” (z1, 2a, 13) =e | Gen 1) YG (1—23): D" (ai 2) d'z 


(103,5) 


oppure, nella rappresentazione degli impulsi 


K” (Pa, pa; k) = eG (pa) YG (pa) D™ (k) (103,6) 
(gli indici bispinoriali sono stati omessi); il diagramma relativo è 
Î 
ik 
A (103,7) 
Pa Pi 


Passando alle approssimazioni successive i diagrammi si com- 
plicano per l'aggiunta di nuovi vertici. Non tutti i diagrammi che si 
ottengono danno, però, qualcosa di essenzialmente nuovo. Cosî ad 
esempio, al terzo ordine si hanno i seguenti diagrammi 


j I 
l I 
I I 
I i 


di 


I primi tre si possono dividere (tagliando o una linea fotonica od 
una elettronica) in un vertice semplice (103,7) e in una parte di 
autoenergia del secondo ordine; per il quarto diagramma tale scom- 


(103,8) 
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posizione è impossibile. Questa situazione ha carattere generale. Le 
correzioni del primo tipo portano semplicemente alla sostituzione 
nella (103,6) dei fattori G e D con i propagatori esatti $ e J. La 
somma dei rimanenti termini dello sviluppo porterà ad una nuova 
quantità che andrà a sostituire il fattore y” nella (103,6). Denotando 
questa quantità con T*, abbiamo cosí per definizione 


K" (pa, ps; k) = {iS (pe)[— ieTy(pa, pu iS (PI iD"" (k)]. 
(103,9) 


Un blocco unito alle altri parti del diagramma mediante una linea 
fotonica e due linee elettroniche è chiamato parte di vertice, se questo. 
blocco non è ulteriormente scomponibile in parti che siano unite 
tra di loro solo da una linea (fotonica o elettronica). La quantità T™ 
rappresenta la somma di tutto l’insieme (infinito) delle parti di 
vertice, ivi incluso anche il vertice semplice y*; essa è chiamata. 
operatore di vertice (oppure funzione di vertice). 

Riportiamo tutti i diagrammi dell’operatore di vertice fino al 
quinto ordine: 


S SE SE PE 
C a Y 
a) 0) a) 


5) 
l | I l l 
I I I i l 
+ + +, + o, 
A'A AAA 
8) f) 9) h) i) 


(l'operatore di vertice esatto —iel viene rappresentato con un grosso 
punto nero). 

L'operatore T (come anche l'operatore del vertice semplice yY 
ha due indici matriciali (bispinoriali) e un indice quadrivettoriale; 
esso è funzione di due impulsi elettronici (p, e ps) e di un impulso fo- 
tonico (k). Questi tre impulsi non possono, tuttavia, riferirsi tutti 
simultaneamente a particelle reali: il diagramma (103,4) preso isola- 
tamente (non come parte di un diagramma più complesso) corri- 
sponderebbe all’assorbimento di un fotone da parte di un elettrone 
libero; tale processo non è, però, compatibile, con la legge di con- 
servazione dell’energia-impulso di particelle reali. Quindi, almeno: 
uno dei tre terminali del diagramma deve riferirsi ad una particella 
virtuale (oppure ad un campo esterno). 


(103,10) 
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Le parti di vertice si possono ulteriormente suddividere in due 
‘categorie: irriducibili e riducibili. Irriducibili sono chiamate quelle 
parti di vertice che non contengono correzioni di autoenergia alle 
linee interne e in cui non si possono evidenziare parti che rappresen- 
tino correzioni (di ordine inferiore) ai vertici interni. In tal modo, 
dei diagrammi (103,10) sono irriducibili solo b) e d) (senza contare 
il vertice semplice a)). I diagrammi g), h), i) contengono parti di 
autoenergia; nel diagramma c) delle due linee tratteggiate parallele 
quella superiore può essere considerata come una correzione al vertice 
in alto, e le linee tratteggiate laterali nei diagrammi e), f) come 
«correzioni ai vertici laterali. 

Sostituendo nei diagrammi irriducibili le linee interne con ana- 
loghe linee in grassetto e i vertici con punti in nero (sostituendo, cioè, 
i propagatori approssimati D, G con i propagatori esatti J, & e 
gli operatori approssimati dei vertici y con gli operatori esatti T’), 
si otterrà, evidentemente, l’insieme di tutte le parti di vertice pos- 
sibili. In tal modo, lo sviluppo dell’operatore di vertice può essere 
rappresentato nella forma 


I I 
ANAA’ (103,11) 


Questa uguaglianza rappresenta un'equazione integrale rispetto a 
T con un numero infinito di termini nel membro destro. 

Da quanto esposto risulta chiaro il principio generale di compo- 
sizione delle espressioni esatte per i blocchi dei diagrammi con un 
numero arbitrario di terminali. Essi vengono costruiti come valori 
medi nel vuoto di prodotti 7 di operatori di Heisenberg: un operatore 
ap (x) per ciascun elettrone iniziale, un operatore + (z) per ciascun 
elettrone finale, e A (x) per ciascun fotone. 

Riportiamo ancora un esempio: i diagrammi del tipo 


Ps Pi 


(103,12) 
Pi Pa 


1) I diagrammi che si ottengono in questo modo sono chiamati diagrammi 
scheletro. 
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con quattro terminali elettronici (« blocchi elettronici a quattro 
gambe »). A tali diagrammi si arriva considerando la funzione 


Kir, im (Zi, L2; L3, £4) = (0 | Tip: (21) pr (£2) Pi (£3) Pm (24)10) (103,18) 


(dipendente, come è ovvio, solo dalle differenze tra i quattro argo- 
menti). Rappresentiamo le relative trasformate di Fourier nella 
forma 


. UPa HP 9- P423- P24) Jey giy dirdir, — 
È Kin, im (Zis ta; zs, 2a) e stat Pata Piso Pata d'a d*x,d'x3d'x,= 


= (21) 8° (pı + po— Ps — Pi) Kir, im (P3, Pai Pis Po) (103,14) 
dove 


Kir, im (Ps) Pai Pis Po) = (20)* 8° (pi1— ps) Fu (P1) Frm (Pa) — 
— (2n)* 8 (pa — ps) Fim (Pi) Fri (Pa) + 
+$in (Ps) Far (pi) [— ilnar, st (Pss Pas Pis P2)) Fs1(P1) Him(P2). (103,15) 


Nell’ultima espressione i primi due termini escludono dalla defini- 
zione della funzione I (ps, Pa; Pı» P2) i diagrammi separabili in due 
parti tra loro non connesse aventi ciascuno due terminali esterni: 


Pz Mea P, (a 

oppure 
Py —O—a P3 — Ona. 
Nel terzo termine i fattori # escludono dalla definizione di T quelle 
parti del diagramma che rappresentano correzioni alle linee elettro- 
niche esterne. 

Notiamo anche che per le proprietà del prodotto cronologico di 
operatori fermionici p le funzioni I (ps, Pa; Pı», P2) godono delle 
proprietà di antisimmetria 
Pir, m (Ps, Pai Pis Pe) = — Tri, im (Pas Ps; Pis Po) = 

= — Tir, mi (Ps: Pai Pas Pa). (103,16) 

Se gli impulsi p4, P2, P3, Pi sono relativi a particelle reali, allora 
i diagrammi non separabili (103,12) rappresentano il processo di 
diffusione tra due elettroni. L'ampiezza di questo processo si ottiene 


associando ai terminali esterni del diagramma le ampiezze d'onda 
delle particelle (invece dei propagatori $) 1):! 


iM pi = Ui (ps) Un (Pa) Ilia, im (Psr Pas Pi» Po) Ui (Pa) Um (p2). (103,17) 
1) Vedremo in seguito (§ 107) che nella composizione delle ampiezze di 


processi reali non è necessario tenere conto delle parti di autoenergia nei termi- 
nali liberi del diagramma. 
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In virtà della (103,16) quest’ampiezza gode automaticamente della 
necessaria antisimmetria rispetto agli scambi di elettroni. 


$ 104. Equazioni di Dyson 


I propagatori esatti e la parte di vertice sono legati tra loro da 
relazioni integrali determinate. L'origine di queste diventa parti- 
colarmente chiara sulla base del metodo dei diagrammi. 

Il concetto introdotto al paragrafo precedente di irriducibilità 
o di riducibilità interessa non solo le parti di vertice, ma anche qual- 
siasi altro diagramma (o sottodiagrammi). Esaminiamo da questo 
punto di vista i diagrammi elettronici autoenergetici compatti. 

È facile intuire che di tutti gli infiniti diagrammi di questo tipo 
solo uno è irriducibile: il diagramma del secondo ordine 


Ogni operazione per rendere più complesso questo diagramma può 
considerarsi come l’introduzione di successive correzioni alle sue 
linee interne (elettronica o fotonica) oppure ad uno dei suoi vertici. 
È anzi importante notare, a questo proposito, che, grazie all’evidente 
simmetria del diagramma, tutte le correzioni ai vertici possono 
essere assegnate soltanto ad uno (qualsiasi) di essi!). 

In tal modo, poiché di tutte le parti di autoenergia dell’elettrone 
«compatte » solo una è irriducibile, l’insieme di tutte queste parti 
(cioè l'operatore di massa e) sarà rappresentato in tutto da un dia- 
gramma «scheletro »: 


p+k 
CM = [_D-T- 104,1 
P P P Se 2 ; ) 


1) Per maggiore chiarezza sottolineiamo che sebbene introducendo le cor- 
rezioni solo in uno dei vertici si ottenga tutto l'insieme di diagrammi richiesto, 
la struttura del blocco correttivo è, per ciascun determinato diagramma, in 
generale differente a seconda del vertice a cui esso viene assegnato. Ad esempio: 


na 


dove per uno stesso diagramma sono stati racchiusi in un quadrato i blocchi che 
svolgono il ruolo di parte di vertice riferiti al vertice destro o sinistro del dia- 


gramma Stesso. 
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In forma analitica questa uguaglianza grafica dà!) 
M (p)=G!(p)—$!(p)= 
š dik 
= — ie | W9 (p +k) T” (p +k, p; k)- Dw (k) Gr. (104,2) 


Un'’espressione analoga può essere scritta anche per l'operatore 
di polarizzazione 4. Anche tra le parti di autoenergia compatte del 
fotone solo una è irriducibile, e quindi # può anch'esso venire rap- 
presentato mediante un solo diagramma « scheletro »: 


ptk 
---(2}-- = TO (104,3) 


L’'uguaglianza analitica corrispondente è 
Puy (k E = 
Dwl _ Dah (k) — Da (k) = 


4 
= ie Tr | w9 (p+) T, (p+ k, p; k) (p)ar (104,4) 


(gli indici bispinoriali nella (104,2) e nella (104,4) sono stati omessi). 
Le relazioni (104,2) e (104,4) sono chiamate equazioni di Dyson. 
È possibile ottenere queste relazioni anche mediante un calcolo 
analitico diretto. 
Ad esempio, per dedurre l'equazione (104,2) consideriamo la 
quantità 


(P_m) Fin (2 — z') = — i (P — m) (0 | Top: (£) Pa (29) 10) 


(p = id è l'operatore di derivazione rispetto a z). Il calcolo di questa 
quantità può effettuarsi mediante la (99,5) esattamente allo stesso 
modo seguíto nel $ 76 per ricavare l'equazione (76,7) per il propaga- 
tore di particelle libere. Il risultato che si ottiene è 


(P_m)i Ga (e-2)= _ 
= ievìi (0] TA, (2) bi (2) pr (2') 10) + 8,6 (e—-2'); 


il termine con la funzione delta a secondo membro di questa ugua- 
glianza è lo stesso che compare nella (76,7), poiché le relazioni di 
commutazione per ¢ = ť sono uguali per gli operatori p in rappre- 
sentazione di Heisenberg e in rappresentazione d’interazione. Il 


primo termine, invece, è -iey „Kia (£, z, 2’), e quindi si può scrivere 


1) Se nella formula (104,1) la parte di vertice esatta è riferita al vertice 
sinistro, nella (104,2) i fattori y e T si scambieranno il posto. È ovvio che le 
due forme dell'equazione sono sostanzialmente equivalenti. 


34* 
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(tralasciando nuovamente gli indici bispinoriali) 
(p_m)$(r-x)=— ieyK,y (z, z, 2) +89 (r— z’). (104,5) 


Per eseguire il passaggio alle componenti di Fourier notiamo che, 
integrando la formula (103,3) rispetto a d‘%d'p,/(2n)8, otteniamo 


f K"(p+k, p; k) do f K” (0, O, x3) e- iP*sd*x; = 
— { K* (z, z, z') eip(x-x*)gh (e- 2°), (104,6) 


da dove si vede che l’integrale a secondo membro rappresenta la 
trasformata di Fourier della funzione KP! (x, x, x’). In tal modo, tra- 
sformando secondo Fourier i due membri dell’equazione (104,5), 


usando quindi la definizione (103,9) e ricordando che p — m = 
= G`! (p), otteniamo 


G (p) F (p)=1— ie f wI (p+k)I"(p +k, p; k) S (p): Duv (h) r - 


Infine, moltiplicando questa uguaglianza a destra per ķ{- (p), 
arriviamo di nuovo all’equazione (104,2). 


$ 105. Identità di Ward 


L’invarianza di gauge ha come conseguenza l’esistenza di una 
nuova relazione, più semplice dell’equazione di Dyson, tra il pro- 
pagatore fotonico e la parte di vertice. 

Al fine di ricavare questa relazione operiamo la trasformazione 
di gauge (99,8), supponendo y (x) = ôy (x) una funzione infinitesima 
semplice (non operatoriale) delle 4-coordinate x. Allora il propaga- 
tore elettronico varierà della quantità 


ôF (x, °)=ieG (x —z') [ôy (x) -— ôy (2). (105,1) 


Sottolineiamo che una trasformazione di gauge di questo tipo viola 
l'omogeneità del continuo spazio-temporale, talché la funzione 
$$ dipende ora dagli argomenti z e x’ separatamente, e non solo 
dalla differenza x — 2’. Lo sviluppo secondo Fourier di questa fun- 
zione deve effettuarsi rispetto a z e z’ separatamente. In altre parole, 
nella rappresentazione degli impulsi $$ è funzione di due 4-impulsi: 


ôẸ (po, pı) = f f ôF (x, x') eP: dirdir’. 


Sostituendo qui la (105,1) e integrando rispetto a d'xd*È oppure 
rispetto a d'Éd‘7’ (È = x — zx’), otteniamo 


85 (p+9, p)= iedy (95 (p)-F(p+9)1. (105,2) 
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D'altra parte, applicando la stessa trasformazione di gauge 
all’operatore Ay (x), otteniamo per esso la variazione 


8400 (2) = 2% (105,3) 


che si può considerare come un campo esterno infinitamente debole. 
Nella rappresentazione degli impulsi 
SAL (9) = igudy (9). (105,4) 


La quantità $$ può venire calcolata anche come variazione del pro- 
pagatore per effetto di questo campo. Al primo ordine in éy, questa 
variazione è rappresentata, evidentemente, dal diagramma scheletro 


i (p+q,p) = atua 


Qui il tratteggiato in grassetto è la linea efficace del campo esterno, 
cui viene associato il fattore (vedi la (100,15)) 


Av 
8452 (9) + 8AP (0) F Dw (9). 


Ma il quadrivettore 864$? (q) è longitudinale (rispetto a g), mentre 
il tensore PAY è trasversale. Perciò il secondo termine qui si annulla, 
e rimane solo 


1g 
i8 (p+9,p) = aa (105,5) 


dove alla linea tratteggiata sottile viene associato nel modo solito 
il campo 6A. In forma analitica 
66 =e5 (p +4) T” (p +4, p; 9) (p) SAD. (105,6) 
Sostituendo qui la (105,4) e confrontando ora con la (105,2), 
troviamo la relazione 
9 (p+4)— f (p)=— 9 (p +9) T” (p+ 4, P; 9) (P) -4u 
oppure, per le matrici inverse, 
F- (p+4)— F (p) =" (p +4, p; 9) (105,7) 


(H. S. Green, 1953). 
Facendo tendere in questa uguaglianza q + 0 e confrontando i 
coefficienti davanti alla quantità infinitesima g,, otteniamo 


3-9 (p) =T" (p, p; 0). (105,8) 
u 


534 CAPITOLO XI 


Questa è la cosiddetta identità di Ward (J. G. Ward, 1950). Come si 
vede, la derivata rispetto all’impulso di $-! (p) coincide con l'ope- 
ratore di vertice che corrisponde ad un impulso trasferito nullo). 
La derivata della funzione stessa & (p) è 


= iS (p)=i9 (p)[—il"(p, p; 0) iS (p). (105,9) 


Analogamente si potrebbero trovare anche le derivate di ordine 
più elevato, eseguendo i calcoli in approssimazione di ordine supe- 
riore in ôx. Queste formule, tuttavia, non ci saranno necessarie. 

Consideriamo ora la derivata dell’operatore di polarizzazione 
ôP (k)/dk,. A differenza della funzione $ (p) la quantità P (k) è 
gauge-invariante e non varia in seguito all’introduzione del campo 
fittizio esterno (105,4). Perciò la sua derivata non si può calcolare 
allo stesso modo. Tuttavia anche per questa quantità è possibile 
ottenere un'espressione grafica determinata. 

A tal fine consideriamo il primo dei diagrammi che entrano nella 
definizione di J, e cioè il diagramma del secondo ordine 


p+k 


iP i 
P 


Alle linee continue sono associati i fattori iG (p) e iG (p + k). La 
derivazione rispetto a k sostituisce il secondo di essi con idG (p + 
+ k)/dk, e, per l'identità (105,9), tale sostituzione è equivalente 
all’aggiunta di un altro vertice su una linea elettronica: 


1420 
| pr A p*k (105,11) 
-y < CI 
k k 
P 


Noi vediamo che al primo ordine non nullo la derivata in questio- 
ne è espressa mediante un diagramma con tre terminali fotonici 
(« blocco fotonico a tre gambe »). Sottolineiamo però, subito, che 
questo diagramma non dà affatto di per se stesso l'ampiezza del pro- 
cesso di trasformazione di un fotone in due fotoni. L'ampiezza di 
tale processo verrebbe espressa dalla somma del diagramma (105,11) 
con un altro diagramma analogo, in cui la direzione di aggiramento 
del cappio è invertita; secondo il teorema di Furry questa somma si 
annulla. Di per se stesso il diagramma (105,11) non è nullo. 


1) In approssimazione di ordine zero, cioè per il propagatore di particelle 
libere, questa identità è evidente: G (p) = p — m, e quindi 3G-1/ôp , = y". 


PROPAGATORI ESATTI E PARTI DI VERTICE 535 


In maniera analoga si possono derivare anche diagrammi più 
complessi, aggiungendo successivamente dei vertici con k’ = 0 a 
tutte le linee elettroniche dipendenti da k. Esistono, tuttavia, anche 
diagrammi nei quali la dipendenza da k si ha anche nelle linee inter- 
ne fotoniche, come ad esempio il diagramma a sinistra nella figura 


HE- 


1 K=0 
1K"=0 


GV 


La derivata del grafico tra parentesi è qui rappresentata in forma 
diagrammatica mediante l’introduzione di una nuova notazione 
grafica: un vertice fotonico fittizio a tre particelle, cioè un punto 
in cui convergono tre linee tratteggiate e al quale viene associata 
la quantità 


4ni ci = 2iky = vy- (105,12) 


Ora possiamo derivare qualsiasi grafico inserendo nelle linee interne 
dipendenti da k i vertici v, 0 yy ed eseguendo poi i calcoli secondo 
le regole generali. Sommando queste correzioni di ordine superiore 
otteniamo 
1 0P gn 
-5 E ST a (105,13) 


dove ie? pay è la somma delle parti interne di tutti i blocchi fotonici 
«a tre gambe » ottenuti nel modo indicato. 

In seguito ci sarà necessaria anche la derivata seconda dell’opera- 
tore di polarizzazione. Derivando analogamente ancora una volta 
l’uguaglianza (105,13) otteniamo 


1 Puy _ 
e go = f upov + P uopv» (105,14) 


dove ief è la somma delle parti interne di tutti i blocchi fotonici 
«a quattro gambe » del tipo 


ere li 
(105,15) 
CK v 
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(ivi inclusi, ovviamente, anche i grafici con vertici fittizi a tre 
fotoni). 


$ 106. Propagatore elettronico in un campo esterno 


Se il sistema si trova in un campo esterno dato A° (x), allora 
il propagatore elettronico esatto è sempre determinato dalla formula 
(102,1), ma nell’hamiltoniano H = H, + V, che realizza il passaggio 
alla rappresentazione di Heisenberg, ora compare anche l’interazione 
degli elettroni con il campo esterno: 


Tae f Anj"Bx+e i ASj' dx. (106,1) 


Poiché il campo esterno rompe l’omogeneità dello spazio-tempo, il 
propagatore & (x, 2’) dipenderà ora dai due argomenti separatamente 
e non solo dalla loro differenza x — 2’. 

Se passiamo nel modo solito alla rappresentazione d’interazione 
si arriverà alla tecnica grafica ordinaria, in cui, accanto alle linee 
fotoniche virtuali, figureranno anche le linee del campo esterno. Tale 
tecnica, tuttavia, non è comoda in quei casi in cui il campo esterno 
non può essere considerato come una perturbazione debole: in primo 
luogo, quando le particelle nel campo possono trovarsi in stati le- 
gati. D'altra parte, il propagatore elettronico in un campo esterno 
è necessario soprattutto per lo studio delle proprietà degli stati lega- 
ti, in particolare per la determinazione dei livelli energetici tenendo 
conto delle correzioni radiative. Per la costruzione di questo propa- 
gatore è necessario partire da una rappresentazione degli operatori, 
in cui il campo esterno viene considerato esattamente già nell’appros- 
simazione di ordine « zero » rispetto all'interazione elettrone-fotone 
(W. H. Furry, 1951). 

Nel seguito noi supporremo il campo esterno stazionario, cioè 
non dipendente dal tempo. 

La rappresentazione richiesta degli operatori p è data dalle for- 
mule (32,9) per la seconda quantizzazione in un campo esterno: 


peo) (t, r) = DI {ani (r) emt t bip (r) eem}, 
p SRO, + — 7 106,2 
Pea n= DaT (e) 4 po eni, O 


dove y®) (r) e e sono le funzioni d'onda e i livelli energetici 
rispettivamente dell’elettrone e del positrone, che costituiscono le 
soluzioni del problema «ad una particella »: l'equazione di Dirac 
per una particella in un campo. È facile capire che gli operatori 
(106,2) sono operatori p in una certa rappresentazione (rappresenta- 
zione di Furry), che può considerarsi come intermedia tra la rappre- 
sentazione di Heisenberg e la rappresentazione d’interazione. Questi 
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operatori si possono scrivere nella forma 
pi (t, r) 2a etHihp (r) eciHit, 
pe (t, r) = eiHthp (r) eciBit, (106,3) 


dove 
Hi=Hote | 452 (2) j° (2) Pz. 


L'operatore del campo elettromagnetico A,, dal canto suo, commuta 
ovviamente con il secondo termine di H,, e quindi per esso la rappre- 
sentazione di Furry coincide con la rappresentazione d’interazione. 

Il propagatore elettronico in approssimazione zero nella nuova 
rappresentazione è definito come segue: 


© (x, 2°) = — i(0| TL (2) pe (21)]0). (106,4) 


L'operatore p® (t, 7°) soddisfa l'equazione di Dirac in un campo ester- 
no 


[p_eA® (2) — m] 4° (t, 7) =0, (106,5) 
mentre la funzione G soddisfa, a sua volta, l'equazione 
[p— eA® (2) — m} G® (x, 2) =68 (e 2') (106,6). 


(cfr. deduzione della (104,5)). 

La tecnica grafica, che esprime il propagatore esatto $ sotto 
forma di serie di potenze di e?, viene costruita mediante il passaggio 
dalla rappresentazione di Heisenberg nella rappresentazione di 
Furry, esattamente allo stesso modo in cui abbiamo fatto prima il 
passaggio alla rappresentazione d’interazione. Si otterranno cosi 
dei diagrammi dello stesso tipo, nei quali alle linee continue verran- 
no ora associati i fattori iG (in luogo di iG). 

Una trascurabile differenza nelle regole di trascrizione dei dia- 
grammi in forma analitica è connessa al fatto che nella rappresenta- 
zione delle coordinate G non dipende più solo dalla differenza 
x— z'. In un campo continuo costante, tuttavia, l’omogeneità 
del tempo si conserva, e quindi gli argomenti £ e ?" entreranno come 
prima solo sotto forma della differenza # — ť' = qt, e perciò 


GOG (1t, r, 74). 


Il passaggio alla rappresentazione degli impulsi viene realizzato. 
mediante lo sviluppo di Fourier rispetto a ciascuno degli argomenti 
della funzione 
GO (1, r, r’) = 


i(Par=p;?” d di d3 
= f f f PTP EDG (e, Pz. P) -i Ta - (106,7) 
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Ad ogni linea, alla quale corrisponde il fattore iG° (e, P}, Pı), si 
deve ora assegnare un valore dell’energia virtuale e, ma due valori 
dell'impulso: l'impulso iniziale p, e l'impulso finale p;: 
PEP 

iG® (e, po, pj=——. (106,8) 
Come risultato si ottiene la regola di trascrizione dei diagrammi 
in forma analitica: le integrazioni rispetto a de/2rx vengono eseguite 
nel modo solito, mentre le integrazioni rispetto a dp,/(27} e 
d*p,/(2x)* vengono eseguite indipendentemente, tenendo conto della 
conservazione dell’impulso in ciascun vertice. Cosî, ad esempio, 


E-W 

fk NPE _ 
Pe È PN P EP 

w,k 


=e f t G° (e, Po, P") WGO? (e—0, p"—k, p'— k) x 


dik dip’ dp" 
x WG” (e, p', Pi) Dw (0, k) -gar gar mer. (106,9) 

È importante notare che nella tecnica che andiamo esponendo è 
necessario tenere conto anche dei diagrammi con linee elettroniche 
« chiuse su se stesse », i quali nella tecnica ordinaria vengono elimi- 
nati in quanto connessi con la « corrente nel vuoto ». In presenza di 
un campo esterno questa corrente non deve più annullarsi a causa 
della « polarizzazione del vuoto » originata dal campo stesso. Cosi, 


nel diagramma 
Ù (106,10) 


al cappio in alto è associato il fattore 
i f f 6° (0, p+ k, p) -E2 de (106,11) 
P P? (27)3 2a i 


Tuttavia, è necessario precisare qui il senso dato all’integrale in 
do. Infatti, integrare la trasformata di Fourier della funzione G® (1) 
in do significa considerare il valore di questa funzione per t = 0; 
ma la funzione G® (qt) è discontinua in questo punto, e quindi è 
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necessario indicare quale dei due valori limite deve essere preso. Per 
chiarire questo problema è sufficiente notare che l'integrale (106,11) 
è originato dalla contrazione degli operatori che figurano in uno 
stesso operatore di corrente: 


j! = pe (t, r) yeap ® (t, r), 


dove p sta a sinistra di p. In accordo con la definizione del 
propagatore (106,4) questo ordine dei fattori per t = t si ottiene 
ponendo # = # + 0, intendendo cioè il valore limite della funzione 
G© (t — t') come limite per £ — # + — 0. In altre parole si può 
dire che l'integrale in do/2n nella (106,11) va inteso come segue: 


f... e-ior 5> per t-+_-0. (106,12) 


L’operatore di massa in un campo esterno è definito esattamente 
come nel $ 102: —iof è la somma di tutti i blocchi di autoenergia 
compatti. Esso è ora funzione dell'energia e e degli impulsi p, e pr 
associati ai terminali esterni di ingresso e di uscita dal blocco: 


$ 7 — iM (E, Pepi) î è (106,43) 


Procedendo esattamente allo stesso modo seguito per la deduzione 
della (102,6), otteniamo l’equazione 


5 (€, Da; Pi) — GO (E, P2, Pı) T A ay 
= | | G° (e, pn p’) M (e, P's D'E (e, D's P) Tar TT (106,14) 
A questa equazione si può dare una forma piú naturale tornando 


alla rappresentazione delle coordinate rispetto alle variabili spaziali, 
introducendo la funzione 


5 (e, r, r')= f | $ (€, P2, Da) warar EUA , (106,15) 
e procedendo analogamente per le altre quantità. Effettuando nella 
(106,14) l’antitrasformata di Fourier, otteniamo 
E (e, r, r')— G° (e, r, t’) = 
= į f G® (e, P, ra) M (E, Ta, 11) F (E, 14, 1) Bd ta. 
Applichiamo ora ad ambedue i membri dell'uguaglianza l'operatore 
ye —yp— ev Ai? (z) 


(e è un numero, p = — iV è l'operatore di derivazione rispetto alle 
coordinate 7). Qui occorre tenere conto che secondo la (106,6) 


[ve yp— eÂ” (2)] G° (e, r, rt) =8(r— r’). (106,16) 
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Come risultato otteniamo la seguente equazione: 
[re— yp— ed (2) $ (e, r, e) 
— {A (e, r, r) E (e, ra 2) dz =8(e— r’). (106,17) 


La particolare importanza della funzione $ (e, r, r’) è dovuta al 
fatto che i suoi punti singolari determinano i livelli energetici del- 
l’elettronè in un campo esterno. 

Mostriamo la validità di questa affermazione dapprima per la 
funzione approssimata G° (e, r, 7’). Sostituendo gli operatori (106,2) 
nella definizione del propagatore (106,4), otteniamo (espressione 
perfettamente analoga alle formule (76,12) per il propagatore di 
particelle libere) 


GE (t—tť, T, r’) = 
—i D pR (7) yR (r) exp {ip (ttih >t, 
n 


Pe n. 106,18 
i Di wi (r) WR (1°) exp {ie (--1)}, t<i f ? 
e passando alle trasformate di Fourier rispetto al tempo 
ESE aa GSE (1 
Men D+ I). (108,19) 


Si vede da qui che la funzione G® (e, r, r'), come funzione analitica 
di e, ha sul semiasse reale positivo dei punti singolari coincidenti 
con i livelli energetici dell'elettrone, e sul semiasse negativo dei pun- 
ti singolari coincidenti con i livelli energetici del positrone. I valori 
{> > m formano uno spettro continuo!), e le corrispondenti singo- 
larità si fondono in due tagli del piano complesso £: da — co a —m, 
e da m a + oo. Sul segmento | € | < m giacciono i punti singolari che 
determinano i livelli energetici discreti. 

Il propagatore esatto & (e, », 7) può essere sviluppato in modo 
analogo, utilizzando gli elementi di matrice degli operatori in rappre- 
sentazione di Schrödinger legati, come è noto, agli elementi di ma- 
trice degli operatori di Heisenberg x dalle relazioni 


(m |p (t, r)|n)=(M]p(r)|n)e-iEn-Emt (106,20) 
(e analogamente per p). Qui E, sono i livelli energetici esatti (cioè 
con tutte le correzioni radiative) di un sistema in un campo esterno. 


L'operatore p fa aumentare e l'operatore ip fa diminuire di 1 (cioè 
di + | e |) la carica del sistema. Questo significa che negli elementi 


di matrice (n | p]0)e (0|w|r) gli stati |n) devono corrispon- 


1) Si presuppone che il campo esterno all'infinito si annulli. 
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dere al valore +41 della carica del sistema; possono, cioè, contenere. 
oltre ad un positrone, solo un certo numero di coppie elettrone-posi- 
trone e un certo numero di fotoni; denotiamo l’energia di questi stati 
con E°. Analogamente negli elementi di matrice (0 | pm} e 
(n |p |0) gli stati | n) contengono un elettrone + un sistema di 
coppie e di fotoni (energia rispettiva Z7). Al posto della (106,18) 
otteniamo ora 


Fin (t—ť, T, r') = 


— i DI (013p; (r) 17) (n [ba (7°) 10) exp {ES (t— t}, 


t>fť, 
= & 3 , (106,24) 
| i DI (0 [3pa (2°) [m) (| pi (r) 10) exp {IER (t— t}, 
t tet, 
e da qui 
Gin (e, r, r')= 
(Olp: (2) | nyin iPr (2) 10), (01 pr (2°) |n) (| pi (r) 10) 
=> (Oe A l I - (106,22) 


cia che e sia vicino ad uno qualsiasi dei livelli energetici 
discreti E (o' ad uno dei livelli — E°). Allora nella (106,22) di 
tutta la somma si può lasciare solo il termine singolare corrispon- 
dente. Sostituendolo quindi nella (106,17) vediamo che i fattori di- 
pendenti dal secondo argomento r’ (per r = r') scompaiono. Come 
risultato otteniamo un'equazione integro-differenziale omogenea per 
la funzione (0 | 4 (r) | n) (o (n |p (r) |0) che per brevità denote- 
remo con Y, (r)'). Omettendo l'indice n, abbiamo 


Ive+tiyV— e4° (r)lin Ya (1) 
zi f Ain (E, r, r4) Yp (r1) dri =0. (106,23) 


I livelli energetici discreti £, figurano qui come autovalori di questa 
equazione. Di conseguenza, l'equazione (106,23) diventa lo strumento 
di base normale per la determinazione di questi livelli. Ricaviamo, ad 
esempio, dalla (106,23) la correzione del primo ordine in 04 al livello 
energetico discreto dell'elettrone e, ottenuto risolvendo l'equazione 
di Dirac 


VEn +iyy — eÂ” (#)] pn (7) =0; (106,24) 
1) Se si trascurano le correzioni radiative, Y, (r) coincidono (per gli stati 


ad un elettrone e un positrone) con le funzioni d'onda PP? opi, soluzioni 
dell'equazione di Dirac. 
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sia la funzione d’onda y, (7°) normalizzata con la condizione 


| Witadte=1. (106,25) 
Scriviamo l’autofunzione dell’equazione (106,23) nella forma 
Fa (r) = Yr (r) HP (r), (106,26) 


dove P è la correzione a , (r). Sostituendo la (106,26) nell’equa- 
zione (106,23), moltiplicandola quindi da sinistra per p (r) e in- 
tegrando in d*z!), otteniamo l’espressione voluta 


En— ena | | Pri (7) Min (Ens r, 71) Pan (r1) dadza. (106,27) 


$ 107. Condizioni fisiche della rinormalizzazione 


La teoria esposta finora in questo capitolo aveva, in notevole 
misura, carattere formale, Noi abbiamo operato con tutte le quanti- 
tà, supponendole quantità finite e di proposito non abbiamo rivolto 
alcuna attenzione agli infiniti incontrati nella teoria. In realtà, nel 
calcolo delle funzioni Ø, 9, T secondo la teoria delle perturbazioni 
si incontrano degli integrali divergenti, ai quali non si può assegnare, 
senza fare intervenire considerazioni supplementari, un qualsiasi 
valore determinato. Nella comparsa di queste divergenze si mani- 
festa l’imperfezione logica dell’elettrodinamica quantistica esistente. 
Noi vedremo, tuttavia, che nell’ambito di questa teoria si possono 
stabilire determinate ricette che permettono di effettuare in modo 
univoco « la sottrazione degli infiniti » e di ottenere come risultato 
valori finiti per tutte le quantità aventi un senso fisico diretto. Alla 
base di queste ricette ci sono delle evidenti richieste fisiche che si 
riducono a quanto segue: la massa del fotone deve essere uguale a 
zero, e la carica e la massa dell'elettrone devono essere uguali ai 
rispettivi valori osservabili. 

Iniziamo col chiarire le condizioni imposte al propagatore foto- 
nico. 

Consideriamo un processo di diffusione che può avere luogo attra- 
verso stati intermedi ad una particella (con un fotone virtuale). 
L’ampiezza di tale processo deve avere una singolarità quando il 
quadrato del 4-impulso totale P delle particelle iniziali coincide con 
il quadrato della massa di un fotone reale, cioè P? = 0; nel $ 80 
abbiamo visto che questa richiesta discende dalla condizione generale 
di unitarietà. Il termine singolare nell’ampiezza viene dato da un 


1) Per integrare occorre usare il fatto che l'operatore differenziale dell'equa- 
zione (106,24) è autoaggiunto, il che permette di trasferire la sua azione da 


PP su Ppr. 
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diagramma del tipo (80,1) 


no, z- P (107,4) 


«dove, per tenere conto delle correzioni radiative, le due parti del 
diagramma devono essere unite da una linea tratteggiata in grassetto 
(propagatore fotonico esatto). Questo significa che la funzione 
D (k?) deve avere un punto singolare per k? = 0, cioè deve essere 


D>& Pe k +0, (107,2) 


dove Z è una costante. Per l'operatore di polarizzazione da qui si 
ricava, secondo la (100,20), la condizione 


P (0) = 0. (107,3) 
Allora per il coefficiente nella (107,2) avremo 
41 P (k2) 
Z e R ho 


Ulteriori restrizioni relative alla funzione ® (k?) si possono otte- 
nere dall’analisi della definizione fisica della carica elettrica di una 
particella. Tale definizione consiste nel fatto che due particelle 
classiche (cioè pesanti a piacere), in posizione di quiete a grandi 
distanze l'una dall’altra!), devono interagire secondo la legge di 
Coulomb: U = e?/r. D'altra parte, questa interazione è espressa dal 


diagramma 
10) (a) 


lk (107,4) 


a) Paso 


dove le linee in alto e in basso sono relative a particelle classiche. 
Le correzioni all’autoenergia del fotone sono state incluse nella linea 
del fotone virtuale. Qualsiasi altra correzione, che interessasse le 
linee delle particelle pesanti, annullerebbe il diagramma. In effetti, 
l'aggiunta di qualsiasi altra linea interna nel diagramma (107,4) 
(ad esempio, l'unione delle linee a e c oppure a e b mediante una 


1) Si intendono qui distanze >1/m, dove m è la massa dell'elettrone. 
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linea fotonica) comporta la comparsa nel diagramma di linee di 
particelle virtuali pesanti, alle quali vengono messi in corrisponden- 
za i relativi propagatori. Ma il propagatore di una particella contiene 
la massa M della particella stessa al denominatore e si annulla quindi 
per M— co. 

Dalla forma del diagramma (107,4) è chiaro (cfr. $ 83) che il 
fattore e22 (k?) deve rappresentare (a meno del segno) la trasformata 
di Fourier del potenziale d’interazione delle particelle. Il carattere 
statico dell’interazione implica che le frequenze dei fotoni virtuali œ 
si annullino, e che a grandi distanze corrispondano vettori d’onda 
k piccoli. La trasformata di Fourier del potenziale coulombiano è 
4ne?/k?. In conclusione, poiché la funzione Ø dipende solo dal qua- 
drato k? = œ? — k?, si arriva alla condizione!) 

D+ per #0, (107,5) 
cioè, il coefficiente nella (107,2) deve essere Z = 1. Per l’operatore 
di polarizzazione P (k?), questo significa che deve essere 


PUD O per k#+0. (107,6) 

Oltre alla condizione a noi già nota (107,3), da qui discende che 
deve anche essere 

F (0) = 0. (107,7) 


Nel $ 100 è stato notato che ad una linea efficace esterna di un 
fotone reale corrisponde nel diagramma il fattore (100,15), oppure, 
tenendo conto delle (100,16) e (100,19) 


[1++P(0 2 (0) ] ey- 


Vediamo ora che in virtú delle (107,5-6) il termine correttivo qui 
si annulla. In altre parole, si arriva al seguente importante risultato: 
nelle linee fotoniche esterne non occorre affatto tenere conto delle 
correzioni radiative. 

Cosí, condizioni fisiche naturali portano alla determinazione 
di dati valori (nulli) delle quantità # (0) e F’ (0). Il calcolo di queste 
quantità secondo i diagrammi della teoria delle perturbazioni avreb- 
be portato, invece, ad integrali divergenti. Come si vede, il metodo 
per rimuovere queste divergenze consiste nell’assegnare alle espres- 
sioni divergenti dei valori dati a priori, stabiliti sulla base di con- 
dizioni fisiche. Questo procedimento è noto come rinormalizzazione 
delle rispettive quantità fisiche?). 

1) Il segno è evidente: Z (k?) tende al propagatore dei fotoni liberi D (k2). 

2) L’idea di questo approccio venne formulata per la prima volta da 
H. Kramers (1947). L'applicazione sistematica del metodo della rinormalizzazio- 
ne nell’elettrodinamica quantistica venne realizzata nei lavori di Dyson, Tomo- 
naga, Feynman e Schwinger. 
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Questa tecnica può essere formulata anche in un modo un poco 
differente. Cosi, per la rinormalizzazione della carica di una parti- 
cella si introduce la carica « intrinseca » (« nuda ») non fisica e, 
come un parametro che entra nell'espressione dell operatore origina- 
rio d’interazione elettromagnetica che figura nella teoria formale 
delle perturbazioni. Quindi, la condizione di rinormalizzazione viene 
formulata come richiesta che e? (k?) + 4ne?/k? (per k? + 0), dove 
e è la carica fisica reale della particella. Da qui troviamo e2Z = e? 
e mediante questa relazione la quantità non fisica e, viene eliminata 
da tutte le formule che determinano effetti osservabili. Richiedendo 
immediatamente che Z = 1, « en passant » noi operiamo con ciò 
la rinormalizzazione e ci liberiamo dalla necessità di introdurre 
quantità fittizie anche nei calcoli intermedi. 

Passiamo ora a chiarire le condizioni della rinormalizzazione 
del propagatore elettronico. A tal fine consideriamo ora un processo 
di diffusione che può avere luogo attraverso uno stato intermedio ad 
una particella (con un elettrone virtuale). L'ampiezza di tale pro- 
cesso deve avere una singolarità quando il quadrato del 4-impulso 
totale delle particelle iniziali P; coincide con il quadrato della 
massa del fotone reale: Pî = m?. Il termine singolare nell’ampiezza 
viene dato da un diagramma del tipo 


Pi (107,8) 


dove, per tenere conto delle correzioni radiative, la linea in grassetto 
rappresenta il propagatore elettronico esatto. Questo significa che 
la funzione & (p) deve avere un punto singolare per p? = m?, cioè de- 
ve avere la forma limite 


S(p) a Zi +g(p) per p°+m?, (107,9) 


dove Z, è una costante scalare, e g (p) rimane finito per p? > mè. 
La struttura matriciale del termine singolare nella (107,9) (cioè la 
proporzionalità a p + m) è una conseguenza di quella stessa condi- 
zione di unitarietà dalla quale è originata la richiesta stessa della 
presenza di una singolarità. Mostriamo questo fatto chiarendo, paral- 
lelamente, l'importante questione riguardante le condizioni della 
rinormalizzazione delle linee elettroniche esterne. 

Se $ (p) ha la forma limite (107,9), allora per la matrice inversa 
abbiamo 


1, "A A 
F- (p) ~ z; (P—m)—(p--m)g (p—m) per p?—>m?. (107,10) 
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Per l'operatore di massa 


M=G!- 9 ~ (1-7)(b_m+(-m)g (pm), 
per p?—>m?. (107,11) 


Ad una linea elettronica efficace esterna (ad esempio, entrante) è 
associato nel diagramma il fattore (cfr. la (100,15)) 


U (p) = u (p) + Ẹ (p) A (p) u (p), (107,12) 


dove u (p) è l’ordinaria ampiezza della funzione d’onda dell'elettrone 


che soddisfa l'equazione di Dirac (p — m) u = 0. In virtú delle 
richieste di invarianza relativistica (%, come anche u, è un bispinore), 
il valore di U (p) nel limite p? + m? può differire da u (p) solo per 
un fattore scalare costante: 


U (p) = Z'u (p). (107,13) 


Il fattore Z’ è connesso in modo ben determinato con il fattore Z,, 
ma stabilire questa relazione con la semplice sostituzione delle 
(107,10-11) nella (107,12) non è possibile a causa della indetermina- 
tezza che compare: il risultato dipenderà dall’ordine con il quale 
verranno eseguiti i passaggi al limite nei diversi fattori nella (107,12). 

Si può, tuttavia, fare a meno di specificare il modo corretto di 
eseguire il passaggio al limite, utilizzando la condizione di unita- 
rietà applicata alla reazione rappresentata dal diagramma (107,8). 
La relazione di unitarietà, in generale, vale non se riferita ai sin- 
goli diagrammi, ma a tutto l’insieme delle ampiezze dei processi. 
Ma per p? + m? il diagramma singolare (107,8) dà il contributo fon- 
damentale nella corrispondente ampiezza M;;, e quindi gli altri 
diagrammi, relativi a quella stessa reazione, si possono trascurare. 

In virtà delle richieste di unitarietà, come abbiamo mostrato 
nel $ 80, lo stato intermedio ad una particella porta alla comparsa 
nell’ampiezza di reazione di una parte immaginaria contenente una 


funzione delta 
ind (p?— m?) Mi MiaMy (107,14) 
polar 


dove, nel caso considerato, l’indice n è relativo allo stato con un 
elettrone reale, e la sommatoria viene eseguita sulle sue polariz- 
zazioni (al fine di evitare inutili complicazioni supporremo, come 
abbiamo fatto nel $ 80, che sia stata operata la simmetrizzazione 
dei due membri della relazione di unitarietà rispetto alle elicità 
delle particelle iniziali e finali; allora M;; = M;;). L'ampiezza 
Min è relativa al processo rappresentato dal diagramma 


ni DOT? 
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e ha la forma 
M in =(M mU) = Z' (Mini), 


dove Min è un fattore con un indice bispinoriale libero). Analogamen- 
te, l'ampiezza M}, ha una struttura del tipo 


Mîn=(UM)= Z' (UM). 
La sommatoria sulle polarizzazioni dell’elettrone sostituisce il pro- 


dotto (Min u) (UM;}) con Min (P + m) Mn, e perciò il termine 
(107,14) nell'’ampiezza M;; assume la forma 


Z'%ind (p°?— m?) {Min (p+ m) M;3}. 


Sulla base di questo termine della parte immaginaria si può rico- 
struire tutto il termine singolare nell’ampiezza di diffusione; usando 
la (80,5), troviamo 


Z'2 {Min (P+m) Mit 
My= in) » pP+m; 
d'altra parte, il calcolo di questa stessa ampiezza fatto direttamente 
sulla base del diagramma (107,8) dà 


iMy= iMinoi8 (p) iMiž. 


lI confronto delle due formule conferma l’espressione limite scritta 
prima per Ẹ (p) (primo termine nella (107,9)), e troviamo?) 


Z = VZ. (107,15) 


Mostriamo ora che, una volta stabilita la forma limite richiesta 
del propagatore elettronico non sono più necessarie nuove condizioni 
per l’operatore di vertice. 

Consideriamo il diagramma 


PN (107,16) 


Pa Pr 


1) Qui è necessaria una precisazione. L'’elettrone, in quanto particella 
stabile, non può, in realtà, trasformarsi in un altro insieme di particelle reali. 
Noi possiamo, tuttavia, immaginare che esistano delle particelle di massa tale 
da rendere ammissibile tale processo. La relazione che si ottiene va intesa allora 
nel senso del prolungamento analitico a valori reali delle masse. 

2) La deduzione diretta dell'uguaglianza (107,15) dalla definizione (107,12) 
richiede un'analisi complicata; vedi F. D y so n, Phys. Rev. 83, 608 (1954). 


35* 
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che rappresenta la diffusione di un elettrone in un campo 
esterno A‘ (k) (al primo ordine nel campo) tenendo conto di tutte 
le correzioni radiative. Al limite k > 0, pa + pı = p le correzioni 
di autoenergia alla linea del campo esterno vengono a cadere (ri- 
cordiamo che queste correzioni vengono in ogni caso a cadere per 
k2 = 0). Allora al diagramma corrisponderà l'ampiezza 


My=— e (p)T(p, p; 0)U(p)-A° (k-+0), (107,17) 


data dal prodotto del potenziale A‘ per la corrente elettronica di 
transizione TU. Ma per k +0 il potenziale A‘ (x) si riduce ad 
una costante indipendente dalle coordinate e dal tempo. A tale 
potenziale non corrisponde, generalmente, alcun campo fisico (caso 
particolare dell’invarianza di gauge), cosí che esso non può provocare 
nessuna variazione della corrente elettronica. In altre parole, al 
limite considerato la corrente di transizione TU deve semplice- 
mente coincidere con la corrente libera qu: 


JI (p) I” (p, p;0)U(p)=Z(p)l'u(p)=u(p)y'u(p). (107,18) 


Questa richiesta, in sostanza, è anch'essa l’espressione della defi- 
nizione della carica fisica dell'elettrone. È facile vedere che essa è 
automaticamente valida indipendentemente dal valore di Z,. Effet- 
tivamente, portando 87 (p) dalla (107,10) all’identità di Ward 


(105,8), otteniamo 
T" (p, p; 0) =g; Y#— ve (p) (p—m)— (P — m) g (p) Y", 


e l'uguaglianza (107,18) è soddisfatta in virtú delle equazioni 
(p — m) u =0,u(p— m) =0. 

Noi vediamo che la «costante di rinormalizzazione » Z, non 
compare più nell’ampiezza di processi fisici. Inoltre, approfittando 
dell’indeterminatezza che interviene a causa delle divergenze nel 
calcolo di T, si può semplicemente imporre che 


u (pyT” (p, p; 0) u(p) =u (p)tu(p) per p°=m% (107,19) 


ossia porre Z, = 1. 
Questa definizione appare conveniente perché permette di non 
introdurre correzioni nelle linee elettroniche esterne: abbiamo sem- 


plicemente 

u (p) = u (p). 
Di questo ci si può convincere anche direttamente se si nota che per 
Z, = 1 l'operatore di massa (107,11) 


A=(p—m)g(p_m) (107,20) 
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e il secondo termine nella (107,12), chiaramente, si annulla. In tal 
modo, viene a cadere la necessità della « rinormalizzazione » delle 
linee esterne di tutte le particelle reali, siano esse fotoni o elettroni!). 


$ 108. Proprietà di analicità del propagatore fotonico 


È comodo iniziare lo studio delle proprietà di analicità del 
propagatore fotonico con l’analisi delle proprietà della funzione 
II (k?). Questo perché l’uso diretto, per il nostro fine, della defini- 
zione (100,1) è reso difficile dalla non univocità di gauge degli opera- 
tori AV (x) e dalla conseguente indeterminatezza delle loro proprietà. 

Partendo dall'espressione della funzione di autoenergia del fotone 
attraverso gli elementi di matrice dell'operatore gauge-invariante 
della corrente, nel $ 101 fu ottenuta la rappresentazione integrale 
della funzione II (k?) (101,11). Indicando la variabile k2 con 12), esa- 
miniamo le proprietà della funzione II (1) nel piano della variabile 
complessa #. 

Dalla rappresentazione integrale 


oo 


p (1°) dt’ 
0 


si vede che sul semiasse reale negativo la funzione TI ( #) è reale, in 
tutto il resto del piano essa soddisfa la relazione di simmetria 


II (t*) = II1* (2). (108,2) 


La funzione II (t) può avere singolarità solo nei punti singolari 
della funzione p (ż). Tali punti si hanno per i valori £ = %2, che sono 
valori di soglia di creazione, da parte del fotone virtuale, di diffe- 
renti gruppi di particelle reali. Per tali valori « entrano in gioco » 
nuovi tipi di stati intermedi nella somma (101,9). Il contributo di 
questi stati è nullo al di sotto della soglia ed è diverso da zero al di 
sopra di essa; questo fatto è all’origine della singolarità nel punto 
di soglia. Questi valori di soglia, ovviamente, sono reali e non nega- 
tivi*). Perciò anche i punti singolari della funzione II (t) giacciono 
sul semiasse reale positivo della variabile #. Se tagliamo il piano 


1) Nella rinormalizzazione del propagatore fotonico la condizione Z = 1 
si presentava come una richiesta fisica indispensabile, dopo di che le correzioni 
alle linee fotoniche esterne scomparivano automaticamente. Da un punto di 
vista formale, tuttavia, le situazioni per le linee esterne fotoniche ed elettroniche 
sono analoghe: per Z + 1 l'ampiezza d'onda ey di un fotone reale, tenendo conto 
delle correzioni, viene moltiplicata per Z. 

2) Non confondere con la notazione del tempo! 

3) Cosî, il punto k? = 0 è la soglia di creazione di tre (o di un numero dispari 
maggiore) fotoni reali, il punto 4? = 4m? è la soglia di creazione di una coppia 
elettrone-positrone, ecc. 
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lungo questo semiasse, allora la funzione II (t) sarà analitica in 
tutto il piano tagliato nel modo indicato. 

Il termine +i0 al denominatore dell'espressione integranda nella 
(108,1) mostra che il pùnto singolare #' = t deve venire aggirato dal 
basso. Questo significa che come valore della funzione II (t) per t 
reali occorre intendere il suo valore sul bordo superiore del taglio. 
Usando la regola (76,18) 

1 1; i 
= laa inô (2), (108,3) 
per i reali troviaru, 
ImIl (t) = Iml (t + i0) = — np (t). (108,4) 


Sul bordo inferiore del taglio, invece, ImII ha il segno opposto, men- 
tre Rell è uguale su ambedue i tagli. Perciò per il salto della funzione 
TI (1) sul taglio troviamo 


II (t + i0) — II (t — i0) = — 2rip (t). (108,5) 
La funzione integrale (108,1) può essere considerata, sotto questo 


aspetto, semplicemente come la formula di Cauchy per la funzione 
analitica II (t). Per mostrarlo, applichiamo la formula di Cauchy 


I) = (e (108,6) 
C 


1° ) 
2 —t 


al cammino 


© 


(108,7) 


che aggira il taglio. Supponendo che II (ż) decresca all'infinito in 
modo sufficientemente rapido, l’integrale sulla circonferenza si 
annulla, e gli integrali sui bordi del taglio danno la seguente formula 
(relazione di dispersione), che determina la funzione II (t) dai valori 
della sua parte immaginaria: 


1 fim), 4 ( IMI) yy 
nasr] ra vcro (108,8) 
0 


Sostituendo qui la (108,4), otteniamo la (108,1)?). 


1) Le relazioni di dispersione furono introdotte nella teoria quantistica del 
campo da M. Gell-Mann, M. L. Goldberger, W. E. Thirring (1954). 
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Le proprietà di analicità delle funzioni  (t) e D(t) coincidono con 
le proprietà della funzione TI (#), attraverso. la quale esse vengono 
espresse mediante le formule (101,2) e (100,20). Per D (t) abbiamo 


I= (1410), (108,9) 


Sul semiasse reale (t >0), secondo quanto detto sopra, £ va inteso 
come t + i0. La parte immaginaria di Ø (t) può quindi venire cal- 
colata mediante la (108,3) e la (108,4) tenendo conto che, secondo la 
(107,6), II (ż)/t — 0 per t+ 0. Troviamo allora 


Im J (t) = — 4n26() + É$ Im H (t) = — 4a88()— 2 0 (8). (108,10) 


Applicando ora alla funzione Ø (t) la relazione di dispersione del 
tipo (108,8), otteniamo per essa la seguente rappresentazione integra- 
le: 


00 


4 ý di' 
I (=f e e0) #4 (108,11) 


t-t+i0° 


Questa formula è chiamata sviluppo di Killen — Lehmann (G. Käl- 
len, 1952; H. Lehmann, 1954). 

Esiste uno stretto legame tra la posizione del taglio per la fun- 
zione J (t) (e quindi anche della parte immaginaria di essa sul taglio), 
da una parte, e la condizione di unitarietà per l'ampiezza del pro- 
cesso a + b + c + d, rappresentato dal diagramma (107,4), dall’al- 
tra (questa reazione, naturalmente, è del tutto immaginaria; essa 
non contraddice, tuttavia, alle leggi di conservazione, e la condi- 
zione formale di unitarietà deve venire soddisfatta). 

Nello stato iniziale (i) di questo processo si hanno due « particelle 
classiche » a e b, e in quello finale due altre particelle c e d. La con- 
dizione di unitarietà (72,2)!) ha la forma 


Tai Th =1i(20)* dI T mT he” (P;— Pi); (108,12) 


la sommatoria a secondo membro è eseguita su tutti gli stati fisici 
« intermedi » n. Nel caso considerato questi stati sono, evidente- 
mente, stati di sistemi di coppie e di fotoni reali che possono essere 
creati dal fotone virtuale, cioè proprio quegli stati che figurano negli 
elementi di matrice nella definizione della funzione p (k?) (101,9). 
Le ampiezze M;; e Mt; contengono rispettivamente i fattori D (k?) 
e D* (k?), mentre la loro differenza contiene la parte immaginaria 
ImJ (4°). Vediamo in tal modo che il legame, a noi già noto dalla 
(108,4), tra l’esistenza di una parte immaginaria nella funzione D 


1) Ricordiamo che le ampiezze Th differiscono dalle ampiezze Mi solo 
per dei fattori moltiplicativi (vedi la (65,10)). 
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e la presenza degli stati intermedi indicati è una conseguenza delle 
richieste di unitarietà. 

Vedremo in seguito che è conveniente iniziare i calcoli veri e 
propri nell’ambito della teoria delle perturbazioni della funzione 
D (t) (ovvero della funzione F (t), che è poi in fondo la stessa cosa) 
con il calcolo della parte immaginaria di 9°, nella quale non compaio- 
no espressioni divergenti. Se poi, però, calcoliamo la funzione ® (t) 
secondo la relazione di dispersione (108,8), l’integrale risulterà 
divergente e sarà necessario eseguire operazioni supplementari di 
sottrazione al fine di soddisfare le condizioni P (0) = 0 e F’ (0) = 0. 
Questa sottrazione si può, tuttavia, eseguire, senza operare con l'in- 
tegrale divergente. Per questo è sufficiente applicare la relazione di 
dispersione (108,8) non direttamente alla funzione P (t), ma alla 
funzione P (t)/t2. Allora per P (t) troveremo la rappresentazione 


2 mP) ge. } 
#M=i | apam t" (108,13) 


questo integrale converge, e l’espressione ottenuta in questo modo 
per la funzione # (t) soddisfa automaticamente le condizioni richie- 


ste!). 


$ 109. Regolarizzazione degli integrali di Feynman 


Le condizioni fisiche della rinormalizzazione esaminate nel 
paragrafo precedente permettono, in linea di principio, di ottenere 
in modo univoco un valore finito per l'ampiezza di qualunque pro- 
cesso elettrodinamico a qualsiasi ordine di approssimazione delle 
perturbazioni. 

Approfondiamo, innanzitutto, le nostre conoscenze sulla natura 
delle divergenze che compaiono negli integrali scritti direttamente 
secondo i diagrammi di Feynman. Indicazioni importanti a questo 
proposito vengono date dal computo delle potenze dei 4-impulsi 
virtuali che figurano nelle espressioni integrande degli integrali 


considerati. 


1) La relazione del tipo (108,13) è chiamata relazione di dispersione « a due 
sottrazioni ». Il senso del passaggio alla funzione 2 (#)/t?, in essa usato, diventa 
particolarmente evidente se riscriviamo la (108,13) nella forma 


oo 


O1 mPa 1 mae) t Tm? (t), 
post | B2OR E| EED aui | arar. 


0 


Se indichiamo il primo integrale (« integrale non regolarizzato ») con P (t); 
allora l’espressione nella parte destra sarà uguale a 


P (i — r (0)— iP (0). 
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Esaminiamo un diagramma di ordine n (cioè contenente n vertici), 
avente N, linee elettroniche e N, linee fotoniche esterne. Il numero 
N. è pari, e le linee elettroniche formano N./2 successioni continue, 
ognuna delle quali inizia e termina con una linea esterna. Il numero 
delle linee elettroniche interne in ognuna di queste successioni è 
di un’unità minore del numero dei vertici presenti in essa; quindi 
il numero totale delle linee elettroniche interne nel diagramma è 


Ne 

n— IE ` 
In ciascun vertice entra una linea fotonica; per N, vertici la linea 
fotonica è esterna, e nei restanti n — N, la linea fotonica è interna. 
Poiché ogni linea fotonica interna unisce due vertici, il numero totale- 
di tali vertici è 

n-Ny 

357% 

Ad ogni linea fotonica interna viene associato il fattore D (kY 
contenente k alla potenza —2. Ad ogni linea elettronica interna, 
invece, viene associato il fattore G (p) contenente p (per p? > m’) alla 
potenza —1. In tal modo, la potenza totale dei 4-impulsi al denomi- 
natore del diagramma è uguale a 


2n— Ze — Ny. 


Il numero delle integrazioni (in dtp o in dk), invece, nel diagramma. 
è uguale al numero delle linee interne meno n — 1 condizioni addi- 
zionali imposte sugli impulsi virtuali (delle n leggi di conservazione. 
nei vertici, una lega gli impulsi dei terminali esterni del diagramma). 
Quadruplicando il numero ottenuto troviamo il numero delle inte- 
grazioni rispetto a tutte le componenti dei 4-impulsi: 


2n-N.-N,+ 2). 
Infine, la differenza tra il numero delle integrazioni e la potenza: 


degli impulsi al denominatore dell’espressione integranda (indi- 
chiamo questa differenza con r) è uguale a 


r=4-3N,—N, (109,1): 


Notiamo che questo numero non dipende dall’ordine n del dia- 
gramma. 

La condizione r <0 per l’intero diagramma è. generalmente par- 
lando, insufficiente perché l'integrale converga; per questo è neces- 
sario che siano negativi gli analoghi numeri r’ anche per i blocchi 
interni che si possono evidenziare nel diagramma. La presenza di 
blocchi con r’ >0 comporterebbe Ja divergenza dell’integrale anche- 
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se, nello stesso tempo, le rimanenti integrazioni nel diagramma con- 
vergessero perfino «con eccesso ». La condizione r <0, tuttavia, 
è sufficiente per la convergenza dei diagrammi più semplici nei 
quali n = N, + N, e si ha in tutto solo l'integrazione in dip. 

Se r = 0, l’integrale diverge in ogni caso, e il grado di divergenza 
non è minore di r se il numero r è pari, e non è minore di r — 1, se 
r è dispari (la diminuzione di 1 del grado di divergenza in quest’ul- 
timo caso è legata al fatto che l’integrale di prodotti di un numero 
«dispari di 4-vettori si annulla nell’integrazione su tutto lo spazio 
«quadridimensionale). Il grado di divergenza può aumentare se sono 
presenti blocchi interni con r’ >>0. 

Notiamo che poiché N, e N, sono numeri interi positivi, dalla 
(109,1) si vede che esistono solo alcune coppie di valori di tali nu- 
meri per i quali r > 0. Elenchiamo i diagrammi più semplici per 
‘ciascuno di questi tipi, escludendo, però, subito i casi N, = N ,= 0 
{cappi nel vuoto) e N, = 0, N, = 1 (valore medio della corrente 
nel vuoto), poiché essi non hanno alcun senso fisico e i diagrammi 
relativi devono semplicemente venire esclusi, come abbiamo già 
«detto nel $ 100. Gli altri casi sono i seguenti: 


de 9 O 9 


r=2 r=1 S r=1 di 
ik N TA 
(109,2) 
d) Prf Prf €) CI 
F d S 
P2 Pi 
r=0 r=0 


Nel primo di questi casi la divergenza è quadratica, nei rimanenti 
{r = 0 e r = 1) logaritmica. 

Il diagramma (109,2,d) dà la prima correzione all’operatore di 
vertice. Esso deve soddisfare la condizione (107,19), che riscriviamo 
qui nella forma 


u (p) A” (p, p; Oju (p)=0 per p°=m, (109,3) 
dove 
AU = Dh — yh, (109,4) 


Indichiamo l'integrale di Feynman scritto direttamente secondo 
il diagramma con Al (p3, pı; k). Questo integrale diverge logaritmi- 
camente e non soddisfa, di per se stesso, la condizione (109,3). Si 
può, tuttavia, ottenere una quantità che soddisfi questa condizione 
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formando la differenza 
A” (pe, pis k) =A" (pa, pis k)— A" (pi, pa; 0) lpm. (109,5) 


Il termine divergente dominante nell’integrale A" (ps, pı; k) si 
ottiene considerando il 4-impulso del fotone virtuale f nell’espres- 
sione integranda come una quantità grande a piacere. Questo termine 
ha la forma!) 

x fr fw dif 

P-P 204 

e non dipende dai 4-impulsi delle linee esterne. Perciò nella diffe- 
renza (109,5) la divergenza si elide e si ottiene una quantità finita. 
Questa operazione di rimozione della divergenza è chiamata regola- 
rizzazione dell’integrale. 

Sottolineiamo che la possibilità di regolarizzare l’integrale 
A (ps, pi; k) mediante una sola sottrazione è data dal fatto che in 
questo caso la divergenza è solamente logaritmica, cioè la meno forte 
di tutte le divergenze possibili. Se nell’integrale fossero presenti 
divergenze di grado diverso, la sola sottrazione per k = 0 potrebbe 
risultare insufficiente a rimuovere tutti i termini divergenti. 

Dopo la determinazione idella prima correzione in T* (cioè il 
primo termine dello sviluppo di A) la prima correzione al propa- 
gatore elettronico (diagramma (109,2,a)) può essere calcolata usando 
l'identità di Ward (105,8), che può essere riscritta anche nella forma 


2200) A” (p, p;0), (109,6) 
Pu 


— 4nie? 


introducendo l’operatore di massa o% al posto di Ẹ e A* al posto di 
T». Questa equazione deve essere integrata con la condizione al 


contorno 
ù (p)A (p)u(p)=0 per pP =m’, (109,7) 


che discende dalla (107,20). 

Infine, per determinare il primo termine dello sviluppo del- 
l'operatore di polarizzazione ricorriamo all’identità (105,14); con- 
traendo sulle due coppie di indici ricaviamo l’equazione 

3 RP 


da dk dh | * 


che lega tra loro le funzioni scalari P = 1/3 Pi e P = Pup". Ambe- 
due queste funzioni dipendono soltanto dalla stessa variabile scalare 
43, e quindi troviamo 


WP" (K) + P (E) = 9 (12), (109,8) 


1) L’espressione completa dell’integrale è data nel § 114; vedi la (114,2). 
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dove gli apici indicano la derivazione rispetto a X?. Per la condizione 
&' (0) = 0, da questa equazione deriva chiaramente 


#0) = 0. (109,9) 


Nell’approssimazione del primo ordine della teoria delle pertur- 
bazioni & (k?) è determinata dal diagramma (109,2,e) (con 4-impulsi 
dei terminali k, k, 0, 0). Il corrispondente integrale di Feynman (che 
indicheremo con & (k?)) diverge logaritmicamente, e la sua regolariz- 
zazione si realizza, secondo la condizione (109,9), mediante una sola 
sottrazione: 

F (k?) = F (k2)—S (0). 
A questo punto # (k?) si determina dalla soluzione dell'equazione 
(109,8) con le condizioni al contorno & (0) = 0, 3” (0) = 0. 

Nell’approssimazione successiva della teoria delle perturbazioni 
la correzione all'operatore di vertice (A‘?’) è determinata dai diagram- 
mi (103,40, c-i). Di questi, quelli irriducibili (103,10,d-f) si calcolano 
mediante la stessa tecnica di regolarizzazione degli integrali con una 
sottrazione secondo la (109,5), come per il calcolo della correzione 
in prima approssimazione AP. Per quanto riguarda i diagrammi 
riducibili, le parti di autoenergia interne e le parti di vertice di 
ordine inferiore in essi contenute vengono direttamente sostituite 
con le già note quantità (regolarizzate) ottenute in prima approssi- 
mazione (FP, AV, AW), e quindi gli integrali cosí ottenuti ven- 
gono nuovamente regolarizzati secondo la formula (109,5)'). Le 
correzioni J? e M? possono quindi venire determinate mediante le 
equazioni (109,6) e (109,8). 

Il procedimento sistematico descritto dà, in linea di principio, 
la possibilità di ottenere espressioni finite per P, 4 e A, a qualsiasi 
ordine di approssimazione della teoria delle perturbazioni. Di con- 
seguenza, diventa possibile anche il calcolo delle ampiezze dei pro- 
cessi fisici di diffusione descritti dai diagrammi nei quali F, A, Ap, 
entrano come parti componenti. 

Si vede, in tal modo, che le condizioni fisiche stabilite preceden- 
temente ($ 108) risultano essere sufficienti per una regolarizzazione 
univoca di tutti i diagrammi di Feynman che si incontrano nella 
teoria. Questa circostanza costituisce una proprietà tutt'altro che 
banale dell’elettrodinamica quantistica e viene chiamata rinormaliz- 


zabilità?). 


1) Nei diagrammi di ordine ancora superiore può risultare necessario sosti- 
tuire con valori già regolarizzati anche i blocchi « a quattro gambe » £. 

2) Il fondamento matematicamente rigoroso della teoria della rinormaliz- 
zazione in elettrodinamica quantistica è dato nella monografia: N. N. B ogo- 
ljubov e D.V. Širk ov, Vvedenie v teorijukvantovannykh'polej, « Nau- 
ka », Mosca, 1973 [traduzione in inglese: Introduction to the Tleony of Quanti- 
zed Fields, Wiley-Interscience, 1959, 12 ed., N.d.T.]. 
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Per il calcolo pratico delle correzioni radiative, tuttavia, il 
procedimento appena descritto può non risultare il più semplice e il 
pit razionale. Nel capitolo seguente vedremo, in particolare, che 
un modo più pratico può consistere nel determinare dapprima le 
parti immaginarie delle rispettive quantità; queste parti sono date 
da integrali che non contengono divergenze. La quantità complessiva 
viene determinata con un prolungamento analitico mediante le 
relazioni di dispersione. In questo modo risulta possibile evitare i 
complessi calcoli richiesti per la regolarizzazione diretta mediante 
le sottrazioni. 


Capitolo XII 
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$ 110. Calcolo dell'operatore di polarizzazione 


Iniziamo il calcolo effettivo delle correzioni radiative calcolando 
l'operatore di polarizzazione (J. Schwinger, 1949; R. P. Feynman, 
1949). Nella prima approssimazione della teoria delle perturbazioni 
questo operatore è dato dal cappio nel diagramma 


p-k 

Come abbiamo già notato, il nostro compito diventa piú facile 
se cominciamo col calcolare la parte immaginaria della funzione 
cercata. A sua volta, questo calcolo si esegue nel modo piú semplice 
usando la relazione di unitarietà. In questo caso si suppone che le 
linee del fotone virtuale corrispondano ad una immaginaria parti- 
cella «reale»: un bosone vettore di massa M? = k?, che interagisce 
con l’elettrone secondo la stessa legge del fotone. In questo modo il 
(110,1) diventa il diagramma di un processo « reale », ed è quindi 
giustificata l’applicazione della condizione di unitarietà. 

Si può allora considerare il diagramma (110,1) come un dia- 
gramma per l'ampiezza di transizione di un bosone in se stesso 
(elemento diagonale della matrice S) attraverso la disintegrazione in 
una coppia elettrone-positrone. Le crocette nel diagramma (110,41) 
indicano lungo quali linee esso deve essere tagliato in due parti in 
modo da indicare lo stato intermedio che figura nella relazione di 
unitarietà. Questo stato contiene un elettrone di 4-impulso p_ = p 
e un positrone di 4-impulso p, = — (p — k). 

La relazione di unitarietà (72,4) con uno stato intermedio a due 
particelle per stati iniziale e finale coincidenti dà 


2 Im Ma = 77 5 È IMn: do. (110,2) 
polar 
Qui l'ampiezza M;;, costruita in base al diagramma (110,1), è 
Re zu pU 
iMa =V Inet- Vine, E, (110,3) 
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dove e, è il quadrivettore polarizzazione del bosone; secondo la; 
(14,13) esso soddisfa la condizione 

u 
eyk"=0. 


All’ampiezza Mp; corrisponde il diagramma di disintegrazione 
del bosone in una coppia: 


Ik 
A 
p- Pi 
L'espressione relativa è 
Mni= —eV nejt, j" =u(p-)x"u(— p+) = (110,4) 
Sostituendo le (110,3-4) nella (110,2), otteniamo 
2 . .' 
2em =L D Pegen (1405) 
polar 
Qui p = p- =— P, e €= & + 8_= 2e, sono rispettivamente 


P, 

gli impulsi e l'energia totale della coppia nel sistema di riferimento 
del baricentro; l'integrazione viene eseguita sulle direzioni degli 
impulsi p, e la sommatoria sulle polarizzazioni del bosone. La me- 
dia viene eseguita mediante la formula 

= 1 kuk 

aie = — y (gw 43°) 
(cfr. più avanti la formula (117,5)). Tenendo presente la trasversalità 
del tensore PHY e del vettore je (Pk, = 0, jtk, = 0) e operando 
la sostituzione Ph = 3P, otteniamo 


r 1 RE 
2m F= HL {Gi do. (110,6) 


polar 
La sommatoria sulle polarizzazioni viene eseguita nella maniera 
solita, l'integrazione in do si riduce ad una moltiplicazione per 4n 
e si trova infine 


21m P= e LEL Try, (P-+ m) y” (pe— m) = — e ŽIR (ppp. + 2m?). 


Introduciamo la variabile 
t =k? = (p++ p-} = 2 (m + p+p-). (110,7) 
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Allora 


e la formula definitiva per Im J assume la forma 
Img (= Ly EE (14 2m9), tm. (1108) 


Il valore # = 4m? è il valore di soglia per la creazione da parte 
di un fotone virtuale di una coppia elettrone-positrone (vedi nota 
a pag. 549); nell’approssimazione considerata della teoria delle 
perturbazioni (~e?) lo stato ad una coppia di particelle è l’unico che 
può figurare come stato intermedio nella condizione di unitarietà 
(110,2). Nella stessa approssimazione, quindi, per £ < 4m? il secondo 
membro nella (110,2) è nullo, e perciò 


ImP(1)=0, t</m?. (110,9) 


Per la medesima ragione nell’approssimazione considerata il 
taglio per la funzione # (t) nel piano del complesso # si estende solo 
a partire dal punto £ = 4m? sull'asse reale, e questo punto deve 
figurare come limite inferiore nell’integrale di dispersione (108,13). 
In tal modo, abbiamo 


P (i) = -te | i Loim? tim, (440,10) 
4m2 


Per i calcoli successivi è conveniente introdurre al posto di t 
un’altra variabile, secondo la relazione 


t a —¢Ẹ)2 
= si i (110,11) 
Questa trasformazione opera la riflessione del semipiano superiore 
della variabile complessa ż in un semicerchio di raggio unitario nel 


a 3 ® 


— ——— 0000 — — >- —_— ESA, E 


0 4m? -/ 0 1 
Fig. 18 


semipiano superiore della variabile complessa È, come mostrato nella 
fig. 18 (i segmenti corrispondenti sono disegnati con il medesimo 
tipo di linea in ambedue i piani). Alla regione non fisica (0 < t/m? < 
< 4) corrisponde, in tal modo, la semicirconferenza È = 69, 
0: < ọ < n. Alle regioni fisiche (t <0, t/m? > 4), invece, corrispon- 
dono iT raggio reale destro e sinistro rispettivamente. 
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_Il modo più semplice per stimare l'integrale (110,10) è di operare 
la ‘sostituzione 


t O GHE) di __ (1-E2)dE 
mo PẸ O mM Ea 


Consideriamo dapprima il caso # <0 (allora il denominatore nella 
regione d'integrazione si annulla e il termine immaginario i0 può 
essere tralasciato). Espresso attraverso la variabile È, il risultato 
dell’integrazione è 


am? 22,5 1 1 1+È 
PO= E {-F+3(6+7)+(6++-4){Hilnt}. (110,12) 
Il prolungamento analitico di questa formula determina la funzione 
P (t) anche nella regione £ >4m?: a tal fine occorre operare la so- 
stituzione È = | È | ei* (in questo caso il logaritmo dà un contributo 
nella parte immaginaria: In È = In | Ẹ | + in!). Per la regione non 
fisica occorre porre È = e°?, e allora 


F (i) = Ei { — Š son 2 4+ (2+sen? $) pcotg t} ; 


3 Du 
t P 
Im? = sen? >. (110,13) 
Nel limite dei piccoli | ż | (cioè per È + 1) queste formule danno 
2 
F(= — irar ltl Kám., (110,14) 


Nel caso opposto dei grandi | # | (cioè per È + 0) otteniamo 


P(=-|tinL}, —i>4m, cda 
P (i) = gyt (n-i in), t 4m?. ' 


Per il significato stesso della teoria delle perturbazioni le formule 
ottenute sono valide fino a quando P/4n & D- = t/4n. Perciò 
la condizione di applicabilità delle formule (110,15) è 


Tinti <a. (110,16) 


$ 111. Correzioni radiative alla legge di Coulomb 


Applichiamo le formule ottenute al problema delle correzioni 
radiative alla legge di Coulomb. Queste correzioni possono essere 
visivamente descritte come il risultato della polarizzazione del vuoto 
attorno ad una carica puntiforme. 


1) Il prolungamento eseguito in questo modo è, come del resto è richiesto 
qui, il prolungamento al bordo superiore del taglio, poiché il semicerchio nel 
piano È corrisponde proprio al semipiano superiore di #. 
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Se non si tiene conto delle correzioni, il campo di un centro fisso 
(di carica e,) è descritto dal potenziale scalare coulombiano D= 
= A = e,/r. Le rispettive componenti dello sviluppo di Fourier 
sono 
O (k)= A (k) = sel, 

Tenendo conto delle correzioni radiative questo campo va sostituito 
con « il campo efficace » 


AO = Ai (e) + Do $ 


” ap APH PIAP (111,1) 


(cfr. la (100,15)). Il secondo termine dà il termine addizionale cercato» 
Nella prima approssimazione della teoria delle perturbazioni per 
P (k?) va presa l’espressione ottenuta nel paragrafo precedente, e la 
funzione Ø (k?) deve essere sostituita con la relativa espressione 
nell’approssimazione di ordine zero 


DIR) DR)= de 


In tal modo, la correzione radiativa al potenziale del campo è 


80 (k)=— TI (—k?). (111,2) 


Per determinare la forma di questa correzione nella rappresen- 
tazione delle coordinate occorre eseguire l’antitrasformata di Fou- 


rier: 


80 (r) = I et4780 (k) Tr (111,3) 
Poiché $D (k) è funzione soltanto di £ = — X?, allora, integrando 


sugli angoli, otteniamo 


O) 


sen (r Y —=1) re 
Zim r desi 
1 N i 
=- Im f ô® ( — y?) ey dy 
Fig. 19 (nell'ultima trasformazione si è usato il fatto che 


l’espressione integranda come funzione di 
y = V =t è pari). Ora si può spostare il cammino d'integrazione 
nel semipiano superiore della variabile complessa y, facendolo 
coincidere con il taglio della funzione P (—y?) (fig. 19). Questo ta- 
glio inizia dal punto 2i e si estende verso l’alto lungo l’asse imma- 
ginario (al foglio fisico corrisponde il bordo sinistro del taglio). 
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Introducendo al posto di y la nuova variabile y = iz, otteniamo 


2n2r 


80 (r) = {Im6® (2?) e" x de. 
2m 


Infine, tornando all'integrazione rispetto a £ = z?, abbiamo 


4n2r 


80 (r) = È Im6@ (4) e-r Vë dt. (111,4) 
4m2 


Prendiamo la parte immaginaria dalla (110,8) 
Im 80 (4) = — ŻE Im 8 (1) 


e, dopo una sostituzione ovvia di variabile, troviamo 


(1) = 1480 m=i {14-42 [ee (1 tar) Ha a} 


(111,5) 
(E. Uehling; R. Serber, 1935). 
L'integrale che compare in quest’espressione può essere calcolato 
nei due casi limite. 
Consideriamo innanzitutto il caso dei piccoli r (mr « 1). Scindia- 
mo l’integrale del primo termine tra parentesi in due: 


00 FRZEA ta co 
1= | erome VEDI dg= | l... dt È- de= Ha 
1 1 $} 


dove %, è scelto in modo che 1/mr > % > 1. Di conseguenza, nel 
primo integrale si può porre r = 0, e quindi otteniamo 


ți il 
2_- 
na | LE ga mng. 
1 


In /; si può, al contrario, trascurare l’unità sotto il segno di radice: 
00 co 
La | e-zmrt E = — İn ġe- 2mrta + 2mr I e-2m7% In ¢ di. 
Ta či 
Nell’esponente e nel limite inferiore d'integrazione si può porre 
%, = 0. Operando quindi la sostituzione di variabile 2mr$ = z, 
otteniamo 


(CC 1 
I= —ln 2%,-+In #+| e"Inzde— —ln2ty+In-t—C, 
0 


36% 
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dove C = 0,577... è la costante di Eulero. Nell’integrale del secondo 
termine della (111,5), invece, si può subito porre r = 0: 


1 f yei 1 
bag | Vit at. 
1 


Sommando i tre integrali (la quantità ausiliaria È, in questa somma 
si elide), otteniamo 
1 


®(m=%[1+(mL-c--+)] rę. (111,6) 


Per mr > 1 nell’integrale è importante la regione $ — i~ 
~ 1/mr X 1. Con la sostituzione ¢ = 1 + È e le opportune trasfor- 
mazioni, per questo integrale otteniamo 


oo 
ra -2mr 
37 Vre, 


l -omr È e-2mr 3 VE =$ 
ý 1 z VAR 8 (mr) 


In tal modo, in questo caso risulta!) 
e a e-2mr 1 
Dm= (+77 e). > (111,7) 

Si vede cosí che la polarizzazione del vuoto deforma il campo 
coulombiano di una carica puntiforme nella regione r~ 1/m (= h/me), 
dove m è la massa dell’elettrone. Al di fuori di questa regione la 
deformazione del campo decresce secondo una legge esponenziale. 

Facciamo ancora un’osservazione avente carattere generale. Fi- 
nora abbiamo sempre sottinteso che le correzioni radiative traevano 
origine dall'interazione del campo fotonico con il campo elettronico. 
Cosî, ‘associando nei diagrammi di autoenergia fotonici dei cappi 
chiusi agli elettroni, noi abbiamo tenuto conto, in questo modo, 
dell'interazione del fotone con il « vuoto di elettroni ». Il fotone, 
però, interagisce anche con campi di altre particelle; l'interazione 
con i « vuoti » di questi campi è descritta dagli stessi diagrammi di 
autoenergia, nei quali i cappi interni vengono associati alle corri- 
spondenti particelle. I contributi di questi diagrammi differiscono, 
per ordine di grandezza, dai contributi dei diagrammi elettronici per 
certe potenze del rapporto m./m, dove m è la massa della particella 
considerata e Me è la massa dell’elettrone. 

Le particelle più vicine per massa all’elettrone sono i muoni e i 
pioni. I rapporti numerici m./m, e m./mx sono vicini ad a. Perciò 
le correzioni radiative dovute a queste particelle dovrebbero essere 


1) L'origine del fattore e-2"” in $@ (r) è evidente già dalla forma dell’inte- 

ale di partenza (111,4): per grandi r in esso sono essenziali i valori di # vicini al 

imite inferiore. In altre parole, l'esponente del fattore è determinato dalla posi- 
zione della prima singolarità della funzione $® (t). 
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prese in considerazione insieme con le correzioni elettroniche di ordi- 
ne superiore. Tuttavia, se per i muoni il calcolo delle correzioni 
radiative nell’ambito della teoria esistente è, in linea di principio, 
ammissibile, per i pioni (che sono particelle ad interazione forte) 
questo è impossibile. 

Questo fatto limita, in linea di principio, la possibilità di calcoli 
esatti per gli effetti concreti nell’elettrodinamica quantistica esi- 
stente. Il voler tenere conto delle correzioni, dovute solo all’intera- 
zione fotone-elettrone fino ad approssimazioni di ordine arbitraria- 
mente alto, porterebbe ad una precisione solo illusoria. 

Le correzioni alla legge di Coulomb esaminate in questo paragrafo 
valgono, come abbiamo visto, per la regione delle distanze r < 4/mo. 
Noi possiamo ora aggiungere che le formule ottenute diventano 
insufficienti alle distanze r < 1/m, (oppure 1/mx), dove diventano 
importanti anche gli effetti di polarizzazione del vuoto di altre 
particelle. 


$ 112. Calcolo della parte immaginaria dell operatore 
di polarizzazione secondo l'integrale di Feynman 
Calcolando l'operatore di polarizzazione direttamente secondo il 
diagramma corrispondente (il cappio nel diagramma (110,1), nella 
prima approssimazione della teoria delle perturbazioni otterremmo 
l’integrale 


i PUY di 
i et f Tr yG (p) YG (p— k) -55r > (112,1) 


Tuttavia, questo integrale, esteso su tutto lo spazio quadridimensio- 
nale p, diverge quadraticamente, e per ottenere un risultato finito 
si dovrebbe operare la regolarizzazione secondo le regole descritte 
nel $ 109. 

Noi non riporteremo qui per intero tutto il procedimento, ma 
ci limiteremo a dimostrare in che modo si può ricavare dall’inte- 
grale (142,1) la parte immaginaria dell'operatore di polarizzazione 
(che noi abbiamo già determinato nel $ 110 usando la condizione 
di unitarietà); questa deduzione contiene alcuni punti particolar- 
mente istruttivi. 

La parte immaginaria dell’integrale (112,1) non contiene diver- 
genze e non richiede quindi la regolarizzazione. Per la funzione scala- 
re Im? = 1/3 Imi abbiamo 

— 4ne? Tr y” (p+m)v(P_k+m  ; 

ImP=Im{i 320)! f nt Pp % P}. 

Calcolando la traccia, l'integrale assume la forma 


2 ig (p) dtp 
Im 8 (#9) = Im | mt) (p k mF ? 
2e2 
o (p) = 357 (2m + pk— p°). (142,2) 
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Sia k? >0. Passiamo in un sistema di riferimento in cui 
k = (ką, 0). In questo sistema 
(p— k) = (Po— ko)? — p°. 
Introducendo inoltre la notazione e = V p? F m? (e non coincide 
con « l'energia » pọ dell'elettrone virtuale!), riscriviamo la (112,2) 
nella forma 


00 


2) — 3 i (Po, P) 
mg (= Im] dp | dp FETO EFT 


2e2 
P (Po P) = 327 (M+ e+ poko— PÎ). (112,3) 
L'espressione integranda ha quattro poli nella variabile pọ: 
a) p=8—i0, a) p=—8+i0, 
b) po=k—8+i0, b) p=ko+e—i0. 


Nella fig. 20 è rappresentata la disposizione di questi poli; per 
fissare le idee, supporremo kọ >Q (il risultato finale è funzione di 


e 
1 
Ce ce ce: ceca] 
1 . . 
SA a è 
-> 
Fig. 20 


k? e non dipende dal segno di ko). Calcoliamo il salto che la funzione 

(t) subisce sul taglio nel piano della variabile complessa t = k? = 

= ki, oppure, ciò che è la stessa cosa, sull’asse reale nel piano del 

complesso ko. La parte reale della funzione P° (t) è continua sul taglio, 
e quindi il salto è 

AP (t) = 2i Im P (t). (112,4) 


Mostriamo innanzitutto in che modo si può, sulla base della forma 
dell’integrale, stabilire la posizione del taglio. Indichiamo l'in- 
tegrale internoJnella (112,3) (integrale in dpo) con I (p, ko). Fintanto 
che i poli superiori e inferiori nella fig. 20 si trovano a distanze fi- 
nite gli uni dagli altri, il cammino d'integrazione in pọ può essere 
spostato lontano dai poli (linea tratteggiata nella figura). È quindi 
evidente che in questo caso l'integrale I (p, ko) non varierà per uno 
spostamento infinitesimo dei poli b e b’ verso il basso o verso l'alto 
rispetto all'asse reale, cioè per la sostituzione kọ > kọ + iô, ô— 0. 
In altre parole, quando %, tende al suo valore reale dall’alto o dal 
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basso, i valori di I (p, ko) saranno gli stessi, e quindi questo integrale 
non darà alcun contributo nel salto A#. La situazione cambia solo 
se due poli (per kọ >0 questi possono essere i poli a e è) si vengono 
a trovare l'uno sotto l’altro, in modo che il cammino d'integrazione 
rimane « stretto » tra di essi e non può essere spostato. In tal modo, 
il salto AFP 4 0 solo se in qualche parte della regione d'integrazione 
in d*p può venire soddisfatta la condizione kọ — € = g, cioè kọ = 
=28=2 V p + m?. Perché questo sia possibile deve, evidente- 
mente, essere ko => 2m, cioè t > 4m? !). 
Riscriviamo l'integrale / (p, ko) nella forma 


= i9 (Po, P) dPo 
T(P, = | GDR (40) 


omettendo i termini i0 nel denominatore e cambiando corrisponden- 
temente il cammino d’integrazione C come indicato nella fig. 21. 


a' b 
g eai amaaa a 


r è Ud 
et 


Fig. 21 


Noi vediamo che l'origine del salto AF (t) è legato all’impossibilità di 
spostare il cammino lontano dal polo a (quando il cammino è stretto 
tra a e b). Avendo presente questo fatto, sostituiamo il cammino C 
con il cammino C” che passa sotto il punto a, aggiungendo corrispon- 
dentemente un integrale lungo una piccola circonferenza che aggira 
completamente questo punto (fig. 21,5). Ora, il cammino C’ può esse- 
re spostato senza ostacoli lontano dalle singolarità, e quindi l'in- 
tegrazione su di esso dà un contributo solo nella parte regolare della 
funzione 4# (t). Per determinare, invece, il salto cercato della funzione 
è sufficiente considerare l'integrale sulla circonferenza C”; la stima 
di questo integrale si riduce al calcolo del residuo nel polo a. Questa 


1) Analogamente ci possiamo convincere dell’assenza del taglio per t = 
= k? < 0. Scegliendo in questo caso il sistema di riferimento in cui k = (0, k), 
troveremo che i poli dell’espressione integranda si trovano nei punti 


Po=t(e—-i0), — po=+(V(p_-k?+m2— 10). 


Ambedue i poli inferiori si trovano nel semipiano destro di pọ, e quelli superiori 
nel semipiano sinistro, e quindi non c'è alcuna coppia di poli che possa risultare 
l’una accanto all’altra. 
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operazione può essere eseguita mediante la sostituzione nell’espres- 
sione integranda: 
1 ; 
pa > — 2nriò (pà —e2) (112,6) 

(il segno negativo è dovuto al fatto che la circonferenza attorno al 
polo viene percorsa in senso negativo). Qui nell’argomento della 
funzione delta occorre tenere conto solo della radice pọ = + e (viene 
aggirato solo il polo a e non il polo a’); questa condizione viene auto- 
maticamente soddisfatta se conveniamo di eseguire l’integrazione 
solo su metà dello spazio dei 4-impulsi: pọ >0. 

Dopo la sostituzione (112,6) il salto dell’integrale I (p, ko) si 
calcola direttamente: 
AI={I(p,ko+i6) — I(p, ko— i8)}6 + +0 == 

= — 2ni | ô (p— e?) ip (Po P) x 
0 


i 1 1 
“Trana Ranma] de 


Usando l’uguaglianza 


1 1 
upe aro e y paga F ins [k p)— 8) 
(ko — Po) n (Ko — Po) 


(vedi la (108,3)), otteniamo 


AT =i (2i)? f ô (pa — e) ô [(ko — Po)? — °] 9 (Pos 2) dpo: 
0 
Gli argomenti delle funzioni delta possono venire riscritti in forma 
invariante sottraendo e aggiungendo p?: 
pi—e=p—m?, (ky— p)?— e = (k— p) — me. 


Dopo questa operazione troviamo 


AS (K?) =i (2ni)? | d'p-9(p)6(p°—m9)6{(p—k?—m8]. (112,7) 
Po>0 


Per la presenza di funzioni delta l'integrazione si esegue, di fatto, 
solo nella regione di intersezione delle ipersuperfici 


pP = m, (p — k}? = r. (112,8) 


Poiché in questa regione tutti i quadrivettori p sono del genere tempo, 
la condizione di integrazione rispetto a pọ >0 ha carattere invarian- 
te (parte superiore del cono p? = m?). 

Confrontiamo la (112,7) con la formula di partenza (112,2). Noi 
vediamo che il salto della funzione #(t) sul taglio nel piano # può 
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essere calcolato operando nell’integrale originario di Feynman la 
sostituzione 
1 

nei propagatori corrispondenti alle linee del cappio segnate con una 
crocetta nel diagramma (110,1) (S. Mandelstam, 1958; R. Cutkosky, 
1960). 

Notiamo che le condizioni (112,8) delimitano quella parte dello 
spazio degli impulsi, nella quale le linee di particelle virtuali nel 
diagramma corrispondono a particelle reali (oppure, come si dice, 
i 4-impulsi p e p — k giacciono sulla superficie delle masse). Qui è 
chiaramente visibile il legame con il metodo che fa uso della rela- 
zione di unitarietà, in cui queste stesse linee vengono sostituite con 
linee delle particelle reali dello stato intermedio. 

Noi vediamo qui anche la ragione matematica dell'assenza di 
divergenze nella parte immaginaria del diagramma: essa è determi- 
nata dall’integrazione su una regione finita della superficie delle 
masse invece che su tutto lo spazio infinito dei 4-impulsi, come avvie- 
ne nell’integrale originario di Feynman. 

Per ricavare ora dalla (112,7) la formula trovata nel $ 140, ri- 
torniamo nel sistema di riferimento in cui Æ = 0, e integriamo in 


dtp = |p | ede dpo do. 
L'integrazione si riduce alla rimozione delle funzioni delta. Abbiamo 


> — 2niô (p?— m?) (112,9) 


1 
ô (p? — m?) dpo =ô (po — e*)dp, > -py Ô (Po — €) dp 
dopo di che la seconda funzione delta diventa 
ô [(p — k)? — m?] de =ô [(po— ko)? — 2°] de = 
= ô ( — 2eko + k?) de + xd (e— 7) de. 
Infine otteniamo 


AF ()= FE | y = ple, p)do, (112,10) 


dove t = k? = kê, e il valore della funzione ọ è preso nel punto 


cioè 
e2 


ọ (e, p) = 353 (2m? +t) 


e non dipende dall'angolo. Quindi l'integrazione in do si riduce ad 
una moltiplicazione per 4x, e si torna cosí alla (110,8). 

Nel procedimento esposto è essenziale solo il fatto che il diagram- 
ma è scisso in due parti mediante il taglio di due sole linee. Perciò 
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la regola formulata resta valida anche per diagrammi costituiti da 
due blocchi qualsiasi uniti da due linee (elettroniche o fotoniche). 
L'integrale, calcolato mediante la sostituzione (112,9), determinerà, 
in questo caso, quel contributo alla parte immaginaria del diagramma 
che, nel metodo che usa la relazione di unitarietà, è connesso con 
il corrispondente stato intermedio a due particelle. 


$ 113. Fattori di forma elettromagnetici dell'elettrone 


Consideriamo l'operatore di vertice I" = I" (p,, pı; k) nel 
caso in cui le due linee elettroniche sono esterne e la linea fotonica 
interna. Alle linee elettroniche esterne vengono associati i fattori 
U, = u (pı) e u, = u (ps), e quindi] I entra nell'espressione del 
diagramma attraverso il prodotto 


jh = uT". (113,1) 


Come già è stato notato nel § 108, la (113,1) rappresenta la corrente 
elettronica di transizione che tiene conto anche delle correzioni 
radiative. Le richieste di invarianza relativistica e di invarianza di 
gauge permettono di stabilire la forma generale della struttura matri- 
ciale di questa corrente. 

L'operatore d’interazione elettromagnetica V = e (jA) è un vero 
scalare (e non uno pseudoscalare); in questa circostanza trova la sua 
espressione formale la conservazione della parità spaziale in queste 
interazioni. Di conseguenza, la corrente di transizione jji è un vero 
4-vettore (e non uno pseudovettore). Esso può, quindi, venire espresso 
solo attraverso 4-vettori veri composti dai due 4-vettori p, e P: a 
nostra disposizione (il terzo k = p, — pi) e dai bispinori u, e uz. 
Esistono in tutto tre 4-vettori indipendenti di questo tipo, bilineari 


rispetto a U, e tų: 
Uyui, (Uzus) pı- (iu) pa, 
ovvero, 
unu, (uu) P, (Uzu) k, (113,2) 


dove P = p, + ps. Ma la condizione di invarianza di gauge richiede 
la trasversalità della corrente di transizione rispetto al 4-impulso 
del fotone k: 


j;k=0. (113,3) 


A questa condizione soddisfano i primi due dei 4-vettori (113,2): 
il primo in virti delle equazioni di Dirac 


(pi-m)u,=0, w (p:—m)=0, (113,4) 
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e il secondo perché Pk = 0. La corrente jj; è rappresentata da una 
combinazione lineare di questi due 4-vettori: 


jh = fi (Uzu) P" + fa (uayu), 


dove fı, f, sono funzioni invarianti, chiamate fattori di forma elet- 
tromagnetici dell'elettrone. 

Poiché i 4-impulsi p, e p, si riferiscono all’elettrone libero, allora 
p? = p? = mè, e con i tre 4-vettori pı, Pa, k (legati dall’uguaglianza 
k = pa — pı) si può costruire in tutto una sola variabile scalare 
indipendente; come tale noi sceglieremo X?. Allora i fattori di forma 
sono funzioni di %?. 

L'espressione per la corrente si può rappresentare anche in altre 
forme, scegliendo diversamente i due termini indipendenti. Usando 


le equazioni (113,4) e le regole di commutazione delle matrici y, è 
facile convincersi che 


(0!) ky = — 2m (uzy"u,) + (uz) P", (113,5) 
dove o!” = !/, (py” — y*y®). Il coefficiente di questo termine ha, 


come vedremo, un significato fisico importante, e per questa ragione 
scriveremo 


TH = hf (K?) — Ig (#2) 08%, (113,6) 


dove f, g sono due altri fattori di forma; il motivo per cui è stato 
messo in evidenza il fattore 1/2m verrà chiarito più avanti!). Per 
brevità, noi scriveremo l’operatore di vertice al posto della corrente, 
sottintendendo che esso deve essere preso tra i fattori Ugs ... Ur 

Per chiarire le proprietà dei fattori di forma esaminiamo il 
diagramma (107,16) che rappresenta il processo d’interazione di un 
elettrone con un campo esterno. L'ampiezza di diffusione corrispon- 
dente è 


Myi= — e ihAM (k), (113,7) 
dove Æ% è il campo esterno efficace (tenuto conto della polarizza- 


zione del vuoto). 
L'ampiezza (113,7) descrive due canali di reazione. Nel canale 


di diffusione la variabile invariante è 
t=k=(p,— P} <O. 


Operando le sostituzioni p > p-, Pı — p, noi passiamo nel 
canale di annichilazione, che corrisponde alla creazione di una 


1) Per evitare malintesi ricordiamo che nella definizione (113,6) si presup- 
pone che k sia il 4-impulso della linea fotonica entrante nel vertice; per la linea 
uscente il segno del secondo termine sarebbe opposto. 
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coppia di particelle di impulso p_ e p,. In questo canale 
t = (p- + p.)° > 4m. 


La regione dei valori 0 < ż¿ < 4m? non è una regione fisica. 

Passiamo alla condizione di unitarietà (108,12). Nel canale di 
diffusione (t <0), in questo caso, non esistono stati fisici intermedi: 
un elettrone libero non può variare il suo impulso o generare altre 
particelle di qualsiasi tipo. Stati intermedi non si hanno, ovviamente, 
nemmeno nella regione non fisica. Perciò per # < 4m? il secondo 
membro dell'uguaglianza (108,12) si annulla, e quindi la matrice T; 
(oppure, ciò che fa lo stesso, M;;) è hermitiana: 


M p =M}. 


Lo scambio dello stato iniziale con quello finale corrisponde allo 
scambio di p, con p,, e quindi alla sostituzione di k con —k. Perciò, 
rappresentando M;; nella forma (113,7), abbiamo 


IRAN (k) =j AV (— h). 


Ma AO (—k) = A©* (k), e perciò da qui discende che anche la 
matrice delle correnti di transizione è hermitiana: 


in=j5 per t<4m?. (113,8) 
Usando le proprietà delle matrici y (24,7), è facile verificare che 
(uytu) = (usyhua)*, 
(u20) = — (u0tYu)*. 


Perciò jî; differisce da j;; solo per la sostituzione delle funzioni 
f (t) e g (t) con le relative complesse coniugate, e dall’uguaglianza 
(113,8) segue allora che queste funzioni sono reali. Vale a dire, 


Imf (t) = Img (t) = 0 per t <4m?. (113,9) 


Nel canale di annichilazione (£ >4m?), invece, lo stato f è una 
coppia che può trasformarsi in un’altra coppia avente impulsi diffe- 
renti (diffusione elastica) oppure in un qualsiasi altro sistema più 
complesso. Perciò il secondo membro dell’uguaglianza, che esprime 
la condizione di unitarietà, non è nullo, la matrice My; (e con essa 
anche j;;) non è hermitiana, e quindi i fattori di forma sono complessi. 

Le proprietà di analicità delle funzioni f (t) e g (£) sono del tutto 
analoghe alle proprietà della funzione ° (t) esaminate nel $ 108 
(anche se questa affermazione è difficile da dimostrare cosí diretta- 
mente). Queste funzioni sono analitiche nel piano complesso # taglia- 
to lungo l’asse reale positivo £ >4 m?, ed inoltre 


f* (0) = f (t*), g* (1) = g (t*). 
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La condizione di rinormalizzazione (107,19), applicata all’opera- 
tore di vertice (113,6), conduce alla richiesta 


f(0) = 1. (113,10) 


Per tenere conto automaticamente di questa condizione (nel calcolo 
della funzione f (t) a partire dalla sua parte immaginaria), occorre 
applicare una relazione di dispersione del tipo (108,8) non diretta- 
mente alla funzione f (t), ma a (f — 1)/t. Allora otteniamo una rela- 
zione di dispersione ad « una sottrazione »: 


_ t À Im f(t’) i 
10-41-7 | rece (143,11) 


Per quanto riguarda il fattore di forma g (t), invece, nessun valore 
viene ad esso assegnato a priori da esigenze fisiche. Perciò per esso 
la relazione di dispersione viene scritta « senza sottrazioni »: 


g9=1 f TO dr. (113,12) 
4m2 

Il valore g (0) ha un senso fisico molto importante: esso dà la 
correzione al momento magnetico dell'elettrone. Per verificarlo 
consideriamo la diffusione di un elettrone non relativistico in un 
campo magnetico costante lentamente variabile nello spazio. 

Il termine nell’ampiezza di diffusione (113,7), connesso col fattore 
di forma g (k?), ha la forma 


BM p => g (#8) (0u) kyAK (k). (113,13) 


Per un campo magnetico puro A°" = (0, A); la costanza del campo 
nel tempo significa che per il 4-vettore k” = (0, k), e alla variazione 
lenta del campo nello spazio corrispondono piccoli Æ (avendo in 
vista il successivo passaggio al limite Æ — 0, nella (113,13) scrivere- 
mo subito A® in luogo del campo efficace 4‘). Sviluppando l'e- 
spressione (113,13) ed esprimendola attraverso quantità tridimensio- 
nali, otteniamo 


ôM ji = 3g (— k?) (ugZus)i [kA], 
dove X è la matrice (21,21). Sostituiamo il prodotto i [kAx] con 
l'intensità del campo magnetico Hx; dopo questa operazione si può 


eseguire il passaggio al limite per X +0. Infine, introducendo le 
ampiezze spinoriali non relativistiche w,, w, secondo la (23,12) 


ia-VIm so, u=V(p'). 
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troviamo in definitiva 

ôM ji = > g (0) Hx -2m (viow,). (113,14) 
Confrontiamo questa espressione con l'ampiezza di diffusione in un 
campo elettrico costante di potenziale scalare ®,: 

Mj=—e (uyu) D; x — eD, -2m (ww). 
Noi vediamo che ad un elettrone in un campo magnetico si può 
assegnare l'energia potenziale supplementare 
e 
— Da g (0) oH, . 
Questo significa che l’elettrone possiede il momento magnetico 
«anomalo » 
’ eh 


(in unità ordinarie) oltre al momento magnetico « normale » di 
Dirac eh/2mec. 


$ 114. Calcolo dei fattori di forma dell’elettrone 


Passiamo ora al calcolo effettivo dei fattori di forma dell’elettrone 


(J. Schwinger, 1949). 
Nell’approssimazione di ordine zero della teoria delle perturba- 


zioni l'operatore di vertice I" = y#, cioè i fattori di forma elettronici 
sono 

f=1, g=0. 
La prima correzione radiativa ai fattori di forma è determinata dal 
diagramma vertice 


(444,1) 


(avente due terminali elettronici reali e un terminale fotonico virtua- 
le). Inizieremo dal calcolo delle parti immaginarie dei fattori di 
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forma. Come abbiamo mostrato nel paragrafo precedente, queste 
quantità sono differenti da zero solo nel canale di annichilazione 
(k? > 4m?); in relazione a questo fatto, i 4-impulsi dei terminali 
elettronici nel diagramma (114,1) sono relativi all’elettrone e al 
positrone creati e sono indicati rispettivamente con p- e — p, 
L'espressione analitica del diagramma (114,1) è 


—ieu(p_)I"u(—p.)= 
= (— ie) (p) Pi | G (p) PG(P_M) Dev (grt CP (114,2) 


ovvero, sviluppando, 


1 ip” (p) dtp 
PID ar E = |a (1148) 


dove è stata introdotta la notazione 


-e Teire (114,4) 


e, per brevità, sono stati omessi i fattori u (p_) ...w (p.); nel 
seguito si sottintende sempre che i due membri dell'uguaglianza 
sono presi tra questi « fattori ». 

La linea tratteggiata orizzontale tracciata sul diagramma (114,4) 
taglia quest’ultimo in due parti in modo tale da mettere in evidenza 
lo stato intermedio che figurerebbe nel calcolo della parte imma- 
ginaria dei fattori di forma sulla base della condizione di unitarietà: 
si tratta di uno stato ad una coppia elettrone-positrone con impulsi 
differenti da p_ e p,. Questo stesso taglio mostra dove deve essere 
eseguita nell’integrale (114,2) la sostituzione dei fattori singolari 
se il calcolo viene fatto secondo la regola (112,9) (nella (114,3) questi 
fattori sono stati messi in evidenza nell'espressione integranda). 

L’integrale nella (114,3) ha la stessa forma dell’integrale nella 
(112,2). Noi possiamo, perciò, scrivere immediatamente il risultato 
della trasformazione nella forma (112,10), tralasciando i passaggi 
intermedi: 


298 Im f (t) — 2 ok Im g (= — 2 y +5 | o (p) dop, 
(114,5) 


dove t = k?, l'integrazione è eseguita sulla direzione del vettore 
p, e i 4-vettori p = p, p, = k — p nella definizione della funzione 
oH (p) (114,4) diventano i 4-impulsi di particelle reali (e non virtuali). 
L'espressione (114,5) è relativa al sistema di riferimento in cui Æ = 0; 
tale è il sistema del baricentro della coppia creata p-, p+ (e quindi 
anche della coppia « intermedia » p, p,). In questo sistema, quindi 


il 0, pi (Re) pi (8 re) (E). 


q! (p) 
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ed è facile verificare che 

t — 4m? 
2 

dove 0 è l’angolo compreso tra p e p-. Sostituendo ora la (114,4) 

nella (114,5) ed eliminando nell’espressione integranda le matrici 

YY... Yy ricorrendo alle formule (22,6) otteniamo 

mA- 


2m 


2 = (p— p}? = — 2p? (1 — cos 8) = — (1— cos), (114,6) 


otk, Im g (t) = 


O 4V iE 4m?) 


e2 dop 
se 4Vt(i—-4m2) Î 27 (1 — cos 8) [— 2m?yh + 4m (P" -+ 27") + 


do a E N 
f Sai 0080) v” (p +m) Y” (p— k+ m) yy = 


+2(p,—fjw*(p-+Îl (114,7) 
dove sono stati introdotti i 4-vettori 
f =p — p- = (0, f), P = p- — p, = (0, 2p-). (114,8) 
L'integrazione si riduce ora alla stima degli integrali 


d 
(I, I", IP") = (1, f, Pf") bas (114,9) 


1-così 27 


contenenti ognuno uno dei numeratori elencati. 
L'integrale / diverge logaritmicamente per 6 + 0. Riscrivendolo 


nella forma 


t-4m2 alr?) —(t-— 4m2) 1D 
I = f F2 = f TET 3 
0 0 


vediamo che la divergenza si trova in corrispondenza di valori pic- 
coli della « massa » del fotone virtuale. Quindi si tratta della diver- 
genza « infrarossa ». Per un esame dettagliato di questo problema 
rimandiamo al $ 119. Qui ci limiteremo a notare che questa diver- 
genza è fittizia, nel senso che se si tiene conto correttamente di tutti 
gli effetti fisici le divergenze di questo tipo si compensano a vicenda 
e scompaiono. Conseguentemente, noi possiamo arbitrariamente 
« troncare » inferiormente l’integrale, e successivamente, nel calcolo 
di fenomeni fisici reali, far tendere il limite d'integrazione a zero. 
Qui il procedimento più semplice da seguire è di eseguire il tron- 
camento in maniera relativisticamente invariante. Per fare questo 
assegniamo al fotone virtuale f una massa À, piccola ma finita 
(A X m), cioè operiamo nel propagatore fotonico D (f°), che figura 

nella (114,2), la sostituzione — 
P> fa — M. (114,10) 
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Otteniamo di conseguenza 
—(t- 4m2) 


S af), t—åm? 
I= f Fani. (114,11) 


x 


L'integrale J”, in cui f” è un vettore del genere spazio, deve 
esprimersi attraverso il 4-vettore P": dei due 4-vettori a nostra 
disposizione P” e X*, solo P” è del genere spazio (per p, e p- generici). 
Perciò Z” = AP”. Moltiplicando questa uguaglianza per P, e calco- 
lando l'integrale P,/* nel sistema del baricentro della coppia (rica- 
vando le componenti dei 4-vettori f e P dalla (114,8)), troviamo 


1 1 
__A qpdcosð _ 4 Aa 
A=57 {ie =-+ [Posse 1. 

In tal modo, 

P = — P. (114,12) 
Analogamente si stima l'integrale 
v 

=A p (g P) P (114,13) 


(per determinare i coefficienti in questa espressione è sufficiente cal- 
colare gli integrali Il e I" P,, Py). 

Il calcolo prosegue nel modo seguente. Sostituendo le (114,11-13) 
nella (114,7), noi otteniamo la somma di una serie di termini 


compresa tra i «fattori » u(p_)... u(—p,). In ognuno di essi (usando 
le regole di commutazione delle matrici y) « facciamo passare » il 


fattore P, a destra e p_ a sinistra; dopo di ciò si può sostituire D_+ 
+ m, p, > -—m, poiché 
u(p)p.=mu(p), p,u (— p,) = — mu (— p.). 
Nella somma che si ottiene 
— 4(p,p-) Tyt + 2mP"— 3P2yh 
si può sostituire P” con l'espressione equivalente (presa tra i « fat- 
tori »!) 
P} > 2my + otk, 
(cfr. la (113,5) ). Infine, esprimendo tutte le quantità attraverso 


l’invariante t = k? (2p,p_ = t — 2m?, P? = 4m? — t) e confrontando 
i due membri dell'uguaglianza (114,7), otteniamo le seguenti formu- 
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le per le parti immaginarie dei fattori di forma: 


am? 
Img()= 77 =" (114,14) 


o on i 
Imf()=< 772 


x [ — 3t- 8m2 + 2 (t— 2m) ln EJ, (444,15) 


La divergenza infrarossa è presente solo in Im f (1). 

Le funzioni f (t) e g (t) si ricavano dalle loro parti immaginarie 
mediante le formule (113,11-12). In queste formule è comodo eseguire 
l'integrazione mediante quelle stesse sostituzioni che sono state 
usate nel $ 110 per calcolare #° (#). Espressi attraverso la variabile 
È (410,14), i fattori di forma sono determinati dalle formule 


1 
s@=t Eri, (114,16) 
2 2 
sin £ (e Hp mp IRR e 


4142 2 
HE [2 4 mgr Emp] (11447 
dove F (£) è la funzione di Spence definita dalla (127,19). 

Nella regione non fisica (0 < t/m? <4) occorre porre E = e, 
Le espressioni per i fattori di forma diventano allora 


_ a (o) m 3c089+1 
i@=2{(1- tgo )n t 2 sen Q T 
kA 
2 
+7 | Beta}, (114,18) 
0 
8(= 7 (114,19) 


Riportiamo infine le formule valide nel limite di |t| piccoli: 
t 3 
10—1=34r (m5). [IK 4m, 
(114,20) 


g(0)=35: 
e di |t| grandi: 
t 
f()—-1= 2 (4 lam m L) 


x t 
i-ln-, t> 4m?, 
+ ira a (114,21) 


0 —t> me, 
am? 
i , t> 4m?, 
g=- mli + "i ? (114,22) 
“ 0, —t> ime. 
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Per quanto concerne Re f, la formula (114,24) è valida, come si usa 
dire, con precisione bilogaritmica, cioè inclusi i termini quadratici 
nei grandi logaritmi +). 


$ 115. Momento magnetico anomalo dell'elettrone 


Come abbiamo già detto nel $ 113, il valore g (0) determina la 
correzione radiativa al momento magnetico dell’elettrone. Se ci si 
pone lo scopo di trovare solo questa quantità, non è certamente neces- 
sario calcolare l’intera funzione g (t). Usando la (114,14) e la (113,12), 
abbiamo 


00 oo 


_ 1 Img(t) p_a f da __ a 
cOn | pari) ven (450) 
Am? 1 


Con questa correzione il momento magnetico dell'elettrone vale 


n= liE). (153 


Questa formula venne ottenuta per la prima volta da Schwinger 
(1949). 

Nell’approssimazione successiva (~ a?) le correzioni radiative 
ai fattori di forma sono rappresentate dai sette diagrammi (103,10, 
c-i). Determinare anche solo il valore g (0) in questa approssimazione 
richiede calcoli molto complessi. Per i dettagli dei calcoli rimandia- 
mo ai lavori originali, e ci limitiamo qui a riportare il valore finale 
della correzione in seconda approssimazione?): 


s 2 197 2 2 3 
e O= (7) (gta r tyt) 
= — 0,328- , (115,3) 
il momento magnetico dell'elettrone vale, quindi, 


eħ x a? 
u=- (1+ -0,328 5). (115,4) 


1) Per l’espressione dell’ operatore di vertice nel caso di un terminale elettro- 
nico virtuale e di uno reale e di un terminale fotonico reale vedi A. I. Akhie- 
zer, V.B. Berestetskij, Kvantovaja elektrodinamika, 32 ed., « Nau- 
ka », 1969, § 36, pag. 505 [edizione in inglese: A. I. Akhiezer, V. B. Berestetskij, 
Quantum Elektrodynamics, Wiley-Interscience, N.d.T.]. 

2) Vedi C. Sommer field, Phys. Rev. 107, 328 (1957); Ann. Phys. 5, 
26 (1958) e A. Peterman, Helv. Phys. Acta 30, 409 (1957). Per i calcoli 
eseguiti con il metodo che usa la condizione di unitarietà vedi M. V.Teren- 
tjev, ZETF 43, 619 (1962). 

37% 
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Soffermiamoci sul contributo della polarizzazione del vuoto alla 
correzione g° (0). Esso è rappresentato dal diagramma 


(115,5) 


FOA 


contenente il sottodiagramma dell’autoenergia del fotone. Il diagram- 
ma (115,5) differisce dal (114,1) della prima approssimazione solo 
per il fatto che al posto del propagatore fotonico D (P) = 4n/f com- 
pare in esso il prodotto 


P 41 P 
DIO n=, 


dove 9 (f?) è l’operatore di polarizzazione calcolato nel $ 110 in 
prima approssimazione (~ a). Ripetendo parzialmente, con la va- 
riazione ora menzionata, i calcoli eseguiti nel paragrafo precedente, 
per « la parte di polarizzazione » otteniamo le correzioni 


1 
2 P (f) 1-+3 così 
meia (0 = rpg | e a deos, (115,8) 


dove 
= — ŻA] (1 —cos0) (115,7) 


(vedi la (114,6) ). La stima di questo integrale, e successivamente 
dell’integrale 


1 e n dt 
gihar (0) = | Im giar (t) -F (115,8) 
4m2 


dà il valore 
2 2 2 
gigia (0) = (7--T)= 00165; (115,9) 
esso costituisce il 5% dell’intero valore (115,3). 

Abbiamo già fatto osservare (alla fine del $ 111) che un determi- 
nato contributo alle correzioni radiative può essere apportato anche 
dagli effetti di polarizzazione del vuoto di altre particelle. Il con- 
tributo del vuoto di muoni al momento magnetico anomalo dell'elet- 
trone si ottiene usando le stesse formule (115,6-8), nelle quali (ivi 
compresa la definizione della variabile f?) m è, come prima, la massa 
dell'elettrone (m.), ma come parametro m, che figura nell’espres- 
sione della funzione P ({?), deve essere presa la massa del muone 
(m,). P(f)/ff è funzione solo del rapporto f/mj. Nell’integrale 
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(115,8) è essenziale la regione dei valori di # (e quindi anche di. f) 
confrontabili con mî; perciò abbiamo f?/mi ~ (m./m,)? <1 e per 
la stima degli integrali si può usare la formula limite (110,14), se- 
condo la quale 
P _ a P 
z 155 m’ 

Da qui si vede che il contributo a g‘(0) dovuto alla polarizzazione 
del vuoto di muoni contiene il fattore supplementare « piccolo » 
(mamy). 

Una situazione opposta si viene a creare, tuttavia, quando si 
tratta del momento magnetico del muone. Poiché nella (115,3) la 
massa della particella non figura, questo stesso valore di g® (0) è 
valido anche per il muone, dove, owviamente, si è tenuto conto del 
contributo della polarizzazione del vuoto di muoni. Ma il contributo 
dovuto alla polarizzazione del vuote di altre particelle, degli elet- 
troni, risulta, in questo caso, notevolmente maggiore. Questa quan- 
tità può essere calcolata mediante;léè formule (115,6-8), nelle quali 
occorre, ora, operare la sostituzione m + m,, e considerare & (t) 
come l'operatore di polarizzazione elettronico. Contrariamente al 
caso precedente, ora è essenziale la regiorie dei .valori f?/mî ~ 
~ (m/m)? > 1, e per P (P) occorre prendere l’espressione limite 


(110,15) 
SU A 
fa 316 : m3 ; 


La stima degli integrali dà il valore 
2/4 My 25 2 
IE? (Olaer = (+) (4 In e = 5) = 1,09 i. (115,10) 
polar 


(H. Suura, E. H. Wichman, 1957; A. Peterman, 1957). 
` Sommando con la (115,3), per il momento magnetico del muone 
otteniamo 


h 2 
umuone = grz (1r +076- ). (115,11) 


Notiamo che il contributo dełla polarizzazionę del vuoto di muoni 
(115,9) costituisce qui il 2% dell’intero valore di g‘?(0). Un con- 
tributo dello stesso ordine di grandezza (a causa della vicinanza dei 
valori delle masse) sarebbe dato anche dalla polarizzazione del vuoto 
di pioni, che non può essere, in generale, calcolata esattamente, Per 
questa ragione non ha senso nemmeno il calcolo delle correzioni 
~ a? al momento magnetico del muone!). 

1) Naturalmente, il fatto che sia ammissibile calcolare le correzioni almomen- 


to magnetico del muone, fatto che presupponé una totale applicabilità al muone 
dell’elettrodinamica quantistica esistente, non è evidente. 
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$ 116. Calcolo dell’operatore di massa 


Considereremo l'esempio del calcolo dell’operatore di massa per 
mostrare il metodo della regolarizzazione diretta degli integrali di 


Feynman. 
Nella prima approssimazione non nulla l'operatore di massa è 


rappresentato dal cappiò nel diagramma 


DI die DEE (116,1) 


Ad esso corrisponde l’integrale 
s 3 dik 
— il (p) = (—ie)? {6 (p —K) Duv (k) Tot» 


sostituendo i propagatori ed eliminando i fattori y”... Yy mediante 
le formule (22,6), otteniamo 

ra ORR 8ni 2m—p+k 

oH (p) = — TT | T y d'k (116,2) 
(il trattino sopra la lettera o% indica il valore non regolarizzato del- 
l'integrale). Nel propagatore fotonico è stata introdotta la « massa 
fittizia del fotone » À al fine di rimuovere (come nel $ 114) la diver- 
genza infrarossa. 

Trasformiamo l'integrale usando la formula (127,4), intendendo 

in essa per a, e a, i due fattori nel denominatore della (116,2). Dopo 
un semplice raggruppamento dei termini, nel denominatore del nuovo 


integrale otteniamo 
1 


= Bai 2m—p+È 
A = - È f dk | dx alito , (416,3) 
dove i 
a = mre — (p? — m?) z (4 — x) + X (1 — 2). (116,4) 


La sostituzione di variabile k + k + pz fa assumere all’integra- 
le (116,3) una forma in cui il suo denominatore dipende solo dal 
quadrato #2. In questo caso, però, in base alle formule (127,17-18) 
all’integrale si viene ad aggiungere una quantità costante 


1 m 
7 8ni 2m—p (1— in? ^ 
F= re { f d'k {de aree 3 p) (116,5) 
0 


(il termine contenente È nel numeratore è stato omesso in quanto si 
annulla nell’integrazione sulle direzioni del quadrivettore k; cfr. 
la (127,8)). 
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La regolarizzazione di questo integrale consiste nell’eseguire 
calcoli che gli facciano assumere la forma (107,20). Quest’ultima 
appare diversa innanzitutto perché si annulla se viene moltiplicata 
per l’ampiezza d'onda u (p), dove p è il 4-impulso di un elettrone 
reale. Senza introdurre esplicitamente u (p), questa condizione può 
essere formulata richiedendo che o% (p) si annulli quando si effettua 
la sostituzione 


p>m, pm. (116,6) 


La forma dell’integrale (116,5) è comoda, in questo caso, per il fatto 
che il 4-vettore p figura in essa solo sotto la forma p e p? (mentre i 
termini del tipo kp mancano). 

Sottraendo dalla (116,5) la stessa espressione in cui è stata fatta 
la sostituzione (116,6), otteniamo 


s > ra 
Tr { | àk | dz-I2m—p 0 — a) [aar ar] 
0 


1 
1— a in? ~ 
— | dk | de-a a b- mE m}, (116,7) 
0 


dove 
aj =m 4+2? (1—1). 


Per una regolarizzazione definitiva, tuttavia, deve essere operata 
ancora una sottrazione: in accordo con la (107,20), per effetto della 
sostituzione (116,6) deve annullarsi non solo l’intero ef (p), ma an- 
che ef (p) senza uno dei fattori p — m. Con la relativa sottrazione 
vengono completamente eliminati il secondo e il terzo termine entro 
parentesi graffa nella (116,7)!). Trasformiamo preliminarmente il 
primo integrale introducendo ancora un’altra integrazione ausiliaria 
mediante la formula (127,5), ponendovi n = 2 e intendendo per a 
e b rispettivamente k? — a? e k? — a}. In questo modo l'integrale 
assume la forma 


1 1 = Pa 
` 16ni (P+ m) [2m—ĵ (1—z)] z (1—2) 
(P— m) are | d'k | z dz Tad pom a (12) 


1) Con ciò noi, nel processo di«rinormalizzazione en passant » (vedi pag. 545), 
omettiamo le correzioni alla costante di rinormalizzazione Z, ($ 107). i relativi 
integrali divergono logaritmicamente. Se introduciamo il « parametro di tronca- 
mento » A? > mê, p?, limitando la regione d’integrazione in d4% con la condizione 
A < ni possiamo calcolare questa correzione in forma esplicita. Il calcolo dà 
il risultato 


2 2 
Z=4+2P, 20= [444 itr] (116,7a) 
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(qui è stata usata anche l'identità p? — m? = (p — m) (p + m)). 
Eseguiamo immediatamente l'integrazione in dk. Supponendo che 
p? — m? <0, e usando la (127,14), otteniamo 


1 
m e 
0 
Ora, omettendo temporaneamente il fattore (p — m), rimane da sot- 
trarre un integrale simile in cui è stata fatta la sostituzione (116,6); 
dopo semplici trasformazioni otteniamo 


1 a K 

f az (p+m) [2m—p(1—2)] z (1—2) 
m2z2-F A2 (1—z)+ (m2 — p?) z (1—1) z ` 

0 


1 1 
A e2 
0 0 
x 2z (1 
m (1-29)— + m) (a [1 ] 
m2xz4(m2— p?) (1— z) z 
(nel denominatore comune è stato omesso il termine con 4, poiché 


questo non causa qui divergenze; altrove 22 (1 — x) è stato sostituito 
con A2, poiché alla divergenza infrarossa corrisponde una divergenza 


per z > 0). 
L'integrazione nella (116,8) (dapprima in dz e quindi in da) è 
piuttosto lunga ma elementare e porta al seguente risultato finale: 


(pz me {ug (1 no) 


(116,8) 


2nm 
E (+ Ing) +1+21n 2 |}. 
(116,9) 


dove abbiamo introdotto la notazione 
m2— p? 

P=- m 
(R. Karplus, N. M. Kroll, 1950). L'integrale è stato stimato sup- 
ponendo p œ> 0, e anche p > A/m. In accordo con la regola di ag- 
giramento dei punti singolari, nel prolungamento analitico del- 
l’espressione (116,9) alla regione p <0 la fase del logaritmo si de- 
termina mediante la sostituzione m + m — i0; in questo caso p + 
— p — i0, e quindi In p per p < 0 va inteso come segue: 


ln p = lnjọ|— in. p<0 (116,10) 
Esaminiamo il comportamento dell’operatore di massa per p° ‘> 


> m?. In questo caso abbiamo — pa p°/m? > 1 e con precisione 
logaritmica otteniamo 


a 2 
M (p= — i5 (a+ pnr (116,11) 
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Come anche nel caso del propagatore fotonico (cfr. le formule (110, 
15-16) per l’operatore di polarizzazione), la correzione in G-! risulta 
piccola solo per un'energia non troppo grande, più precisamente per 


a p? 
Ta SI 


Nel caso in questione, tuttavia, la crescita logaritmica è, in un 
certo senso, fittizia e può essere eliminata con una scelta opportuna 
del gauge, cioè della funzione D® nel propagatore fotonico (L. D. Lan- 
dau, A. A. Abrikossov, I. M. Khalatnikov, 1954). Precisamente oc- 
corre porre 


DO =0, (116,12) 
mentre la formula (116,9) è stata ottenuta nel gauge 
DA = D. (116,13) 


Questa proprietà del gauge (116,12) lo rende particolarmente comodo 
per lo studio del carattere della teoria per p? ‘> m?; questo fatto 
verrà usato più avanti nel $ 128. 

Per dimostrare l’affermazione fatta osserviamo che, se a noi 
interessano solo i termini e?, la trasformazione dal gauge (116,13) 
al gauge (116,12) può essere considerata una trasformazione infini- 
tesima (grazie alla presenza di e? nell’esponente della (102,14)). 
In relazione a questo, si può usare direttamente la formula (102,16), 


ponendovi 
D 4x. 
d = — -r = — r 
6401) 2 (92)? * 
e sostituendo inoltre nell'espressione integranda, con la precisione 
richiesta, le funzioni $ con G. Nell’integrale in d‘q è essenziale la 
regione q > p; in questo caso G (p — q) nell'espressione integranda 
è molto più piccola di G (p), e può essere trascurata. Allora 
86-1= — G~ (p) ô$ (p) = — iG! (p) | da! (9) 4, 


Infine, applicando la trasformazione (127,11-12), otteniamo 
2 e n d(—92) FA e = A2 
ôF p=- z Cl t (p) e “Capo. 
dove A è un limite superiore ausiliario d'integrazione. La divergenza 
di questa espressione per grandi A viene rimossa mediante la 


rinormalizzazione, che consiste nel sottrarre la medesima espressione 
per p? æ m?; si ha cosi, in definitiva, 


ea pi 
ôF- = 77 P Mi: 


Questa espressione si elide esattamente con la differenza 9-7! — G- 
della (116,11). 
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Soffermiamoci, infine, sul problema delle cause che portano ne- 
cessariamente all'introduzione di una « massa » finita del fotone À 
nella regolarizzazione dell’integrale (116,2), strettamente connessa 
al suo comportamento per p? + m?. 

Notiamo, innanzitutto, che di per se stesso questo integrale con 
à = 0 è finito per p? = m? (per rimuovere la divergenza per grandi 
k, inessenziale sotto questo aspetto, supponiamo qui che l’integra- 
zione sia estesa ad una regione grande ma finita dello spazio k). 
La necessità di introdurre À sorge al momento della sottrazione del- 
l'integrale di rinormalizzazione che, altrimenti, divergerebbe per 
p? = m?. Chiariamo, perciò, come si comporterebbe l'operatore di 
massa non regolarizzato per p? + m?. Poiché questo comportamento 
dipende sensibilmente dalla scelta del gauge, consideriamo il caso 
generale di un gauge arbitrario (mentre l’integrale (116,2) è scritto 
già nel gauge determinato (116,13)) . 

Usiamo di nuovo la trasformazione (102,16). Rappresentando 
$d nella forma 


8d (q) = S= = ôa (9°), (116,14) 


supporremo ĝa una variazione della funzione a (g°), che varia sensi- 
bilmente solo su intervalli g? ~ m? e finita per q? = m?. Nell’espres- 
sione integranda del membro destro della (102,16), nella differenza 
9 (p)— 39 (p — q) per piccoli g i due termini hanno valori vicini tra 
loro e l'integrale converge. Notando che per piccoli q 


1 
F (p— 9) ~ -Emp * 


si vede che $ (p — q) può essere trascurato rispetto a Ẹ (p) per q > 
> (p? — m?)/m. Invece, l'integrale 


, di d(—q? 
89 (p)= ie? (p) | 84% (9) -ir = — 9 (p) | Sa (A SC 
diverge logaritmicamente nella regione 
(p a P 
a [FKM 
Con precisione logaritmica pe quindi 
ôg 


Tg: — Da °° 8a (m2) In_cz_—_ n LI ° 
Questa uguaglianza può essere integrata. Notando che per a = 
= e — 0 il propagatore esatto $ deve coincidere con il propagatore 
delle particelle libere G, otteniamo 
j m2 y Za C-ao) 
S(p) == (r) ’ (116,45) 
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dove a, = a (m?), e C è una certa costante. Per determinare quest ’ul- 
tima confrontiamo l’espressione 


g- (p)=(p—m)[1+3 (C-a)lmp], (116,16) 


che si ottiene dalla (116,15) nella prima approssimazione in a, con 
l’analoga espressione che si ottiene dall’integrale (116,2) per à = 0!): 


G-1(p)=(p-m)[1+1np]. (116,17) 


Secondo la definizione (116,14) la funzione a (g?) coincide con il rap- 
porto D‘/D. Perciò il gauge (116,13), in cui è scritta la (116,17), 
corrisponde ad a = a, = 1. Esigendo che la (116,16) e la (116,17) 
coincidano per questo valore di ap, si ottiene C = 3. 

4 In tal modo, troviamo il seguente limite (espressione asintotica 
infrarossa) per il propagatore elettronico per p° + m?: 


a 
a 2 ga (370) 
sata) (116,18) 
(A. A. Abrikossov, 1955)?). 
Il propagatore normalizzato deve avere per p? = m? un polo 
semplice. Noi vediamo che la (116,18) soddisfa questa condizione 


solo nel gauge in cui 
DY =3D (116,19) 


(eJquindi a, = 3). In questo caso la regolarizzazione dell’integrale 
di Feynman (che ha come scopo di rimuovere la divergenza nei limiti 
superiori d'integrazione) non richiede l’introduzione di una « massa » 
finita del fotone. Negli altri gauges, invece, il fatto che la massa del 
fotone sia nulla porta alla comparsa, per p?=m?, di un punto di 
diramazione invece che di un polo semplice, e la rimozione di questo 
«difetto » richiede l'introduzione del parametro finito À. 


$ 117. Emissione di fotoni molli di massa non nulla 


Nel calcolo dei fattori di forma nel $ 114 abbiamo incontrato il 
problema della divergenza degli integrali per frequenze basse dei 


1) Per ottenere la (116,17) non è necessario eseguire di nuovo i calcoli. Il 
termine ~ln p nella (116,9) è stato ottenuto proprio supponendo p > À, sup- 
posizione che permette il passaggio al limite A + 0. Il termine ~In (A/m), invece, 
compare in seguito alla sottrazione dell’integrale normalizzato e manca nel- 
l'integrale originario (116,2). Questa sottrazione non interessa, come è facile 
vedere, i termini ~in p. 

2) La validità di questa formula richiede unicamente che valgano le disu- 
guaglianze a < 41,| ln P) > 1, mentre le formule della teoria delle perturbazioni 
richiederebbero anche &/2x | Inp | « 1. 

Notiamo anche che il segno della differenza p? — m? è qui inessenziale, 
poiché la parte immaginaria dell'espressione (116,18) verrebbe comunque a tro- 
varsi oltre i limiti della sua precisione. 


588 CAPITOLO XII 
fotoni virtuali. Questa divergenza è strettamente connessa con la 
catastrofe infrarossa già discussa nel $ 95. In quella sede si è detto 
che la sezione d’urto di qualsiasi processo cui partecipano particelle 
cariche (ivi compresa la diffusione di un elettrone in un campo ester- 
no, rappresentata da un diagramma del tipo (114,1)) non ha senso di 
per se stessa, ma solo se si tiene contemporaneamente conto del- 
l'emissione di un numero qualsiasi di fotoni molli. Come sarà chiari- 
to dettagliatamente più avanti ($ 119), nella sezione d’urto totale, che 
tiene conto anche dell’emissione di fotoni molli, tutte le divergenze 
si elidono. Ovviamente, in questo caso, per ottenere un risultato 
corretto, il « troncamento » degli integrali divergenti deve essere 
eseguito allo stesso modo in tutte le sezioni d'urto che vengono som- 
mate. 

Nel $ 114 questo troncamento venne eseguito mediante l’assegna- 
zione di una massa fittizia finita À al fotone virtuale. Di conseguenza, 
noi dobbiamo ora cambiare la forma anche delle formule ottenute 
nel $ 95 in modo tale.che esse descrivano l'emissione di « fotoni » 
molli di massa non nulla. 

Da un punto di vista formale un fotone di questo genere va rife- 
rito alle particelle « vettoriali » a spin 1, delle quali abbiamo esami- 
nato il campo libero nel $14. Esse sono descritte da un 4-vettore þu» 
che nella rappresentazione della seconda quantizzazione ha la forma 


Fa 4 
i Vo 
(dove, rispetto alla (14,14), sono state cambiate le notazioni in modo 
da adattarle al caso fotonico). 
L'interazione dei « fotoni » (117,1) con elettroni va descritta me- 
diante un lagrangiano dello stesso tipo di quella che si ha per fotoni 


veri: 


(crae(Men!* + chae(®*e!*), a=1, 2,3 (117,1) 


— eil, (117,2) 


(con la sostituzione del potenziale A, con yy). Allora le ampiezze 
dei processi di emissione di fotoni di massa finita si otterranno me- 
diante le regole ordinarie della tecnica dei diagrammi, con la diffe- 
renza che in questo caso 


k3 = 23, (117,3) 


e la sommatoria sulle polarizzazioni del fotone emesso va eseguita 
rispetto a tre polarizzazioni indipendenti (due trasversali e una longi- 
tudinale) in luogo delle due per il caso di un fotone normale. 

La matrice densità di una particella vettoriale non polarizzata 
è facile da ottenere usando la condizione 


ke = 0, ee = —1 (117,4) 
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(cfr. le (14,12-13)). Scrivendo la matrice cercata nella forma 
Puy enti = agy + bkyky 


e ricavando a e b dalle condizioni (117,4), otteniamo 


4 kyk. 
Pua = (gut a) . (117,5) 

Il numeratore del propagatore di particelle vettoriali possiede 
una struttura simile alla (117,5): 


____R4R kuky 
Dw =r (6-3). 


Tuttavia, in virtú dell’invarianza di gauge, le ampiezze dei processi 
reali di diffusione non dipendono dalla parte longitudinale del pro- 
pagatore fotonico, e questa proprietà non è connessa con la forma spe- 
cifica della sua parte trasversale. Di conseguenza, il secondo termine 
tra parentesi di fatto scompare, e rimane un'espressione dello stesso 
tipo di quella che si ha per i fotoni ordinari: 


án 
Dov = qaza Ew 


(che noi abbiamo usato nei paragrafi 114, 116). 
Passiamo ora all'emissione di fotoni molli (nel senso spiegato 
nel $ 95). E 
La deduzione fatta nel § 95 delle formule (95,5-6) resta valida 
anche per il caso ora considerato, con la sola differenza che, nello 
sviluppo dei quadrati (p + %)?, nei denominatori dei propagatori 
elettronici compare anche il termine k? = 4?. Di conseguenza, invece 


della (95,6) otteniamo 


L „e2 p'e_______pPe 2 dk 
do =d0a: "| TEF T PENE | ino ’ 


dove dde è la sezione d'urto del medesimo processo senza l’emissio- 
ne del quanto molle (chiameremo convenzionalmente tale processo 
« elastico »)!). Nel seguito, nelle integrazioni in d'k saranno essen- 
ziali i valori |%| ~ A. In questo caso p'k ~ pk > 43, e quindi nei 
denominatori si potranno trascurare i termini Ą?. Per eseguire la 
sommatoria sulle polarizzazioni del fotone si usa la (117,5) (si cal- 
cola la media e. successivamente si i per 3). Trascurando al- 
lora i termini in 4? il secondo termine nella (117,5) non dà alcun con- 


4) Nel $ 95 la sezione d'urto do) era indicata come doo. 
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tributo nella sezione d'urto, e rimane!) 


do = — doa +e? ( i. (147,6) 


P Z _ P 

(P'k) (pr) áno 
In tal modo, si ritorna alla formula (95,7), nella quale, tuttavia, 
occorre intendere © come 


o=V +. (117,7) 


La formula (117,6) ha carattere generale assoluto. Essa è appli- 
cabile sia alla diffusione elastica che anelastica, e perfino al caso 
in cui cambia il tipo di particelle. Il risultato della successiva in- 
tegrazone in d*% dipende dai 4-vettori p e p’, in altre parole, dal ca- 
rattere del processo fondamentale di diffusione. 

Esaminiamo il caso della diffusione elastica, quando 


ipl=|p'| «=, 


e troviamo la probabilità totale di emissione di fotoni di frequenza 
inferiore ad una certa frequenza @may determinata dalla relazione 


AK Omax K mM. (117,8) 
Stimiamo, innanzitutto, l'integrale in d'k nel limite non relati- 
vistico. Per |p| = |p'| & m abbiamo 
( P____P Va (gh)? ___q? 
(p'k) (pr) } ~ moat m?o? 
(q = p'— p). L'integrazione di questa espressione sulle direzioni 
di Æ dà 
4ng? k2 
m22 ( 3o22 1) 5 
Ricaviamo poi dalla (117,6) 


=. 


eq? f [1 z) k2 k?d|k | 
nm2 3 (k24 12) (2+ 12)8/2 
0 


max 
do = dog: 


ovvero, integrando nell'ipotesi @max/% > í, 


2 2 2 5 
do = doa: $ 47 (In Lemax 2) , @&m. (117,9) 


1) A prima vista potrebbe sorgere un dubbio circa la legittimità del fatto 
di trascurare À? prima di avere eseguito la media, a causa della presenza di 4? 


nel denominatore del secondo termine nella (117,5). È facile, tuttavia, convin- 
cersi direttamente che questo termine nella media dà un contributo — 44 73° 


che può quindi essere trascurato. 
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Nel caso generale relativistico per la stima dell’integrale usiamo 
la formula (127,4). Integrando sugli angoli abbiamo 


do, 


1 
PATER, doy E ———___—————————————————— 
I= | aon" | de | rena aE 


oppure, sviluppando i prodotti scalari con p = (e, p), p'= (8€, p’), 


1 
dok 
ca j de | qo kip: Fp d=aslf 


Ora, l'integrale interno può essere facilmente calcolato in coordinate 
sferiche con l’asse polare diretto secondo il vettore pz + p' (1 — 2), 
e quindi si può scrivere 


i= f 4n dz 2 R 4n dz 

— J) (e0)—[pz+ p (1—2)? k? | [m+ g?r (1— z)] k2-+e242 ` 

0 0 

Gli altri due integrali (con (pk)? e (p'k)? nei denominatori) si ricavano 
da qui ponendo g = 0. Notando inoltre che 


, 


’ 1 
pp'=e— pp'=m?+-> q?, 


otteniamo 
do = 2° la mar adik] > 
Eu j x j yk 
m2+1/29% m2 
X -A D E E O RE E} (117410) 


L'integrazione in djX| si riduce al calcolo di integrali del tipo 


O max Omax 
| k2d|K] Lo Í dlk] 
(ak2 -+ 12) y k2? F M2 a V ke2} 
Omax 
A2 d | k Ì 20max 


a j (ak2 +A?) V k3 FA 


LA f WE. o 
a} (a+) y+ O 


Nel secondo integrale è stata fatta la sostituzione |K| +42 e il limite 
superiore (@max/A) è stato sostituito con co, operazione, quest’ultima, 
legittima essendo l’integrale convergente. 
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Gli integrali in dz che compaiono in seguito nella (117,10) non 
possono essere espressi completamente attraverso funzioni elementa- 
ri. Rappresentiamo il risultato nella forma 


do=a[K (121) In Semar 4 K, ] does (117,11) 
dove!) 
K) -in ET ln (E+VE+1)— 1], (117,12) 


1 Luz 
Rae: e+|p| 2m2+92 dz 1+V1=a 
K= -ipi Mat) FETI eri 


a=4 [m + gs (1— 2)]. (117,13) 


Troviamo ora l’espressione asintotica per la sezione d’urto nel 
caso ultrarelativistico, supponendo non solo che e > m ma anche 
che |g] > m, cioè che l'angolo di diffusione non sia troppo piccolo. 
Con queste condizioni, nell’integrale (117,13) è essenziale la regione 
dei valori x nella quale a «€ 1; si ottiene allora 


In £ +ln`z+ln (1— z) 
E2 
z (1 — 2) 


dx. 


1 
n__L Ina nf 
Kı ~% 2ng? f a de > | 
0 
L'integrale deve essere troncato per a ~ 1, cioè per x ~ m?/g? dal 
basso e per 1— x ~ m?/q? dall’alto. Quindi 


4 2 2 2, 2 2 
Kw [209 n-i — nt 1 |= [Inn tnt]. 


Questa formula è valida con precisione fino ai quadrati dei logaritmi, 
o come si dice, con precisione bdilogaritmica. Con questa precisione è 
sufficiente porre nel primo termine della (117,11) 


K®@mtimnt Y1) 


3 Abbiamo già incontrato la funzione K (Ẹ) nei problemi del $ 95. Questo 
non deve meravigliare, poiché con precisione logaritmica la (117,11) può essere 
ottenuta integrando la sezione d’urto di emissione di fotoni di massa nulla in 
do nei limiti da À a Omar. 

Se al posto di È introduciamo la variabile 0 mediante la relazione È= 


= sh 3: allora 


K (0)= 2 o cth0—1). (117,12a) 
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In definitiva abbiamo 
2 2 q2 
do =- [in Gm @p in 1n 


1 n2 2 2 2 
++ 17 | dom, g% m. (117,14) 


$ 118. Diffusione di un elettrone in un campo esterno 
in seconda approssimazione di Born 


Nelle approssimazioni del primo e del secondo ordine rispetto al 


campo esterno la diffusione dell’elettrone è rappresentata dai dia- 
grammi 


gps | pfp 
Pas ) f N (118,4) 
p P i 

M” P ii M” 4 


Al primo di essi corrisponde l'ampiezza M® ~ Ze?, esaminata nel 
$81. Al secondo ordine, invece, corrisponde l'ampiezza M® ~ (Ze). 

È facile vedere che termini dello stesso ordine di grandezza pro- 
vengono anche dalle correzioni radiative. Al terzo ordine della teoria 
delle perturbazioni le correzioni radiative all’ampiezza di diffusione 
sono rappresentate dai diagrammi 


| f 
| 


g | 

g (118,2) 
A 
Pag PP yg P 


Md) 


dove M® ~ Ze. è, ese Z ~ 1, allora M® ~ M®. 
In accordo con la (65,26) la sezione d’urto di diffusione è 
do =| M+ MP +MP Pa (118,3) 
Nel quadrato dell’ampiezza che figura qui noi possiamo conservare, 
accanto a |M |}, anche tutti i termini d’interferenza tra MẸ e MẸ 
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e tra MẸ e MẸ. Quindi, all'ordine ~ eê, la sezione d’urto è rappre- 
sentata dalla somma 
do = dot!) 4 do 4 dorsa» (118,4) 


dove do‘ è la sezione d’urto nella prima approssimazione di Born 
($ 841), e gli altri termini sono correzioni 
do’ 
do? =2 Re MPM A* Too 
pe (118,5) 
doraa = 2 Re MW} Mf* ra 


Ricordiamo che ($81) 
MR =] e] (u'u) O (9), (118,6) 


dove ®(q) è la trasformata di Fourier del potenziale scalare del campo 
esterno costante (D = A) e dove si è tenuto conto del fatto che la 
carica dell’elettrone vale e = — |e |. 

Le due espressioni (118,5) possono, ovviamente, essere calcolate 
indipendentemente. Esamineremo la prima di esse in questo para- 
grafo e rimandiamo l’esame della seconda al paragrafo seguente. 

In seconda approssimazione l’ampiezza corrispondente al diagram- 
ma (118,1), è data dall’integrale!) 


MR=—e | fp) vu (p)} x 
» d3 
xOp'— fO —p) gr (118,7) 


I « 4-impulsi » del campo costante esterno g, = f — pegg = P' — 
— f non hanno componenti temporali. Perciò 
Ío e e, (118,8) 


dove e e e’ sono l'energia iniziale e finale dell'elettrone, che coincido- 
3 


no se la diffusione è elastica. 
Nel campo coulombiano puro di una carica fissa Z |e |: 


4nZ 
D(a) =, 


1) La regola 8 della tecnica grafica formulata nel § 78 necessita di una preci- 
sazione per il caso di un campo esterno costante (nel tempo). Precisamente, alla 
linea entrante del campo esterno si fa corrispondere la trasformata di Fourier 
tridimensionale del 4-potenziale 


A) (g)= i Ate) (r) eiar gr. 


Le leggi di conservazione nel vertice devono essere scritte tenendo presente che 
q} = (0, q)e che si deve integrare in d?g/ (27)? su quei g'che restano indeterminati. 
L'ampiezza My; costruita secondo queste regole determina la sezione d’urto 
di diffusione ‘definita dalla (65,25). 
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Per un tale potenziale l’integrale (118,7) diverge logaritmicamente 
(perf œ p ef  p'). Questa divergenza è peculiare del campo coulom- 
biano ed è dovuta al fatto che esso decresce lentamente alle grandi 
distanze. Si può più facilmente chiarirne l'origine sull'esempio del 
caso non relativistico. Secondo la III (135,8) il coefficiente dell'onda 
sferica eilrir/r nell'espressione asintotica della funzione d'onda di 
un elettrone nel campo coulombiano ha la forma 
. Zam 
f (0) exp (= In|p|r). 
Ma è proprio questo coefficiente che dà l'ampiezza di diffusione di un 
elettrone nel campo, e noi vediamo che la sua fase contiene un termi- 
ne divergente (per r + co). Sviluppando l'ampiezza di diffusione in 
potenze di Za, questo termine sarà la causa della divergenza di tutti 
i termini dello sviluppo a partire dal secondo (essendo la funzione 
stessa f (0) proporzionale a Za). La situazione nel caso relativistico 
ha, naturalmente, carattere analogo. 

Queste considerazioni mostrano però anche che i termini diver- 
genti devono elidersi nella sezione d’urto di diffusione in cui la fase 
dell’ampiezza è inessenziale. La strada più semplice da seguire per 
effettuare correttamente i calcoli consiste nel considerare dapprima 
la diffusione in un campo coulombiano schermato, porre cioè 


4nZ 
(= (118,9) 


dove ô è una piccola costante di schermaggio (ô < |p|). In tal modo 

viene eliminata la divergenza nell’ampiezza di diffusione, e nell’e- 

spressione finale per la sezione d’urto si potrà poi porre 6=0. 
Portando la (118,9) nella (118,7) otteniamo 


MẸ = — È 22081 (p') [(e+m)J1+vI1% (p), 


dove abbiamo introdotto le notazioni 


J =f £ 
17) p 7+6 p+ 8 [p?— 2+ i0] * (118,10) 


p+p' 
5 Too 


Ja f faf . 
p T pF 


Qui p? = eẹ?— m? = p° e l'integrale J è simmetrico rispetto a p 
e p'; da considerazioni di simmetria vettoriale è a priori evidente che 
il vettore J deve essere diretto lungo p +p’. Eliminando ora le ma- 
trici y mediante le relazioni 


‘ypu= (ye—m)u, 


u'yp' =u (Ye— m), 
38* 
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otteniamo 
MẸ = —È Zau (p') ye (J1 +J) +m(J,—J)lu(p). (118,11) 


Continuiamo i calcoli passando preventivamente (come già fatto 
nel $81) dalle ampiezze bispinoriali u e u’ ai corrispondenti spinori 
tridimensionali w e w’. Effettuando direttamente la moltiplicazione 
troviamo 


u'u = w'* {(e + m) — (e — m) cos 8 + ivø (e— m) sen 0} w, 


u'yu = w'* {(e +m) + (e— m) cos 0— ivo (e— m) sen 0} w, 
dove 
lini. gip n'=P_, cos0=nnm'. 
lp"| 
Allora l'ampiezza (118,11) è rappresentabile nella forma!) 
MR = 4nw"* (A+ B®vo) w, 


AM= — z$ Z?a? {{(e+m)+(e— m) cos 0] e (J1 +72) + 
+[(e +m)— (e— m) cos 8] m (Jı — J2)}, 
B® = z- Za? (e— m) sen 0 [e (J1 +J2)— m (J1 — Ja)). (118,12) 


L'ampiezza di diffusione in prima approssimazione, in notazioni 
analoghe, ha la forma 


MP =4nw'"* (AY + Bo) w, 
Z 
A® = z7 [e +m) +(e—m) cos 0], (118,13) 
BO = —i5 (e—m) sen 8, 
dove g = p' — p. 
La sezione d’urto di diffusione e gli effetti di polarizzazione si 
esprimono attraverso le quantità A = A® + A® e B = B® + B® 


mediante le formule ricavate nel III, $ 140. Cosî, la sezione d'urto 
di diffusione di elettroni non polarizzati vale 


do =(| A |24| B |?) do' do +2 (A® Re A” — iBV Im B®) do'. 
Dopo la sastituzione delle (118,12-13), un semplice calcolo dà 
do® = — do' Z3a383 
np? sen? 3 


x[(1—o?sen2 3) Re (J1 +72) +2% Re (J1—J3)], (118,14) 


1) La definizione delle quantità A e B corrisponde qui alla definizione data 
nei $ a nel III, $ 140 e differisce per un fattore moltiplicativo dalla definizione 
el $ 84. 
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dove v= | p |/e è la velocità dell'elettrone, 0 l'angolo di diffusione, 
In conseguenza della diffusione gli elettroni si polarizzano e il vetto- 
re polarizzazione degli elettroni finali è 


2Re(AB*) .. _, 2(4° Re B? — iB! Im A”) x 


= TARHBR Y AF e 
oppure, sostituendovi le (118,12-13), 
4 A sen? È. cos $ 
p =t O a (I). (118,15) 
: 1-2 sen? > 


Passiamo ora a valutare gli integrali J} e Ja. Questo calcolo viene 
facilitato dall’applicazione del metodo di parametrizzazione in base 
alla formula (127,2). L'integrale Jı assume la forma 


1 


L=-2| 
0 


11 
f f d3f dë, Ea dëa-ô (1— t —te— Ea) 
z {p — 2+ 32] E + [(p — 7)2+ 82] £2 + [f2 — p2 — i0] E3}5* 


0 


L'integrazione in dẸ; elimina la funzione delta; raggruppando i ter- 
mini nel denominatore otteniamo 


11-E 
lesi Fi Ì dèi di, di» PEAS 
1 E {62 (E1 F Eo) + pel 2a F 262 — 1) —27 Eip + Ep) +/2— i0}5 


Introducendo, in luogo di f, la nuova variabile k = f — È, p' — 
— &,p, riconduciamo l'integrazione in d* ad un integrale del tipo 


f dk , n2 
=i 


(k2—a2— i0)3 Za ? 
e quindi 
1 1-É2 
J = — pd dé, déa 
- i o 0 {p2 (E3 + E — 281 — 262 F 1) + 26 stop" — 82 (E1 + E2) — i0}8/2° 


In luogo di È, e £, introduciamo le combinazioni simmetriche: 
z = b + &,y= E — È,. L'integrazione in dy (nei limiti da 0 a 2) 
è elementare e dà 


1 
in? i zdz 


te = ide tico 
3 2 2 1/2 ? 
2lpi 3 [ba2— 2241—50] [a-i z—i0 ] 
dove 
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Per valutare l'integrale in dx per è -+0, dividiamo la regione 
d’integrazione in due parti: 
1 1-6 1 
fui de= f ... dz + f ... dz, 1>&> 77 
0 0 1-61 
Nel primo integrale possiamo porre è = 0; allora!) 


1-6 
4 1 1-2)? | 


o de= aa 10 ti lo 


© tun 


=y |" rtin]. 


Nel secondo integrale, invece, si può porre z = Í ovunque, al- 
l’infuori del termine (1 — z)?, e si può inoltre porre ô = 0 nella 
prima parentesi nel denominatore. In tal modo?) 


i A di da' 
f 00 dr = — 725 f si 62 . 1/2 — 
4-Ù 0 (z — 3-0) 
6/1p1 
WI I. dz’ ; dz' E 
aaar a | 
eri Ea) 
6/11 p? p? 


soglie gi 


Nella somma dei due integrali la quantità ô, come doveva essere, si 
elide e si ottiene 


Sn (HPL senz). (118,16) 


2 |p |? sen? > 


L'integrale J, si calcola in modo analogo e vale 


n3 ( 1—sen -> 
2 
Ei i E 2 (118,17) 
G) 0 2 
4|p |} cos? > sen 2p l? cost > 


1) La regola di aggiramento (il termine i0) permette di determinare la 
variazione dell'argomento dell'espressione sotto il simbolo di logaritmo nel 
passaggio da 0a 1 — è;: nell’aggiramento dal basso del punto di diramazione 
‘argomento varia da 0 a —x. 

2) Anche qui la regola di aggiramento determina il segno della radice nel 
passaggio dai valori positivi a quelli negativi dell'espressione sotto il segno di 


radice. 
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Per ottenere i risultati definitivi rimane da sostituire queste e- 
spressioni nelle (118,14-15); troviamo cosî')) 


do? = nate _ (1- sen 3 )do', (118,18) 
41p I? sen? > 
sen? n a 
wo 22am\pi __?2 2 y (118,19) 
i e (1-02 s0n2 5) cos $ i 
2 2 


Nella prima approssimazione di Born le sezioni d’urto di diffu- 
sione di un elettrone e di un positrone (in uno stesso campo) sono 
uguali. In seconda approssimazione questa simmetria viene a man- 
care. Per la diffusione di un positrone (carica + |e |) l'ampiezza in 
prima approssimazione (118,6) ha il segno opposto, mentre M’ non 
cambia. Perciò la sezione d'urto do, che rappresenta il termine 
d’interferenza tra MY e M$, cambierà di segno. Lo stesso accadrà 
con l’espressione (118,19) per il vettore polarizzazione. Più in gene- 
rale, il passaggio dalle formule per la diffusione di un elettrone alle 
formule per la diffusione di un positrone può essere eseguito mediante 
la sostituzione formale Z + —Z. 


$ 119. Correzioni radiative alla diffusione di un elettrone 
in un campo esterno 


Occupiamoci ora del calcolo delle correzioni radiative alla dif- 
fusione di un elettrone in un campo esterno (J. Schwinger, 1949). 

La parte corrispondente dell’ampiezza di diffusione è rappresen- 
tata dai diagrammi (118,2). Il primo di essi dà all’ampiezza il con- 
tributo 


=, P(—q2 
— (unu) EC D(— 49)-e0 (9), 
dove I (—g?) è l'operatore di polarizzazione relativo al cappio nel 
diagramma stesso. Il contributo del secondo diagramma è 
ZE ('A°u) eD (9), 
dove A? è il termine correttivo nell’operatore di vertice (T#= 
= y' + AP); secondo la (113,6) 


A°=PI{(— 9) 11-37 0"ng(— P). 


1) I risultati esatti vennero ottenuti per la prima volta da W. A. McKinley 
e H. Feshbach (1948) sulla base delle espressioni esatte degli sfasamenti parziali 
di diffusione. Il calcolo secondo la teoria delle perturbazioni venne eseguito da 
R. H. Dalitz (1950). 
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Sommando i contributi dei due diagrammi, otteniamo!) 


MP = — (WWQraaui) e0 (9), 
Qraa (D =F 9) -1-ZP(-@0)+3-g(-2)av (119,1) 


Esaminiamo innanzitutto il problema della divergenza infrarossa 
contenuta nel fattore di forma f(—g?) e quindi presente anche nel- 
l'ampiezza di diffusione (119,1). 

È stato già detto ($ 95) che l'ampiezza esatta della diffusione 
elastica pura è di per se stessa nulla, cioè non ha senso. Un senso 
fisico è posseduto solo dall’ampiezza di diffusione definita come un 
processo in cui può venire emesso un numero qualsiasi di fotoni molli 
di energia minore di un certo valore dato max, per il quale vale la 
relazione 


Omax Km. 


In altre parole ha un senso solo la somma 


© max 


Omax Omax 
do = doe + doa i dos 4+don 4 | diva, | dweəs+..., (119,2) 
0 0 0 


dove doa è la sezione d'urto di diffusione senza emissione di fotoni, 
e du è la probabilità differenziale che un elettrone emetta un fotone 
di frequenza œ. Qui si suppone che dde, venga calcolato sotto forma 
di serie perturbativa, cioè sotto forma di sviluppo in potenze di a?). 
Allora, dopo il raggruppamento di tutti i termini dello stesso ordine 
in a, da tutti i termini della (119,2) noi otterremo do in forma di 
sviluppo secondo a, in cui ogni termine sarà finito. 

Nella prima approssimazione di Born dog; ~ a?. Questo termine, 
naturalmente, ha un senso di per se stesso. Se, invece, noi vogliamo 
tenere conto anche della correzione successiva in doe (termine 
~a?) allora occorre prendere anche il secondo termine della somma 
(119,2): essendo dwa ~ a, moltiplicando quest’ultimo per dog, ~ a? 
si ottiene anche da qui una quantità —a?. Mostriamo che sommando 
queste due quantità la divergenza infrarossa viene eliminata. 


1) Nell’eseguire le trasformazioni ricordare che se g” = (0, q), allora Ty = 
= (0, —g)! Perciò 0%vgy = —y°gy. 

2) Per quanto riguarda la probabi ita dwa, la necessità di tenere conto delle 
correzioni radiative dipende dalla quantità tomax; il limite œ + 0 corrisponde al 
caso classico, in cui le correzioni radiative scompaiono; perciò con la scelta di un 
Omax sufficientemente piccolo le si può sempre rendere piccole. 
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Il termine divergente nel fattore di forma f ha, secondo la (114,17), 
la forma!) 
x la| .m 
7 £ ( Im ) In T’ 
Il termine corrispondente nell’ampiezza (119,1) è 
£ K In Æ. (uyu) e® (9), 
e nella sezione d'urto di diffusione (118,5) 


SEN do' 
dointra — ——aKin 7° | u'y°u |? l eD (9) P 16n2 * 


Confrontando questa espressione con la sezione d’urto di Born 
— do' 
dov =|u'y°u|?]eD(ag)| Ta: 
troviamo che 
dotntra — — aK ln $ -do™. (119,3) 


D'altra parte, il secondo termine nella (119,2), in cui | dwa è so- 
stituito con la (117,11), dà 


Pmax 3 
doel | dw = aK ln “mex. dg, (119,4) 
0 
Infine, sommando la (119,3) con la (119,4), otteniamo 
—do™.aK (42) ing. (119,5) 


Noi vediamo che il contributo divergente proveniente dai fotoni 
virtuali molli (| Æ| ~ A) si elide effettivamente con il contributo 
proveniente dall'emissione di fotoni reali dello stesso tipo. Una 
situazione simile ha luogo in qualsiasi altro processo di diffusione. 

Nel contempo si manifesta una dipendenza della sezione d'urto 
di diffusione da omar. Questa dipendenza è una conseguenza del 
fatto che la quantità @max entra nella definizione stessa della dif- 
fusione, intesa come processo nel quale può venire emesso un numero 
qualsiasi di fotoni molli. È naturale che la sezione d'urto di tale 
processo sarà tanto più piccola quanto più basso sarà il limite max 


1) Di questo è facile convincersi usando la relazione 
lal _1—$ 
m V E 


tra | g | e la variabile È, attraverso la quale è espressa la (114,17). 
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che noi poniamo alle frequenze dei fotoni, che vengono emessi nel 
dato processo di diffusione. 

Troviamo ora l’espressione completa della correzione radiativa 
alla sezione d’urto di diffusione. Procedendo secondo le regole stan- 
dard (vedi la (66,7)), per la sezione d'urto, mediata sulle polarizza- 
zioni dell’elettrone finale, si trova 


do = do + doraa =| e® (9) Tr {(p' + m) (1° + 1°Qraa) X 
Cai — d , 
X (P+ m) (Y-Y Qraa)} 7 (119,6) 
Secondo la (119,1), 
Qraa=@+ byg, Qraa = Y°Quay = a — byg, 
4 2 
e=f(-P) 1-3?) bare). 
Limitandoci ai termini lineari in a e b, la traccia nella (119,6) è u- 
guale a 
1 2 
FTr{.-.}=2 (e-£) (14+2a)— 2bmg?. 
Perciò 
1 2 
do saq = 2 {fn(-a- 1 sat (—@?)— ri (- 09} do®, 
(119,7) 


dove do‘! è la sezione d'urto di diffusione di Born di elettroni non 
polarizzati (81,5); al fattore di forma f è stato apposto l'indice 4 
per ricordare che esso « è troncato rispetto alla massa del fotone À ». 
Rimane ora da aggiungere alla (119,7) la sezione d’urto di emis- 
sione di fotoni molli. Se rappresentiamo f, nella forma 
fi(-@)=1-FK(41)nT+ak, (119,8) 
allora, secondo la (117,11), aggiungere questa sezione d’urto significa 
semplicemente sostituire nella (119,7) f, con 
= a lgl m a 
foma = 1 F K (4) m mg +3 Kitaka (119,9) 
Con questa sostituzione la (119,7) dà il risultato definitivo. 
Notiamo che nel limite non relativistico!) 


=1- 22 (1n E +4). q? & m?. (119,10) 


Somax — © 3am? 20max 


1) Questa espressione differisce dall’espressione non relativistica (114,20) 
per la sostituzione 
ln å —> In 2@may — 5/6. 
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Prestiamo attenzione al fatto che la peculiarità del campo esterno 
entra nella correzione radiativa alla sezione d’urto solo per tramite 
di do; il fattore entro parentesi graffa nella (119,7), invece, ha 
carattere universale. Nell’approssimazione non relativistica 

2a q2 m 19 
slo D, EZ È nai ATA, 2 2 
dora = — dov. 2 1 (In = +5)» qm (119,11) 
(qui entrano i contributi di tutti i termini della (119,7)). Nel caso 
opposto, ultrarelativistico, invece, il contributo fondamentale è 
dato dal termine con fomar — 1, e si ottiene 


2 2 
dora = —do®. S n fz n, Pm. (119,12) 


In conclusione notiamo che le correzioni radiative qui esaminate 
non portano alla comparsa di effetti di polarizzazione di qualsiasi 
genere, nuovi rispetto alla prima approssimazione di Born (a diffe- 
renza delle correzioni della seconda approssimazione di Born esami- 
nate nel $ 118). Ciò è dovuto al fatto che la peculiarità della prima 
approssimazione di Born è connessa, in ultima analisi, al carattere 
hermitiano della matrice S. Questa proprietà, tuttavia, si conserva 
anche se si tiene conto delle correzioni radiative, poiché in questa 
approssimazione mancano stati intermedi reali nel canale di diffu- 
sione (e quindi il secondo membro della relazione di unitarietà si 
annulla)!). 


$ 120. Spostamento radiativo dei livelli atomici 


Le correzioni radiative portano ad uno spostamento dei livelli 
energetici degli stati legati di un elettrone in un campo esterno (il 
cosiddetto spostamento di Lamb). Il caso più interessante di questo 
genere è costituito dallo spostamento dei livelli dell’atomo di idro- 
geno (o di ioni idrogenoidi)?), 


1) Il calcolo delle correzioni radiative a processi che compaiono solo nella 
seconda approssimazione della teoria delle perturbazioni è notevolmente più 
complesso e noi non lo riporteremo in questo libro. Ci limiteremo qui a dare 
alcuni riferimenti: a) a correzioni radiative alla diffusione di un fotone su un elet- 
trone: L. M. Brown, R. Feyaman, Phys. Rev. 85, 231 (1952); b) al- 
l'annichilazione di una coppia in due fotoni: J. Harris, L. M. Brown, 
Phys. Rev. 105, 1656 (1957); c) alla diffusione elettrone-elettrone ed elettrone- 
positrone: M. R ed he ad, Proc. Roy. Soc. A220, 219 (1953); R. V. Po lo- 
vin, ZETF 31, 449 (1956); d) alla radiazione di frenamento: P. I. F om in, 
ZETF 35, 707 (1958). 

2) Lo spostamento dei livelli dell'idrogeno venne calcolato per la prima 
volta con precisione logaritmica sulla base di un esame non relativistico da 
H. A. Bethe (1947); quel calcolo servi da spinta iniziale per tutto lo sviluppo suc- 
cessivo dell’elettrodinamica quantistica. La differenza tra i livelli 25, la © 2P1/9 
venne per la prima volta calcolata esattamente (nella prima approssimazione 
non nulla della teoria delle perturbazioni) da N. M. Kroll e W. E. Lamb (1949), 
mentre la formula completa per lo spostamento di questi livelli fu trovata da 
V. Weisskopf e J. B. French (1949). 
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Il metodo corretto per calcolare le correzioni ai livelli energetici 
è basato sull’uso del propagatore elettronico esatto ($ 106). Ma se 


Za K1, (120,1) 


allora è più comodo ricorrere ad un metodo più semplice, in cui il 
campo esterno è considerato una piccola perturbazione. 

Nell’approssimazione del primo ordine rispetto al campo esterno 
la correzione radiativa nell’interazione di un elettrone con un campo 
elettrico costante è descritta da quegli stessi due diagrammi (118,2), 
che noi abbiamo già esaminati in relazione al problema sulla diffu- 
sione di un elettrone in un campo di tal fatta; il passaggio da un 
problema all’altro richiede soltanto una semplice riformulazione 
(vedi più avanti). 

È facile comprendere, tuttavia, che in tal modo si può trovare solo 
quella parte dello spostamento del livello che è dovuta all'interazione 
con fotoni virtuali di frequenza sufficientemente alta. In effetti, 
consideriamo, ad esempio, la correzione radiativa successiva (rispetto 
al campo) all’ampiezza di diffusione di un elettrone: 


(120,2) 


(a differenza di (118,2,5) questo diagramma contiene due vertici del 
campo esterno). Nella regione di integrazione in dtk, in cui kọ è 
sufficientemente grande, questa correzione contiene una potenza in 
più di Za ed è perciò inessenziale. Ma l’introduzione nel diagramma 
di un secondo vertice del campo esterno introduce in esso anche un 
altro propagatore elettronico G (f). Per piccoli k (e per terminali p 
e p' non relativistici) risultano essere importanti gli impulsi degli 
elettroni virtuali f prossimi al punto singolare del propagatore G (f). 
Il piccolo denominatore che viene in tal modo a comparire compensa 
il piccolo fattore Za in più. Questo vale, evidentemente, per le cor- 
rezioni a tutti gli ordini rispetto al campo esterno. In altre parole, 
nel campo delle piccole frequenze dei fotoni virtuali il campo esterno 
deve essere considerato esattamente. 

Dividiamo lo spostamento cercato 6£,') del livello in due parti: 


ôE, = SED + 8E (120,3) 
1) In questo paragrafo E, designa l'energia dell'elettrone nell’atomo che 


non include la sua energia di quiete. L'indice s designa l'insieme dei numeri 
quantici che determinano lo stato dell’atomo. 
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dovute rispettivamente all’interazione con fotoni virtuali di fre- 
quenze che cadono nelle regioni I) ko >x, II) Xo < x. Scegliamo x 
in modo che 


(Zam < x m (120,4) 


(Z°a°m è l'ordine di grandezza dell'energia di legame dell'elettrone 
nell’atomo). Allora nella regione I sarà sufficiente tenere conto del 
campo del nucleo solo in prima approssimazione. Nella regione II, 
invece, occorre tenere conto del campo del nucleo in maniera esatta, 
ma, in compenso (in virti della condizione x « m), si può risolvere 
il problema in approssimazione non relativistica non solo per quanto 
riguarda l’elettrone, ma anche per quanto riguarda tutti gli stati 
intermedi. Con la condizione (120,4) i domini di applicabilità dei 
due metodi di calcolo si sovrappongono; questo permette di eseguire 
una « saldatura » rigorosa delle due parti della correzione al livello. 


Parte dello spostamento dovuta alle alte frequenze 


Esaminiamo dapprima la regione I. Qui si può utilizzare la cor- 
rezione all’ampiezza di diffusione (119,1), dalla quale, però, è 
necessario escludere preventivamente il contributo dovuto ai fotoni 
virtuali relativi alla regione II. Questi fotoni danno soltanto un 
piccolo contributo al fattore di forma g, il quale, di conseguenza, non 
necessita di cambiamenti. Alla funzione f, invece, i fotoni virtuali 
di piccola frequenza danno un contributo grande a causa della diver- 
genza infrarossa. Perciò come funzione f nella (119,1) si può impiegare 
la funzione fx, dalla quale è già stata esclusa la regione kọ < x. 

Questa esclusione potrebbe essere fatta direttamente, sottraendo 
da f l'integrale sulla regione kọ < x. È, tuttavia, possibile ottenere 
il risultato necessario senza nuovi calcoli, utilizzando i risultati 
del $ 119. 

A tal fine, notiamo che l'esclusione delle frequenze kọ <% può 
considerarsi come uno dei possibili modi di troncamento nell’infra- 
rosso. Il risultato per la correzione alla sezione d'urto di diffusione 
non può, ovviamente, dipendere dal modo in cui si opera il tronca- 
mento, alla condizione che in questo stesso modo venga troncata anche 
la probabilità di emissione di fotoni reali molli, cioè che nel concetto 
di diffusione « elastica » venga inclusa anche l’emissione di fotoni di 
frequenza compresa tra x e il valore dato @max. Se prendiamo Omar = 
= %, diventa allora inutile tenere conto in maniera esplicita dell’emis- 
sione dei fotoni. Da qui risulta chiaro che fy si ottiene dalla funzione 
fomar» definita nel $ 119, con la semplice sostituzione di max 


con x. In particolare, nel caso non relativistico 


2 
fe 1= i (n). (120,5) 


606 CAPITOLO XII 


Trasformiamo ora la correzione (119,1) all’ampiezza di diffusione 
rappresentandola come il risultato della corrispondente correzione 
all'energia potenziale efficace dell'elettrone nel campo. Confrontando 


l'ampiezza (119,1) 
— e (u'*QraaDu) 
con l’ampiezza di diffusione di Born (148,6) 
— e (u'*Mu), 


x 


vediamo che il ruolo di tale correzione è svolto (nella rappresenta- 
zione degli impulsi) dalla funzione 


eô® (q) = eQraa (9) D(9). (120,6) 


Nel caso non relativistico, prendendo & e g rispettivamente dalla 
(110,14) e dalla (114,20), e sostituendo f con fx (120,5), otteniamo 


60 (9) ={ 2 (n A) +} 00). (120,7) 


La corrispondente funzione $® (r) nella rappresentazione delle 
coordinate ha la forma!) 
14 1y: r 
ôO (r) = 3% (1 ta g NAO (r) i gr YVO (r). (120,8) 


Troveremo lo spostamento del livello EP mediando eô® (r) 
rispetto alla funzione d'onda dello stato imperturbato dell'elettrone 
nell’atomo, cioè come il corrispondente elemento di matrice diago- 


nale?): 
11 1 ; 
SED = gfty (m Ei) AO aia IVO 
(120,9) 


Nell’eseguire la media nel primo termine, è sufficiente usare la 
funzione d'onda non relativistica. Nel secondo termine, invece, tale 
approssimazione è insufficiente: l’approssimazione di ordine zero 
rispetto alle funzioni non relativistiche si annulla per la mancanza 
nelle matrici y di elementi diagonali. Perciò qui occorre usare la 


1) Sottolineiamo la differenza di questa correzione al potenziale dalla cor- 
rezione considerata nel $ 111. oaen uima includeva in sé solo l’effetto della 
polarizzazione nel vuoto (diagramma (148,2,a)) sul campo coulombiano in quanto 
tale. La correzione (120,8), invece, si riferisce già all'interazione del campo con 
l’elettrone e include in sé anche l’effetto dei cambiamenti del moto dell’elettrone 
(diagramma (118,2,b)). 


2) Rigorosamente parlando, i fattori di forma determinati nel $ 114 si 


riferivano all'operatore di vertice per due terminali elettronici liberi (p? = 
= p'? = m?). Per un elettrone nell’atomo, invece, l'energia E, è un livello che 
non è, generalmente, in alcun modo connesso con p. Questa differenza, tuttavia, 
nella regione I può essere trascurata. 
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funzione relativistica approssimata trovata nell 5:33 = (7). 


conservando in essa le piccole (in rappresentazionié dard) com- 
ponenti y. Abbiamo 
ptrp = p*oy — y*0g 
e utilizzando la (33,4) 
4 i 
L= 57 PP = — 7 OVO, 
otteniamo 
(lyV®|s)= — 3 | {9* (0VO) (079) +(79*-0) (VO) 9} d'z = 


= f {p*A®-p— 2iop* [VD- Vol} dr 


(nella trasformazione dell’integrale è stata usata l’identità (33,5) 
ed è stata eseguita l'integrazione per parti). Poiché D = © (r), 


r d® 
vo== dr ? 
e quindi 
— io [VD. vi=i9 dl, 
dovel= —i [rọ] è l'operatore del momento orbitale. Infine, riu- 


nendo le espressioni ottenute e sostituendole nella (120,9), ai 
3 19 1 
OEP = (m +) AO) gr 719) 
(120,10) 


dove ora in ambedue i termini la media è calcolata rispetto alla 
funzione d'onda non relativistica. 


Parte dello spostamento dovuta alle basse frequenze 


Per calcolare la seconda parte dello spostamento dei livelli usia- 
mo un trucco basato, in ultima analisi, sulla condizione di unita- 
rietà. 

In conseguenza della possibilità di emissione di un fotone lo stato 
dell’atomo è quasi-stazionario (e non rigorosamente stazionario). A 
tale stato si può assegnare un valore complesso dell’energia, del 
quale la parte immaginaria è uguale a —w/2, dove w è la probabilità 
di emissione del fotone (vedi III, $ 134). Nell’approssimazione non 
relativistica la radiazione è una radiazione di dipolo, e secondo la 
(45,7), abbiamo 


Im ôE, = — 4 w= — $ D) |dul(E,— Ex)? 
s’ 
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(dove la sommatoria è estesa a tutti i livelli più bassi, Eye < 4), 
oppure, in forma equivalente, 


9 œ 
Im8Z,= — 5 f do- Y | dey P (Es— Es)? ô (Es— Ey —o). (120,11) 
0 8’ 


Per trovare ora la parte reale di ôE, è necessario considerare E, 
una variabile complessa ed eseguire il prolungamento analitico. Ciò 
è possibile se si considera la funzione delta come originata dai punti 
singolari. La regola di aggiramento dei poli viene data, come al 
solito, aggiungendo una parte immaginaria negativa alle masse delle 
particelle virtuali, nel nostro caso alle masse my, dell'elettrone negli 
stati intermedi dell'atomo. Il ruolo di queste masse è svolto da 


` 


my = m + Ey, e quindi è necessario porre 


Es>Eys— il 
da cui discende la sostituzione 
1 1 
ô(E.— Es —0)= — y M ELE ot (120,12) 


(cfr. la (108,3)). 
Sostituendo la (120,12) nella (120,11), troveremo cosí 


20 (E,-Ey)? 
Im ôE, = Im- | do- $, | dss E REPETE 
0 s’ 


Il prolungamento analitico cercato si ottiene ora semplicemente tra- 
lasciando il segno Im. Noi dobbiamo, tuttavia, tener conto soltanto 
di quella parte di ÔE, che è connessa al contributo dato dalle frequen- 
ze della regione II: œ < x. A tal fine è sufficiente sostituire il limite 
superiore dell’integrale con x. Integrando, otteniamo il risultato 


2 
sg =“ » | dss |? (Es— E} ln E EFO (120,13) 


(in virtà della disuguaglianza (120,4) nel limite superiore abbiamo 
trascurato la differenza E, — Es rispetto a x). D'ora in avanti a noi 
interesserà soltanto la parte reale del livello; questa si ottiene sosti- 
tuendo nella (120,13) l'argomento del logaritmo con x/| Es — E; |. 
Trasformiamo nell'espressione (120,13) il termine con ln x 
sostituendo gli elementi di matrice del momento di dipolo d =er 
con gli elementi di matrice dell’impulso p = mv e della sua deriva- 


ta p: 
2 
> | dss P (Es wa E} AE na Di | Pss" |2 (Es — E.) = 


= ea > {D)e Pes — Psy (P)ss} * 


s’ 
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Sostituendo ora Pp in accordo con l'equazione del moto dell'elettrone 
p = —eVD, otteniamo 


ie3 
>, | dss [? (Es — E)? = -r DI {(VD),s past Pss’ (VD)ss} = 


ie3 3 
= 3g SIPVO—VOp|s) = 3 (s| A® |s). (120,14) 


Si può quindi riscrivere la (120,13) nella forma 
e3 


ôE = (s| A® |s} ln Pai 


3nm2 


2e2 
+5 2 | Pss 2 (Es — E? In IE T (120,15) 


8 


Spostamento totale 


Infine, sommando le due parti, troviamo la formula seguente per 
lo spostamento complessivo del livello: 


2e2 
68,26 Y) ra Ce Ey nt] 


S 


+ 
z 


e3 [1 d® 


3 19 
o z S1AD|5) + Zam? (s|ol =g |9 (120,16) 


(come ci si doveva aspettare, la quantità ausiliaria x è scomparsa dal 
risultato)!). 

Tutti gli elementi di matrice nella (120,16) vengono calcolati a 
partire dalle funzioni d’onda non relativistiche dell’elettrone nel- 
l'atomo. Per l'atomo di idrogeno (o di uno ione idrogenoide) queste 
funzioni dipendono solo da tre numeri quantici: il numero quantico 
principale n, il momento angolare orbitale Z e la sua proiezione m 
(ma non dipendono dal momento angolare totale j); i livelli energetici 
corrispondenti dipendono solo da n. Introduciamo la notazione?) 


n3 
Ln = Fa AT dI | n'l'm |r|nlm)|}x 
n'm” 
m (Ze2)2 
SER 


1) La determinazione delle correzioni di ordine più elevato allo spostamento 
dei livelli richiede calcoli molto complessi. L'elenco più completo di tali cor- 
rezioni e la loro deduzione sistematica (insieme alla bibliografia relativa) è pos- 
sibile trovarli negli articoli: G. W. Erickson,D.R. Yenni e, Ann. of 
Physics 35, 271, 447 (1965). 

2) Gli elementi di matrice di r sono diagonali rispetto al numero j; di 
conseguenza nella (120,16) la sommatoria su s si riconduce alla sommatoria 
su n, È, m. 


x (En — En) In (120,17) 
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I livelli energetici sono proporzionali a (Ze?)?, mentre la dimensione 
caratteristica dell'atomo è proporzionale a Ze?; perciò le quantità: 
La, definite in base alla (120,17), non dipendono da Z'). Queste 
quantità possono essere calcolate solo numericamente. 
Esaminiamo ora separatamente i casi Z = 0 e l Æ 0. Nel caso 
1 = 0 l’ultimo termine della (120,16) scompare. Per il secondo termi- 


ne usiamo l’equazione 
eAD = 4nZe?8(r), 


alla quale soddisfa il potenziale del campo coulombiano del nucleo.. 


Da qui 
“i 4m? (Ze? a n’, l= 0, 
(nlm | A®|nlm)=-4nZe?| rim (0) ? = ( $ si 


(vedi la (34,3)). Nel primo termine, invece, introduciamo la nota- 
zione (120,17) e usiamo ancora una volta l'uguaglianza (120,14): 
S) (nVm |r (n00) (En — En)? = gez (n001 AO] n00) = 2E, 
n'im’ 
Come risultato otteniamo la seguente espressione per lo spostamento 
dei termini s: A 
4me?Zia 1 19 

SEn = SMEZ [im g + Lao +37 ] (120,18) 

(unità ordinarie). Riportiamo alcuni valori numerici delle quantità 


Lno 


n= 1 2 3 4 o0 
Lno= — 2,984 — 2,812 — 2,768 — 2,750 — 2,721 
Essendo i livelli imperturbati E, = —me? (Za)?/2n?; il valore dello 
spostamento radiativo relativo è 
GE no 1 
| Eno ~ Z203 ln Za (120,19) 


Nel caso Z =£ 0 nella (120,16) viene a mancare il secondo termine. 

Il terzo, invece, può essere calcolato mediante le formule riportate nel 

$ 34; con questo termine compare una dipendenza dello spostamento 
dei livelli anche dal numero j. Otteniamo cosi 
__ 4me2Z495 3 j(f-+1)—1(1-+1)—3/4 

SE ny = E [Luti roar J], 10. (120,20) 

In tal modo, lo spostamento radiativo rimuove l’ultima degene- 

razione che era rimasta dopo che si era tenuto conto dell'interazione 

spin-orbita; e cioè la degenerazione dei livelli energetici con gli 


1) In virtú dell’isotropia dello spazio la somma (120,17) non dipende, benin- 
teso, nemmeno dal numero quantico m. 
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stessi valori di v e j, ma con valori l = j + 1/2 differenti. Cosî, il 
valore numerico è LZ, = +0,030 e dalle (120,18-20) si ottiene la 
seguente quantità per la differenza tra i livelli 2s,/, e 2p,;s dell'atomo 
di idrogeno: 

E2014 — E211/3= 0,41mc2a 


(a questa differenza corrisponde una frequenza di 1050 MHz). 


$ 121. Spostamento radiativo dei livelli di atomi mesici 


Alla fine del $ 115 è stato chiarito l'importante ruolo che svolge 
l'effetto della polarizzazione del vuoto di elettroni nella correzione 
radiativa (al secondo ordine) al momento magnetico del muone. In. 
misura ancora maggiore una situazione analoga ha luogo (già in 
prima approssimazione) per lo spostamento radiativo dei livelli del 
muonio: un sistema idrogenoide composto di un protone e di un 
mesone u (A. D. Galanin, I. Ja. Pomerantuk, 1952). 

Nel calcolo eseguito nel paragrafo precedente per lo spostamento 
dei livelli di un atomo ordinario si è tenuto conto, in particolare, 
dell’effetto della polarizzazione del vuoto di elettroni (cappio elet- 
tronico nel diagramma (118,2,a)). Se, analogamente, teniamo conto 
per l’atomo mesico dell’effetto della polarizzazione del vuoto di 
muoni, allora tutto il calcolo resta valido anche per questo caso, con 
la sola differenza che ovunque la massa dell’elettrone m = Me 
deve essere sostituita con la massa del muone my. Poiché, tuttavia, 
il valore relativo dello spostamento dei livelli risulta essere indi- 
pendente dalla massa dell’elettrone (vedi la (120,19), per l'idrogeno 
mesico si otterrebbe lo stesso risultato. 

È facile vedere, tuttavia, che un contributo notevolmente maggio- 
re nello spostamento dei livelli dell'atomo mesico proviene dal- 
l’effetto della polarizzazione del vuoto -di elettroni. Effettivamente, 
la sostituzione del cappio muonico nel diagramma con il cappio elet- 
tronico significa la sostituzione dell’operatore di polarizzazione 
muonico con il relativo operatore elettronico. Ma l’operatore di 
polarizzazione & (9°) è inversamente proporzionale al quadrato della 
massa della particella (per valori non relativistici di g?). È chiaro, 
perciò, che la sostituzione indicata porta ad un aumento dell’effetto 
nel rapporto (my/m.)?. È proprio questo contributo che determinerà 
l’ordine di grandezza dello spostamento dei livelli, che sarà 

ôE 3 { Mu X2 

ai 
cioè di quattro ordini di grandezza maggiore che per l’idrogeno ordi- 
nario!). Per visualizzare meglio l’origine di questo effetto ricordia- 


Me 


1) Per una ragione analoga il contributo della polarizzazione del vuoto di 
muoni nello spostamento dei livelli dell'atomo dell'idrogeno ordinario sarà, 
al contrario, trascurabile. 


39% 
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mo che la distorsione del potenziale coulombiano per effetto della 
polarizzazione del vuoto di elettroni si estende fino a distanze 
-A/m, (§ 141). Nell’atomo ordinario di idrogeno l’elettrone si trova 
a distanze dal nucleo dell'ordine di grandezza 1/m.a, cioè fuori della 
regione principale di distorsione del campo; nell’idrogeno mesico, 
invece, il muone si trova a distanze =1/m,a, che vanno proprio a 
‘cadere nella regione indicata. 

Per un calcolo esatto dello spostamento dei livelli dell'atomo 
‘mesico non si può, tuttavia, usare l’espressione approssimata non 
relativistica dell'operatore di polarizzazione, come abbiamo fatto 
nella formula (120,7) usata per calcolare lo spostamento dei livelli 
dell'atomo ordinario. Il problema sta qui nel fatto che gli impulsi 
caratteristici del muone nell’atomo di idrogeno mesico sono | Pu | ~ 
~ amy. Per il muone tali valori sono non relativistici, mentre di- 
ventano relativistici per l’elettrone. 

Di conseguenza, dobbiamo usare l’espressione relativistica com- 
pleta (111,5) per il potenziale efficace del campo del nucleo alterato 
per effetto della polarizzazione del vuoto di elettrone d'onda del 


muone nell’atomo: 


sE —lel | on POD (r) z= — le] {R&M 80 (dr, (124,1) 
0 


dove R„ı è la parte radiale della funzione d’onda coulombiana (non 
relativistica). Per uno ione idrogenoide di carica nucleare Z|e] 
le funzioni Rn (r) dipendono da r solo attraverso la combinazione 
adimensionale p = Zamyr (la distanza misurata in unità coulom- 
biane). Tenendo conto di questo e sostituendo ô® (r) dalla (111,9) 
(con carica Z | e | invece di e), riconduciamo l'integrale (124,1) 


alla forma 


2 
ôEni = — È ZAQ (FEE): (124,2) 
dove 
Qu (2) = | pdp | Rue (1 + agr) EA 
0 1 
Cosí, per alcuni dei primi livelli dell'idrogeno mesico il calcolo 
numerico dà per lo spostamento i valori seguenti: 
SEO e4403, BE 2,810, DEA = _2,0.10% 
Esl ACIDS, | E20 | sa | Eal 0 7 


$ 122. Equazione relativistica per gli stati legati 


Il metodo, applicato nei paragrafi precedenti al calcolo dello 
spostamento radiativo dei livelli atomici, è inapplicabile per la 
soluzione di problemi consistenti nella determinazione delle corre- 
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valenti, nessuna delle quali può venire considerata rispetto all’altra 
come sorgente di campo esterno. 

Il metodo sistematico di soluzione di questo problema è basato 
sul fatto che i livelli energetici degli stati legati sono punti singolari 
dell’ampiezza esatta della diffusione reciproca di queste due parti- 
celle (come funzione della somma delle loro energie nel sistema del 
baricentro). Effettivamente, il positronio, in ciascuno dei suoi livelli 
discreti, può considerarsi come una « particella intermedia » di 
massa determinata, attraverso la cui formazione può avvenire il 
processo di diffusione elettrone-positrone; a ciascuno stato intermedio 
«ad una particella » corrisponde un polo dell’ampiezza di diffusione 
(ovviamente, questi poli cadono nella regione non fisica dei 4-impulsi 
delle particelle interagenti). 

Secondo la (103,17) l'ampiezza esatta di diffusione si compone 
della parte di vertice esatta « a quattro gambe » Ti}, ım e delle ampiez- 
ze di polarizzazione u delle particelle. Queste ultime, evidentemente, 
non hanno alcuna relazione con le singolarità, e di conseguenza è 
più comodo ignorarle completamente e limitarsi a parlare dei poli 
della parte di vertice, cioè della funzione 

Pir, im (Pf, — P+; P- — Pi (122,1) 
dove le notazioni dei 4-impulsi dei terminali esterni del diagramma 
(103,42) si riferiscono alla diffusione di un positrone su un elettrone. 

Sottolineiamo che l’affermazione circa la presenza di poli si rife- 
risce proprio all’ampiezza esatta di diffusione ovvero alla parte di 
vertice esatta; in ciascun termine della serie perturbativa, preso 
separatamente, il polo manca. Quest'ultima circostanza è evidente 
già dal fatto che nei diagrammi di Feynman di ciascuna approssima- 
zione figurano solo linee elettroniche (e fotoniche). ma non compaiono 
linee relative alla « particella composta », cioè del positronio preso 
nel suo insieme. Da qui discende, a sua volta, che il calcolo del- 
l'ampiezza di diffusione in prossimità dei poli richiede la somma di 
una successione infinita di diagrammi. Determiniamo ora quali sono 
i diagrammi che entrano in questa successione. 

Nella prima approssimazione non nulla (prima rispetto ad @) 
della teoria delle perturbazioni alla parte di vertice (122,1) corri- 
spondono i due diagrammi del secondo ordine: 


F- ue F- P; N F- 


Vo-p' Yot, (122,2) 
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oppure, in forma analitica: 
Din, m = — EEY Duv(p-— PL) + etti Duv (P- + p+). (122,3) 


Nell’approssimazione successiva (seconda rispetto ad œ) abbiamo 
40 diagrammi del quarto ordine: 


Rca i 
2 L 


Pr -P; 


(122,4) 


ed altri 5 diagrammi che differiscono da quelli riportati per la sosti- 
tuzione p_ «> —p',. Tutti questi diagrammi hanno, rispetto ai dia- 
grammi (122,2), una potenza di e? = a in più. Mostriamo, tuttavia, 
come nel diagramma a) questa potenza in più sia compensata dalla pic- 
colezza del denominatore (per piccoli impulsi dell’elettrone e del 
positrone). 

Consideriamo tutte le quantità nel sistema « del baricentro ». 
Tuttavia, poiché i 4-impulsi dei terminali esterni dei diagrammi non 
si suppongono fisici (cioè p? + m°), allora, benché in questo sistema 
p+ = —p-, abbiamo però anche che e, = e_. In tal modo, per i 
4-impulsi dei terminali abbiamo 


-=(e_, p),  P+= (ê+, —D) 
pl = (e1, p’) P; 3 (e, — p'), (122,5) 
itere el: 


L'energia di legame dell'elettrone e del positrone nel positronio è 
2ma2. Perciò nell'intorno dei poli dell’ampiezza di diffusione, cioè 
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mella regione che a noi interessa, si ha 
|pl-lp'|-ma<gm, 


22,6 
le-—m]| ~ [e= m| ~ ~ ma, (1 ) 


Il diagramma (122,4,a) dà nella parte di vertice il contributo 


Thim = — iet | (PG (9) YH) (YYG (q— P-— P+) Y)am X 


x di 
X Dro (a— pt) Duv(P-—9) Tage - (122,7) 


Nell'integrale (122,7) è essenziale la regione dei valori di q" = 
= (qo, q) in prossimità dei poli di ambedue le funzioni G simulta- 
neamente. In questa regione | g | e | ga — m | sono piccoli e per i 
*propagatori elettronici abbiamo 


E vao— vd +m +1 1 
COTTA Meme 7» (122,8) 


d-m_S ti 


yo—1 4 


Gua-p_phati 
di_e-—t+mt 30 


I poli di queste due espressioni, come si vede, giacciono, da una 
parte e dall’altra rispetto all’asse reale nel piano della variabile com- 
plessa go; chiudendo il cammino d'integrazione su quest’asse, ad 
esempio nel semipiano superiore, calcoliamo l'integrale in dgo 
valutando il residuo nel polo corrispondente). Come risultato tro- 
veremo 


Tlho) se et f d3q : 
, q 
(a— PL)? (p_— 9)? (2m—e-— e+ 2) 
e da qui, tenendo conto della (122,6), otterremo 


(4a) (ma) _____1 
rie (majma? ma * 

Dello stesso ordine di grandezza è anche il contributo in T dato dal 
diagramma del secondo ordine (122,2,a) (primo termine nella (122,3); 
questo dimostra l'affermazione fatta precedentemente. Una situazio- 
ne analoga viene a crearsi anche in tutte le approssimazioni succes- 
sive della teoria delle perturbazioni. 

Inital modo, il calcolo della parte di vertice in prossimità dei 
suoi poli, che è ciò che a noi interessa, richiede che venga eseguita 


1) Per il diagramma (122,4,c), invece, che si differenzia dal diagramma 
(122,4,a) solo per la direzione relativa delle linee elettroniche, ambedue i poli 
sarebbero risultati nello stesso semipiano rispetto all'asse reale, e quindi, dopo 
le approssimazioni fatte, l'integrale si sarebbe annullato. 


616 CAPITOLO XI 


la somma di una successione infinita di diagrammi « anomalmente 
grandi » con stati intermedi del tipo dellelinee interne del diagramma 
(122,4,a). La caratteristica di questi diagrammi è che essi possono 
venire tagliati tra i terminali p_, —p+ e pi, —p, in parti unite tra 
loro solo da due linee elettroniche!). L'insieme di tutti i diagrammi 
che non soddisfano questa condizione verrà chiamato parte di vertice 
«compatta » e verrà designato con T;z ım. Poiché i diagrammi ano- 
malmente grandi non compaiono in essa, queste quantità si possono 
calcolare nell’ambito dell’ordinaria teoria delle perturbazioni. Così, 
ad esempio, in prima approssimazione T è determinato dai due dia- 
grammi del secondo ordine (122,2) e in seconda approssimazione da 
otto diagrammi del quarto ordine (tutti i diagrammi, ad eccezione di 
(122,4,a-b)). 

Classificando le parti di vertice non compatte secondo il numero 
di « legami doppi » in esse contenuti, si può rappresentare il T totale 
sotto forma di una serie infinita: 


DX ecm enne» 


(122,9) 


dove le linee interne continue in grassetto sono i propagatori S G 
(una serie di questo tipo è spesso detta «a scala »). Per sommare 


questa serie, « moltiplichiamola » da sinistra per 19): 


Confrontando ora questa serie con la serie originaria (122,9), noi 
vediamo che 


SE - DC cn 
P+ -P+ P+ Pi P. 


IPP. -p 


1) Questa definizione include tutti i diagrammi anomalmente grandi, ma, 
accanto ad essi, include anche alcuni diagrammi « normali », come ad esempio- 
il diagramma (122,4,b). 

2) Moltiplichiamo, cioè, tutti i termini della serie per Te per i due $ ed 
eseguiamo quindi la relativa integrazione sui 4-impulsi dei nuovi legami interni. 
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Questa uguaglianza grafica è equivalente alla seguente equazione 
integrale: 


ilig, im (pL, — P+; Pr — pi) = iTi, im (PL, — P+; P- — Pi) + 
+ Í Tir, em (PLs 4— Pi — PLi qs — Pi) Ga (9) X 


A ’ A „n dA 
X Snr (d—- pi— PL) Tin, m (9, — Pri P- — Pi — PL) qoa (12241) 


Le funzioni Ť e $ vengono calcolate secondo la teoria delle pertur-. 
bazioni, dopo di che l'equazione (122,11) fornisce, in linea di prin- 
cipio, la possibilità di calcolare T con precisione arbitraria. 

Per la determinazione dei livelli energetici è sufficiente conoscere 
solo la posizione dei poli della funzione T. In prossimità dei poli 
rò T, e quindi si può trascurare il primo termine nel secondo mem- 
bro della (122,11) (secondo diagramma da destra nella (122,10)); 
cosí, l'equazione diventa omogenea rispetto a T. In questa equazione: 
le variabili p+, p- ed anche gli indici k, l diventano parametri, e la 
dipendenza da essi rimane arbitraria (non è, cioè, determinata dalla 
equazione)!). Omettendo questi parametri (e contemporaneamente 
anche gli apici delle rimanenti variabili p, p), otteniamo l’equa- 
zione 


iTi, m (P-; — p+) = f Pir, sm (P-» 9— P+— P- 1 — P+) X 
di 
X Fat (9) Fnr (d—p+— p-)T,n(49—P+— P-) Bal (122,12): 


(E. E. Salpeter, H. A. Bethe, 1951). 

Scritta nel sistema del baricentro (p+ + p- = 0), l'equazione 
(122,12) ha soluzioni solo per determinati valori di e, + e_, che 
danno proprio i livelli energetici del positronio. La funzione [i,m 


x 


svolge qui solo un ruolo ausiliario. Al suo posto è, in pratica, più. 
comodo introdurre un'altra funzione: 
Xsr (Pis P2) = Fst (P1) Tt, n (P1; P2) Fnr (P2) (122,13), 
Allora l'equazione (122,12) assume la forma 
15 (p_) X (p-, — P+) F (— pi)lim = r 
= ) Pir, m (Ps 9 — P+ — P- Q — P+) Xor (1 1-P+— P-) Ta» 
(122,14) 
in cui T figura come il nucleo di un operatore integrale. Come abbia- 


mo già ricordato, I° può essere calcolato secondo la teoria delle- 
perturbazioni; lo stesso vale, certamente, anche per la funzione $-!. 


1) Cfr. analoga situazione alla fine del $ 106, dove nel passaggio all’equazione 
integrale omogenea (106,23) scompariva la dipendenza dalla variabile 7”. 
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Mostriamo che nella prima approssimazione (rispetto ad œ) della 
teoria delle perturbazioni la (122,14) si riduce, come ci si doveva 
aspettare, all’equazione di Schrödinger non relativistica per il 
positronio. 


In prima approssimazione non relativistica T è determinato dal 
solo diagramma (122,2, a) (il diagramma del tipo di annichilazione 
(122,2, b) in questa approssimazione si annulla)!). Come è stato fatto 
in una situazione analoga nel $ 83 è comodo usare il propagatore 


fotonico nel gauge coulombiano (77,12-13), in cui è sufficiente la- 
sciare solo la componente Doo. Allora 


Îur.em(P-- d—P+— P-; 9, P+) = 

= — ey? y? „Doo (9 — P-) = —U (4 — P-) VV mo 
dove 
Are? 


U(q)= TE 


è la trasformata di Fourier dell'energia potenziale d'interazione 
coulombiana tra positrone ed elettrone. L'equazione (122,14) assume 
la forma 


iXim (p-, — P+) = | G (P-V | U (4 —p-) X 


di 
Xx(d, d—P+— P-) Tar VG (— Ph) Jin’ (122,15) 


dove, inoltre, i propagatori esatti 4 sono stati sostituiti con propa- 
gatori di elettroni liberi G. Per questi ultimi abbiamo le espressioni 
“approssimate (cfr. la (122,8)) 


Gpl ep), Gl p)= 5 g (PA); 


dove sono stati messi in evidenza i fattori matriciali, e g (p) è la 
funzione scalare 


g(p)= > (122,16) 


SIE ra 
Lam +i0 


Nel sostituire queste espressioni nella (122,15) notiamo che tutti gli 
elementi di matrice non nulli 


[oretta 


1) Ricordiamo che le velocità delle particelle nel positronio vue ~ a. In 
questo senso gli sviluppi in g e in 1/c sono reciprocamente connessi. 


CORREZIONI RADIATIVE 619 


‘coincidono con gli elementi —y;m. Perciò l'equazione matriciale 
(122,15) è equivalente all’equazione per la funzione scalare 


€ (p-,. — P+) = —&(p-)g(p+) f U (q — p-)x x 
dê 
X (4, 9— Pa — P-) a> (122,17) 
Introduciamo ora in luogo di p4, p_ le variabili 


p=( p=, P=p.+p+ 


{4-impulsi del moto relativo delle particelle e del positronio come 
un tutt'uno). Nel sistema del baricentro 


P = (E + 2m, 0), 
dove l'energia totale è denotata con E + 2m, cioè E è il livello 


energetico contato a partire dalla massa di quiete. Usando queste 
variabili, riscriviamo la (122,17) nella forma 


ix (p, P)=—g(p+7)e (—p+5) | Ula-—p)xx 
x(e=5. P) age = e (2+5)e(-2+4) [x 
x(a'—D)x(d Pr. 


P figura in questa equazione solo come parametro, la funzione X 
compare nel secondo membro dell’uguaglianza solo sotto forma di 
integrale 


v(a)= | x(a, P) deo. 
Integrando in de ambedue i membri dell’uguaglianza, otteniamo 
un'equazione chiusa rispetto a p: 


vp) = ~z Í e(pP+7)e(-r+7)t fU- vm, 


P 4 
e (+P+7)=——— r pr 
Eeka mo 


Chiudendo il cammino d'integrazione in de nel semipiano superiore 
della variabile complessa e, valutiamo l'integrale calcolando il 
residuo nel polo corrispondente; si ottiene infine 


(Ezlim+|{Um-av@a È =0. (122,18) 
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Questa è l'equazione di Schrödinger per il positronio nella rappresen- 
tazione degli impulsi, vedi II (130,4). 

Se ci fossimo limitati per Î ai diagrammi (122,2) tenendo, però, 
conto in essi (ed anche in $) dei termini successivi dello sviluppo in 
1/c, avremmo ottenuto l'equazione di Breit ($ 83). I diagrammi (122,4) 
(insieme con i termini successivi dello sviluppo in 1/c) danno le 
correzioni radiative ai livelli del positronio: i calcoli diventano, però, 
molto complessi. Riportiamo, a titolo di informazione, la differenza 
tra i livelli fondamentali dell’orto- e del parapositronio calcolata 
tenendo conto di queste correzioni!) l 


E (381) E(!S)=a8 Te {T_ (242) E} (122,19) 


(il primo termine entro parentesi graffa dà la separazione fina, cfr. 
problema 2, $ 84). Notiamo che la correzione radiativa al livello è 
dello stesso ordine di grandezza della probabilità di annichilazione 
del positronio (vedi la (89,4)). Questo significa che, nell’approssi- 
mazione considerata, il livello 1S, diventa complesso (E (*S,) nella 
(122,19) è la sua parte reale). È ovvio che il carattere complesso dei 
livelli si ottiene automaticamente dall’equazione (122,14) nell’ap- 
prossimazione corrispondente. 


$ 123. Doppia relazione di dispersione 


L’ordine seguente di complessità, dopo la parte di vertice con tre 
linee esterne è il blocco a quattro terminali. Nell’elettrodinamica 
quantistica sono possibili tre diagrammi semplici di questo tipo: 


N Pa SE 
LI (123,1) 
/ NS PA z 
b) c) 


a) 


Il primo di essi descrive la diffusione di un fotone su un altro fotone. 
Gli altri rappresentano termini singoli delle correzioni radiative alla 
diffusione fotone-elettrone (diagramma b) e alla diffusione elettrone- 
elettrone (diagramma c). 

Questo paragrafo è dedicato allo studio di alcune proprietà gene- 
rali dei diagrammi di questo tipo. Ma, per semplificare e per fissare 
le idee, noi parleremo sempre di un diagramma determinato, il 
(123,1,a). 


3) R. Karplus, A. Klein, Phys. Rev. 87, 848 (1952). 
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Denotiamo gli impulsi relativi alle linee di tale diagramma nel 
inodo seguente: 


ky h th h3 a 
N, Pa 
N g dA 
g-k; qGKg (123,2) 
n Q-ky-kz Mo 
kz k 1 


I 4-impulsi kı, ka, kg, k, sono relativi a fotoni reali, e quindi i ri- 
spettivi quadrati sono nulli. 

Separando la dipendenza dalle polarizzazioni dei fotoni, pos- 
siamo esprimere l’ampiezza M;; corrispondente al diagramma (123,2) 
attraverso alcune funzioni scalari dei 4-impulsi dei fotoni. Si ottengo- 
nojcosi le ampiezze invarianti, di cui abbiamo parlato nel $ 74; 
la separazione di tali ampiezze per la diffusione fotone-fotone verrà 
fatta nel paragrafo seguente. Essendo degli scalari, queste ampiezze 
dipendono solo da variabili scalari; come tali possiamo scegliere, ad 
esempio, due qualsiasi tra le grandezze 

s = (ki + ka)’, t= (ky — ka) u = (k; — k)”, (123,3) 
s+t+u=0; 
nel seguito noi scegliamo nel ruolo di variabili indipendenti s e #. 

Ciascuna delle ampiezze invarianti (che noi designeremo qui con 
la stessa lettera M) può venire rappresentata mediante un integrale 
del tipo 

iB d4q 
i | [92 — m2] [(g — ka)? — m2] [(g — k1 — ka)? — m2] [(q — k2)? — m2]? (1230) 
m? —> m? — iQ, 
dove B è una certa funzione di tutti i 4-impulsi; i fattori nel denomi- 
natore provengono dai propagatori dei quattro elettroni virtuali. 

Per s e # sufficientemente piccoli le ampiezze M sono reali (piú 
esattamente possono essere rese tali mediante una opportuna scelta 
del moltiplicatore di fase). Effettivamente, la piccolezza di s garanti- 
sce l'impossibilità di creazione da parte dei fotoni di particelle reali 
(coppia elettrone-positrone) nel canale s, e la piccolezza di £ garanti- 
sce un’analoga impossibilità nel canale #). In altre parole, in ambedue 


1) Il verso delle linee esterne nel diagramma (123,2) corrisponde al canale s. 
Nel canale # le linee entranti sono la 4 e la 3, quindi i 4-impulsi dei fotoni iniziali 
sarebbero kı e —Xg. I domini fisici della diffusione di un fotone da parte di un 
fotone, in variabili s, t, u corrispondono ai settori tratteggiati nella fig. 10. Cosî 
al canale s corrisponde il dominio: s > 0, t< 0, u<0. 
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i canali mancano stati intermedi reali che potrebbero portare, secondo 
la condizione di unitarietà, alla comparsa di una parte immaginaria 
nell’ampiezza. 

Facciamo ora aumentare s tenendo fisso il valore (piccolo) di t. 
Per s > 4m? nell’ampiezza M compare una parte immaginaria con - 
nessa con la possibilità di creazione di una coppia da parte dei due 
fotoni nel canale s. Di conseguenza per M si può'scrivere la relazione 
di dispersione « rispetto alla variabile s»: 


M (s, t) =+ f Gli gs, (123,5) 
km 
dove A; (s, ¿) designa la parte immaginaria di M (s, t). 
Come per qualsiasi diagramma del tipo 


k, g ka 


kz g-kr-kz ky 


Ais (s, 1) si calcola secondo la regola (112,9) sostituendo nell’inte- 
grale (123,4) i fattori di polo con le relative funzioni è: 


, i iB$ (92 — m? — kı — ko)2z — m2 
Bidu (e, = 0 (TE 29, (123,6) 


dove l'integrazione viene eseguita sulla metà dello spazio g in cui 
g >0. 

Noi possiamo fare un passo avanti molto importante, notando 
che l'integrale (123,6) ha una struttura (nel senso dei suoi fattori 
singolari) dello stesso tipo dell’ampiezza della reazione rappresentata 
da un diagramma della forma 


k g-a kz 


kj go k, 


Di conseguenza, anche le proprietà di analicità di As (s, t), in quanto 
funzione di t, sono simili alle proprietà di analicità di questa ampiez- 
za. In particolare, nella funzione A; (s, #) può comparire (con l’aumen- 
tare di f) una parte immaginaria solo quando i due fattori nel deno- 
minatore si annulleranno contemporaneamente. Questo, però, non 
può accadere immediatamente dopo il raggiungimento del valore 
t = 4m?, soglia della creazione di una coppia nel canale f. Ciò è 
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dovuto al fatto che la presenza nell’espressione integranda di fun- 
zioni ô limita la regione d'integrazione nello spazio q, che può cosf 
risultare incompatibile col valore t = 4m?. L'estensione della regione 
d'integrazione dipende dal valore di s (gli argomenti delle funzioni ô 
contengono k; e ką). Dipende perciò da s anche il valore di frontiera 
t = t. (s), oltre il quale la funzione A; (s, #) diventa complessa. 
Come la funzione M (s, t) si esprime attraverso la sua parte 
immaginaria As (s, t) mediante la formula (123,5), cosí la funzione 
Ás (S, t) si esprime, a sua volta, attraverso A, (s, 2) = Im As (s, t) 
mediante una relazione di dispersione « rispetto alla variabile ż »: 


Aus (s. t) =+ f Len a. (123,7) 


te (8) 


Sostituendo ora la (123,7) nella (123,5) otteniamo la rappresenta- 
zione di Mandelstam per la funzione M (s, t) (relazione di dispersione 
doppia) 

2 s, t , , 
M (s, t) = f i dd (123,8) 
4m2 te(s) 
(S. Mandelstam, 1958). 

La funzione A, (s, t) è detta densità spettrale doppia della fun- 
zione M (s, t). È possibile ricavare questa funzione dall’integrale 
(123,6) mediante una seconda applicazione della regola della sosti- 
tuzione (112,9). Denotando, per brevità, 

L=q, h =q— k, l =q— ka» h =q — kı — ka, (123,9) 
otteniamo 
(2i)? Ax (s, t) = (2nti)* | iB8 (2 — m?) ô (12 — m?) ô x 

x (13 — m?) ô (19 — m?) d*q, (123,10) 
dove l'integrazione è estesa alla regione 9° > 0. 

Occorre, tuttavia, tenere presente che la formula (123,10) ha solo 
un significato simbolico. Infatti, la regione s> 0, t=>0 non è 
fisica. Corrispondentemente, in questa regione le grandezze 4, la, . . 
per q reali risultano, generalmente parlando, complesse; il concetto 
di funzione 8 per valori complessi dell'argomento non è completa- 
mente determinato. Sarebbe più esatto parlare direttamente di 
valutazione dei residui nei corrispondenti poli dell’integrale origi- 
nario (123,4). Nel nostro caso, tuttavia, questo non ha importanza. 
La condizione dell’annullarsi dei quattro denominatori nella (123,4) 
o dei quattro argomenti delle funzioni ô determina completamente le 
componenti del 4-vettore q. Passando all'integrazione su li, 2}, . . . 
(vedi più avanti) e operando formalmente con la quantità (123,10) 
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secondo le regole solite, troviamo (a meno del segno) l’espressione 
per As. 

Per i calcoli successivi scegliamo il sistema di riferimento del 
baricentro (relativo al canale s). Allora 


ki=(0, k), k.=(0, — k), ks=(0, k'), k,=(0, —k'), (123,11) 


s=40?, t=—(k—k')}= — 402 senz È 


u=— (k+ k') = —40? co $, (123,12) 
dove 0 è l'angolo tra k e.k’ (angolo di diffusione). Dirigiamo l’asse x 
delle coordinate cartesiane spaziali lungo il vettore k + k’, e l’asse y 
lungo k — XK"). 

Trasformiamo ora l’integrale (123,10) prendendo i quadrati 
1î, 1},...in qualità di nuove variabili d'integrazione (in luogo delle 
quattro componenti di q). Abbiamo i 

ô (12) 


Sg ai ... 


Per lo jacobiano della trasformazione troviamo 


a(l, l, l}, 13) = 16D 
ô (90, dx: dys da) i 


dove D è il determinante composto dalle 16 componenti dei quattro 
4-vettori L, la, . . . L'integrazione nella (123,10) si riduce semplice- 
mente alla sostituzione delle funzioni B e D nell’espressione inte- 
granda con i loro valori per?) 


=== (123,13) 
Dalle condizioni /î = }} = m? otteniamo, come già nel $ 112, 
gQ=o =m. (123,14) 


Le rimanenti due condizioni danno 
(q as k,)? = m? = — 2gk, = = 202 — 2qk' = 0, 
(q — k)? — m? = — 20? — 2qk =0, 

e quindi 


qk = qk 


CA 8 
4 


1) Per t > 0: (k — k!) <0, cioè il vettore k — k’ è immaginario. Questa 
difficoltà, tuttavia, è facilmente superabile sviluppando tutte le espressioni vet- 
toriali per é < 0 ed eseguendo quindi il prolungamento analitico per t > 0. 

3) Questo modo di integrare tiene automaticamente conto solo di uno degli 
zeri degli argomenti per ciascuna delle funzioni ô. 
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oppure, per componenti: 


=o, = 75: 20 


qg =V mi = H [Ha (123,15) 


4 (s+ t) 
In tal modo, l'integrale (123,10) è uguale a 
4:(s, )= 35 D (—iB), (123,16) 


dove la sommatoria è estesa ai due valori di g della (123,15). 
Il determinante D può essere scritto mediante il tensore antisim- 
metrico unitario: 


D =ewpol t2151; = — euvpog” kikki = 
sn E uvpo (4 = ky)" (k, o ky)" (kz Bii ki)’ ki 


(nella trasformazione è stata usata l’antisimmetria di € vpo). Notando 
che dei quattro fattori solo k, ha la componente temporale, troviamo 


D = —ogq [(k + k') (k — WR). 


Sviluppando questa espressione per t <0 e prolungandola quindi 
analiticamente per t > 0, otteniamo 


D= — oq, Vs+iy-t+ ++ {st[st—4m2(s+1t)}}!!?. (123,17) 


La scelta del segno necessario in questa espressione può essere 
stabilita sulla base delle considerazioni seguenti. Poniamo, per 
semplicità, B = 1. Allora si vede che nella regione fisica (s > 0, 
t <0) abbiamo A, (s, t) <0. Effettivamente, ambedue i denomina- 
gori nell'espressione integranda nella (123,6) hanno lo stesso segno 
(negativo): 

(q— k)? — m= —20°—2gk <—20(0—-|g|)<0, 

(q— k)? — m= —20°—2gk <—20(0—|gl)<0 
(qui è stato utilizzato il fatto che in forza della presenza di due fun- 
zioni ô al numeratore, vale la (123,14) e quindi | g | < œ)}!). Dalla 
(123,7) risulta allora chiaro che anche la funzione A, (s, t) deve essere 
negativa per s > 0, ¿>œ 0 (se si tiene conto del fatto che, come è 
evidente dalla (123,16), questa funzione è di segno costante). Questo 
significa che nella (123,17) occorre prendere il segno superiore, e 
otteniamo quindi definitivamente 


Adi (123,18) 
i {st {st — 4m2 (+H . 9 


1) Questo non è, ovviamente, casuale. In realtà, il fatto che Ag è negativo 
discende dalla condizione di unitarietà, come è particolarmente evidente per 
t = 0, quando As determina la sezione d'urto totale. 
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Poiché, per il suo stesso senso, la funzione A, (s, t) deve essere; 
reale, allora oltre alla positività di s e ż c’è anche la condizione di 
positività dell’espressione tra parentesi quadra nel denominatore 


st— 4m? (s +t) >0, 


sò, tl. (123,19) 


Queste disuguaglianze delimitano la regione sulla quale deve ese- 
guirsi l'integrazione nell’integrale doppio di dispersione (123,8) 
t (parte tratteggiata nella fig. 22). La, 
frontiera di questa regione è determi- 

nata dalla curva 


st — 4m? (s+ t)= 0 


con gli asintoti s = 4m? e t = 4m?. 

Le relazioni di dispersione nella 
forma (123,5) e (123,8) non tengono: 
ancora conto delle condizioni di rinor- 
malizzazione, e, applicati alla lettera, 
gli integrali risulterebbero divergenti 
Fig. 22 e richiederebbero la regolarizzazione. 
La condizione di rinormalizzazione 


per le ampiezze M (s, t) consiste nell’esigere 
M (0, 0) =0. (123,20) 


In effetti, l’ ampiezza della diffusione di un fotone su un fotone deve 
annullarsi quando %, = k, = k = k, = 0 (e quindi anche s = t = 
= 0), poiché k = 0 significa che il potenziale è costante nel tempo e 
nello spazio, e quindi ad esso non corrisponde alcun campo fisico 
(ritorneremo ancora su questa condizione più dettagliatamente nel 
paragrafo seguente). 

Per tenere automaticamente conto di questa condizione, occorre 
scrivere la relazione di dispersione « con una sottrazione » (come 
abbiamo fatto nel passaggio dalla (108,8) alla (108,13)). A tale rela- 
zione si arriverà in modo naturale eseguendo dapprima una trasfor- 
mazione identica della relazione (123,8) mediante l’identità 


1 


1 st s t 
T (=s) st T U_ ist +77: 


Eey CE Sst 
Sostituendo nell'espressione integranda nella (123,8), otteniamo 
st Ag (s', 1') ds’ dt’ 
M (s, )= 7a ff TE e T 
g (t') dt’ 


s f(s’) ds’ t 
Tor | (s'—s)s' Tr | (t —t) t +C, 
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dove 
i@g=t | AGM ar, gai |a, 


s 
C= | | e aar. 


Queste ultime uguaglianze, tuttavia, hanno senso solo alla con- 
dizione che tutti gli integrali convergano. In caso contrario alle 
funzioni f (s) e g (t) e alla costante C dovrebbero essere assegnati a 
priori valori dati, corrispondenti alla condizione della rinormalizza- 
zione. Precisamente occorre porre 

C=0, f(s)=As(s, 0), g(t)=Ax(0, t), 
(dove A,; è la parte immaginaria di M (s, t) che compare con l'au- 
mentare di # per un piccolo valore fissato di s e A; è tale parte imma- 
ginaria che appare con l’aumentare di s per un piccolo # fissato). La 
prima di queste uguaglianze è evidente: C = M (0, 0) = 0. La 
seconda (e analogamente la terza) si ricava confrontando l'uguaglianza 
M(s,0=2 (5, 
? n 


s'—s)s' 
con la relazione di dispersione semplice (123,5), scritta con la « sot- 
trazione » corrispondente alla condizione (123,20): 
dex Ais (S, t) zy 
M (s, t) = oeer ds'. (423,21) 
In tal modo, l’espressione definitiva per la doppia relazione di 
dispersione « con sottrazione » ha la forma: 
sE st Ag (s°, t’) , , 
Me p= |) aey w d+ 
s ZIAGE 0) r t Ait (0, t’) , 
++ a ati |a. (123,22) 
Se i valori di s, i cadono nella regione d'integrazione, allora gli 
integrali (123,21-22) vanno intesi, come sempre, nel senso del limite 


per 
s+s+1i0, t— t+ i0. (123,23) 


$ 124. Diffusione fotone-fotone 


La diffusione della luce da parte della luce (nel vuoto) è un pro- 
cesso peculiare dell’elettrodinamica quantistica; nell’elettrodinamica 
classica esso manca in conseguenza della linearità delle equazioni 
di Maxwell!). 

1) Nel caso limite delle piccole frequenze questo processo venne studiato 
per la prima volta da H. Euler (1936), e nel caso ultrarelativistico da A. I. Akhie- 
zer (1937). La soluzione completa del problema venne trovata da R. Karplus, 
M. Neumann (1951). 

40% 
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In elettrodinamica quantistica la diffusione fotone-fotone è 
descritta come il risultato della creazione da parte dei due fotoni 
iniziali di una coppia virtuale elettrone-positrone e della successiva 
annichilazione di questa coppia nei quanti finali. L'ampiezza di 
questo processo (nella prima approssimazione non nulla) è rappre- 
sentata da sei diagrammi « quadrati » con tutte le possibili disposi- 
zioni relative dei quattro terminali. Questi sono i diagrammi 


k k k k 
4 2 2 4 kz k 
N 2 
x g Pi N A ~ E; 
1h gh; (124,1) 
-k-k 
FO EE N VA NA Si 
k k ks ky 4 ky 
a) b) c) 


e ancora tre diagrammi che differiscono da questi solo per l’inver- 
sione della direzione d’aggiramento del cappio elettronico interno. 
Il contributo di questi ultimi coincide con il contributo dei diagram- 
mi (124,1), e quindi l'ampiezza totale di diffusione è 
Mp =2(M® + M®+M®), (124,2) 
dove M®, M®, M sono rispettivamente i contributi dei dia- 
grammi a4, b, c. 
Secondo la (65,19) la sezione d'urto di diffusione è 
1 do' 
do = zzgl Mn rosta (124,3) 


dove do' è l'elemento di angolo solido per la direzione di Æ’ nel siste- 
ma di riferimento del baricentro. 


Ampiezze invarianti 


Separando i fattori di polarizzazione dei quattro fotoni, rappre- 
sentiamo M;; nella forma 
M pi = ebete" M nuvo (124,4) 
il 4-tensore M ,uvp (chiamato tensore di diffusione fotone-fotone) è 
una funzione dei 4-impulsi di tutti i fotoni. Se scriviamo gli argo- 
menti delle funzioni con segni corrispondenti ai versi dei terminali 
esterni del diagramma, allora in forza della simmetria del gruppo di 
diagrammi (124,1) è evidente che il tensore 


Muuvo (fi ka, — ka, — k) 


sarà simmetrico rispetto a qualsiasi scambio dei quattro argomenti e 
contemporaneamente dei quattro indici relativi. In forza dell’inva- 
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rianza di gauge l’ampiezza (124,4) non deve cambiare per la sosti- 
tuzione e + e + costante k. In altre parole, deve essere 


RM rupo = k8 M 1upo = + - - =0. (124,5) 


Come è facile intuire, da qui discende, in particolare, che lo svi- 
luppo del tensore di diffusione in potenze dei 4-impulsi ky, kas... 
deve iniziarsi a partire dai termini contenenti i prodotti di quattro 
loro componenti. In tal modo, vale in ogni caso la relazione 


Mayso (0, 0, 0, 0)=0. (124,6) 


Per evidenziare concretamente le ampiezze invarianti è oppor- 
tuno, tuttavia, scegliere sin dall’inizio un determinato gauge per 
i 4-vettori polarizzazione e, più precisamente il gauge in cui 


ei=(0, es), eb=(0, ea), ... (124,7) 


Allora 
M si = M iptmt110210810îm» (124,8) 


dove Mirim è un tensore tridimensionale. 

Come direzioni indipendenti della polarizzazione introduciamo 
per ciascun fotone una coppia di versori di polarizzazione tridimen- 
sionali e‘), e, scegliendoli come segue: 


el = es = e = e = TRE] SAI |’ eP = i [ke{]= — ed, 
ed = i LeeP)= — eD. (124,9) 
Dopo di ciò il tensore Mirim può essere rappresentato nella forma 
Mizim= Di Massaro eGP eSP A; (124,10) 
MAZAS 


le 16 grandezze M raaa, sono funzioni di s, ż, u e svolgono il ruolo 
di ampiezze invarianti; non tutte e sedici sono, però, indipendenti. 

Notiamo, innanzitutto, che e‘ sono vettori assiali, mentre e 
sono vettori polari. Essendo Mirim UN vero tensore tridimensionale 
e Mamasa, Veri scalari dalla richiesta di P invarianza discende che 
nei gruppi di indici X,A,Azà deve comparire un numero pari di indici 
1 e?2; tutte le altre quantità M rassa, si annullano. Inoltre, l'am- 
piezza M;; deve essere invariante rispetto allo scambio dei due fotoni 
iniziali o dei due fotoni finali. Se eseguiamo simultaneamente i due 
scambi (k; > kx, kg > ki), le variabilis, #, u non varieranno, mentre 


` 


lo scambio negli indici di polarizzazione portera alle relazioni 


Mias = Man, Mioa = Moaie DIE: 
Infine, l’inversione del tempo'significa la sostituzione 


k «> —k'; es ez «>— ei, — ei 
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(cfr. le (71,14), (74,15)); per questa sostituzione i versori (124,9) 
si trasformano come segue 
1 1 1 1 
eP, eee, el; eP, eP aep, eP. 

La condizione di 7 invarianza per l’ampiezza di diffusione M;; porta, 
di conseguenza, all’uguaglianza M,13> = Msg 

In tal modo, si hanno in tutto 8 ampiezze invarianti non nulle, 
delle quali 5 indipendenti: $ 


Miss M 2999, Miz = Ma1, M izz = Muay; M ro = M112. (124,11) 


Se nella (124,3) scriviamo, in luogo di M;;, una delle ampiezze 

2143434, SÌ ottiene la sezione d'urto di diffusione per date polariz- 
zazioni dei fotoni iniziali e finali. La sezione d’urto, sommata sulle 
potaria azioni finali e mediata su quelle iniziali, si ottiene mediante 
a sostituzione 


[My P++{1 M 141112 +] M222 +2] MiP + 
+ 21M 122: |? +2] Mif}. (124,12) 


Le relazioni di simmetria (124,11) legano tra di loro le diverse 
ampiezze invarianti come funzioni delle stesse variabili. Altre rela- 
zioni funzionali sorgono come conseguenza della simmetria per cros- 
sing ($ 79), se si tiene presente che l'ampiezza M;; descrive in tutti 
i canali una stessa reazione (diffusione reciproca di due fotoni) e 
perciò non deve cambiare per il passaggio da un canale ad un altro. 

Il passaggio dal canale s (al quale corrisponde la direzione delle 
frecce nei diagrammi (124,1)) al canale # si realizza mediante lo 
scambio degli indici 2 e 3 di tutte le variabili (impulsi e polarizza- 
zioni), cioè con la sostituzione s ++ #, e con la sostituzione di Ag e Ag 
nel tensore di diffusione; il passaggio dal canale s al canale u si 
realizza mediante un analogo scambio degli indici 2 e 4 (con s + u). 
In tal modo troviamo le seguenti uguaglianze!): 


M 1111 (s, t, u)= Ms (t, s, u)= Mi (U, t, $), 

M 2299 (S, t, u) = M 2999 (t, s, U) = Mz (U, t, s), 

M 1129 (8, t, u) =M izz (U, t, s) =M (t, s, u), (124,13) 
M 201 (S, t, u) = Miz (t, S, u), 

M 1212 (5, t, u) =M (U, t, $), 

M 1129 (8, t, u) =M i12 (S, U, t). 


1) Poiché le tre variabili/s, t, u non sono indipendenti, sarebbe allora suffi- 
ciente scrivere in tutte le funzioni due argomenti (ad esempio, i primi due); 
noi manteniamo qui tutte e tre le variabili solo per una più chiara comprensione 
della simmetria rispetto agli scambi delle variabili stesse. 
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Di fatto è perciò suffioiente calcolare in tutto tre ampiezze invarianti, 
ad esempio Mim, M2992 © Miio 

Le relazioni (124,13) si riferiscono alle ampiezze totali, cioè alle 
somme dei contributi di tutti e tre i diagrammi (124,1). Questi stessi 
contributi, però, sono connessi tra di loro da relazioni evidenti da 
un confronto dei diagrammi. Cosi, il diagramma b) si ottiene da a) 
mediante la sostituzione ka «> —k,, e, + ež, e quindi i loro contri- 
buti alle ampiezze invarianti si ottengono l’uno dall’altro con la 
sostituzione delle variabili s ++ u e degli indici A, «> à; analoga- 
mente il contributo del diagramma c) si ottiene da a) operando la 
sostituzione # + u, Àg «» A. Abbiamo perciò 


f 
a Mun (s, t, u) =M (S, t, u) + ME}: (u, A s)+ M$ (8, u, t), 


£ Man (S, É, u) = Mho (s, t, u) + M822 (u, t, s)+ 
+M$22 (s, u, t), (124,14) 


1 
-z Mun (8, t, u) — Mao (8, t, u) + MPa: (u, t, s)+ Mfz (8, u, t). 


In tal modo, è sufficiente calcolare soltanto i contributi di un solo 
diagramma nelle quattro ampiezze: MDa Mho MR My 
le prime tre di queste funzioni sono esse stesse, a loro volta, sim- 
metriche in s e t, come è chiaro dalla forma del diagramma a) (sim- 
metrico rispetto allo scambio dei terminali k, e k3). 


Calcolo delle ampiezze 


L’integrale M? , corrispondente al diagramma (124,1,a), ha la 
forma (123,4), dove 


a 4 a a a 2,5 È 
B® = $z Tr {&, (A—k2+m)e2(4+m) ei x 


x (4— a+ m) ež (q — kı — kat m)}. (124,15) 


Designiamo con B%,1,,, il valore di questa espressione, nella quale 
per ciascuno dei vettori e = (0, e) in qualità di e è scelto uno dei 
versori e (124,9); l'integrale (123,4) con tale B è MP ahaha: 

Gli integrali (123,4) divergono logaritmicamente. In accordo con 
la condizione (124,6) la loro regolarizzazione si esegue mediante la 
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sottrazione del valore per %, = k, =... = 01). Il calcolo degli 
integrali regolarizzati è, tuttavia, particolarmente complicato. 

Il metodo più naturale per calcolare le ampiezze della diffusione 
fotone-fotone si basa sull’uso della rappresentazione di Mandelstam 
(B. de Tollis, 1964). Questo metodo tiene conto nella maniera più 
completa della simmetria dei diagrammi ed esclude quasi totalmente 
le difficoltà delle integrazioni. Illustriamo il procedimento sul- 
l'esempio dell’ampiezza Min: 

La funzione A (s, t) si calcola secondo la (123,6). Per la presenza 
nell’integrale di due funzioni ô, a noi serve il valore di B solo per 


=P= m, li=(q—k—k,)}}=m?. (124,16) 
Il calcolo secondo le regole standard porta allora al risultato 
hes 
Bi = E {Beat [4 (e0) +] (ag + kig) + 
+2 (kag) (kag) — E h. (124,17) 
A noi serve (per poterlo sostituire poi nella (123,22)) il valore di 


As solo per ¿ = 0. Questa uguaglianza significa che k = k’ e k, = ky. 
Allora l’integrale (123,6) assume la forma 


2_/s—4mi B), do 
LAS? (8, Olu = — y E f dl (124,18) 


(cfr. deduzione della (112,10)). Introducendo l'angolo ® formato da 
q e ke langolo ọ formato da e e dalla proiezione di g nel piano 
perpendicolare al vettore k, abbiamo (per # = 0) 


qkz = qk, =0 (@— | g | cos ©), ge = — | q | sen è sen ọ, 
(1— k} — m? = — 20 (@— | q | cos ð). 


1) Notiamo che nella somma dei contributi di tutti i diagrammi le parti 
divergenti dei diagrammi si elidono. Di ciò è facile convincersi notando che la 
forma asintotica dell’integrale (per g + œœ) è 

Ma Tr (Prod ruivad) I 
Avo ~ (Yva Yodu Yag) TO 


Mediando sulle direzioni di g (cfr. la (127,10)), la traccia è facilmente calcolabile 
e dà 

MO n ( + —2 ) da 

Mi uvp 82u8vp T 84v8up AE CORN 


La sommatoria sui diagrammi significa la simmetrizzazione di questa espressione 
sugli indici À, p, v, p, a risultato della quale l’espressione si annulla. Sottolineia- 
mo, tuttavia, che questo ha, in un certo senso, un carattere di casualità e non 
elimina l’esigenza della regolarizzazione, anche se questa si riduce, in tal modo, 
alla sottrazione di una quantità finita. 
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| Dopo la sostituzione nelle (124,17-18) l'integrale in dog = sen È dè de 
si valuta in modo elementare e dà come risultat” 


2 
1A (s, OJJ = — Anet (+ ( 1+ A) X 


xy ee sari]: (124,19) 


La funzione [A (0, t)l11,, in forza della simmetria di MA, 
si differenzia dalla (124,19) solo per la sostituzione s —> t. 

Per calcolare la funzione A (s, i) è necessario, secondo la 
(123,18), il valore di B® per valori della (123,15) che soddisfino, 
oltre la (124,16), anche le condizioni (q — k) = m?, (q — ka? = 
= m?; allora 


t— 4m2 t 
kq=kg=0, (0g =} = HEE, 


La sostituzione nella (124,17) e quindi della (124,17) nella (123,18) dà 


st st — 4m2 (s +t) 7? 
El 4is+t) ] 


AO — 8n2ei 
LAS (e, Dl = 800 e (12420) 


Dopo il calcolo delle funzioni A3s, A1t Ag la relazione di disper- 
sione (123,22) dà ampiezza M direttamente sotto forma di integrali 
definiti semplici e doppi. Riportiamo qui, per eventuali rimandi, il 
risultato finale per tutte e quattro] le ampiezze M°®, sufficienti, 
secondo la (124,14), per il calcolo completo delle ampiezze di dif- 


fusione!) 


i a 1 — 
Da MO 6 9=7+ 18 09)-2801- 
t— 2s 2st s— 2t 2st 
= { te ro — em} EIS vd 169) ar) z 


srot{i- (1i) Jre o 


1 a = 
Tr Mfo (6, )= — 1+7 [B (8) — B (t))— 
4s 


i 4t 2st 
={1+ eF) Teas nn 


2st 2st 
rtf} e (12421) 


1) Per alcuni dettagli delle trasformazioni degli integrali, per le diverse 
rappresentazioni delle funzioni trascendenti B, T, I e le espressioni limite vedi 
B. de Tollis, Nuovo Cimento 32, 757 (1964); 35, 1182 (1965). 
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a Ta Mfz (s, t) = — tali Fa 
2s 
-sFr O- {+7} O+ O+ 
BAIR a wa RG h 


Ta Mo: (8, n=3-{}+1--4}20- 
5 16 2st 
-{3t3_ 7} B0+{1+4, ei 
x [T(9+T(0-{1-Éi-i#+ È _ a 116,0). 


Qui B (s), T (s), I (s, t) designano le seguenti funzioni: 


( vera eg 
y 1—4 Arsh L1, s<0, 
B (s) = VE 1 arcsen KE 1, O< s <4, 
4 Vs if 4 . 
y i—i aeh kE Sie t= 4 <s; 
(124,22) 
í “sd 
(Arsh =}, s<0, 
T (s) — (arcsen L5)”, 0<s<4, 
(Arnt Z inaral, 4s; 


1 
I(s, =I (t, =} va a y) + 
oy\i1_-Y})_- 


+1n [1 — i0— ty (1—y)}. 


{Per semplificare la scrittura delle formule, nelle espressioni 
(124,21-22), e solo in esse, le lettere s e t designano i rapporti s/m?, 
(/m?.) 

Sezione d'urto di diffusione 


Al caso limite delle piccole frequenze (0 < m) corrispondono valo- 
ri piccoli delle variabili s, ż¿, u. I primi termini dello sviluppo delle 
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ampiezze invarianti in queste variabili sono 
het 
My11=M222= 7% (++ u2), 
et 
M 12237578 (— 45° + 7+ 7u?). 


La sezione d’urto differenziale per la diffusione di fotoni non polariz- 
zati calcolata secondo queste ampiezze è (in unità ordinarie) 


(124,23) 


139 6 ' 
do = TI ri (=) (3 + cos? 6)? do (124,24) 


e la sezione d’urto totale!) 
_ 973 22/ 0 \8_ 22/_ 0 \6 2 
o= Tio eri (z2) = 0,030 ri (55) , ho<me. (124,25) 
Nel caso opposto, ultrarelativistico, la sezione d’urto totale per 
la diffusione di fotoni non polarizzati è 


o=4,1at (1), ho > me. (124,26) 


La dipendenza di questa sezione d'urto dalla frequenza è prevedibile 
sulla base di considerazioni di dimensione: per Ro ‘> me? la sezione 
d'urto totale non deve dipendere da m, e allora a‘c?/@? è l’unica 
espressione della dimensione necessaria, proporzionale a e; il coef- 
ficiente della (124,26) è il risultato di calcoli numerici. 
Infine, riportiamo la sezione d’urto differenziale di diffusione ad 
angoli piccoli nel caso ultrarelativistico: 
4 
do=-Inttdo, TKIKI. (124,27) 
Questa espressione è valida con precisione logaritmica: il termine 
successivo dello sviluppo contiene il grande logaritmo con esponente 
inferiore di una unità. La formula (124,27) non è applicabile qualora 
si voglia eseguire il passaggio al limite 6 = 0 (diffusione in avanti). 
Al suo posto abbiamo qui 
ai ® m 
do = Int + do, ST (124,28) 


n202 


Questa espressione è facile da ottenere mediante le formule generali 
(124,21), ponendo in esse ¿ = 0 e notando che per s > 1 la potenza 
più alta (la seconda) del grande logaritmo è contenuta solo nella 


funzione 
s 1 s ® 
-—\axi1n2 a ne 2 
T(z) ar m2 In: 
Con questa precisione sono differenti da zero solo le ampiezze 
® 
M31114 =M2222 =M1212 = — 16et l? —. 


1) Nel passare da do a g occorre introdurre il fattore 1/2, che tiene conto del- 
l'identità dei due fotoni finali. 


636 CAPITOLO XII 


Questo significa, in particolare, che in questo caso la polarizzazione 
del fotone non cambia per la diffusione. 

Nella fig. 23 è rappresentato il grafico della dipendenza della 
sezione d'urto di diffusione totale dalla frequenza (in scala logaritmi- 
ca su ambedue gli assi). La sezione d'urto decresce sia andando verso 


10° 


0.107 sm? 
di 


h w/me® 
Fig. 23 


le frequenze piccole che verso quelle grandi e raggiunge il massimo 
per œ ® 1,5 m. La brusca svolta della curva per œ = m riflette un 
cambiamento del carattere del processo in relazione al fatto che 
compare la possibilità di produzione di coppie elettroniche reali. 


Caso delle piccole frequenze 


Nel caso delle piccole frequenze (œ « m) l'ampiezza della diffu- 
sione fotone-fotone si può ottenere anche in un altro modo, partendo 
dai termini correttivi nella funzione di Lagrange di un campo elet- 
tromagnetico debole (vedi più avanti, $ 126). 

La piccola correzione nell’hamiltoniano d’interazione V’ diffe- 
risce solo per il segno dalla piccola correzione nel lagrangiano. Secon- 
do la (126,19) abbiamo 


Velia | (EPT (E) #2. (124,29) 


Poiché questo operatore è del quarto ordine rispetto al campo, esso 
ha elementi di matrice relativi alla transizione che ci interessa già 
in prima approssimazione. 

Per eseguire il calcolo occorre fare nella (124,29) le seguenti 


sostituzioni: 


dA 
Esc H =rot A, 


A=V4n Di (cre rae- + ciaetaeit*) (124,30) 
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{à designa la polarizzazione) dopo di che l'elemento della matrice $ 
si calcola come segue: 
Sp=—iG1|V'atlo= — i O| cess X 

X caga | V dtckimcko|0) (124,31) 


(cfr. $$ 73, 78). Con la normalizzazione di A definita nella (124,30), 
l'ampiezza di diffusione M;; si ottiene direttamente da S;; secondo 


la relazione 
Sii =i (270) 6604) (k3 + ke — ki = kə) My; (124,32) 


(cfr. $ 65). Il valore medio nella (124,31) si calcola secondo il teorema 
di Wick mediante la (78,3), dove le contrazioni vanno operate, 
naturalmente, solo tra gli operatori « esterni » Ck a, Cka € gli operatori 


interni A. 
Riportiamo, per eventuali rimandi, l'ampiezza di diffusione 


espressa in forma esplicita attraverso le polarizzazioni e le direzioni 
dei fotoni: 
Mn =-45 È (TR — 108), 
R = P (1234) + P (1324) + P (1432), (124,33) 
S = Q (1234) + Q (1324) + Q (1432), 
P (1234) = (e74) (€204) (€32) (€4N3) + (2193) (2271) (esn) (en) — 
— (2163) {(1 — nan) [(3922) (ein) + (E31) (€, 2)] — 
— (1 — nn) (e3n2) (en) — (1— nN) (e304) (en) — 
— (1— N Na) (E3N4) (€12) — (1 — NNa) (e34) (e43)} — 
— (230) {(1 — mms) [(e N4) (22003) + (en) (emi) — 
— (1 — NaN) (e4) (e204) — (1 — NNa) (12) (€2n3) — 
—(1— ngn) (e1M3) (C2013) — (1 -— nim3) (ema) (CM) + 
+(e:62) (€364) [(1-m1m,) (1 — Nana) +(1- nna) (1— NaNa)], 
Q (1234) = (e,n 2) (e2N4) (e304) (e43) + 
+ (1 — NMa) (2162) (234) (e13) + 
+ (1 — nan) (€364) (€12) (e201) + 
+ (€162) (€364) (1 — NNa) (1 — NNa), 


dove nı = —N, = n, Nn; = —N, = n', n = kjo, n' = k'/o. 
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$ 125. Diffusione coerente di un fotone nel campo di un nucleo 


Un altro effetto non lineare (oltre alla diffusione di un fotone su 
un altro fotone) è costituito dalla diffusione coerente (elastica) di 
un fotone nel campo elettrico costante creato da un nucleo fisso. 
Questo processo è descritto anch’esso dai diagrammi quadrati (124,1), 
nei quali, però, due linee fotoniche vengono sostituite da linee del 
campo esterno!). Uno studio esauriente di questo processo a tutt'oggi 
non esiste. Di conseguenza, noi ci limiteremo qui ad alcune stime 
qualitative. 

In forza delle richieste di invarianza di gauge l’ampiezza di 
diffusione per © + 0 deve contenere i prodotti delle componenti dei 
4-impulsi del fotone iniziale (k) e del fotone finale (X') (analogamente 
a come lo sviluppo dell’ampiezza della diffusione fotone-fotone inizia 
con prodotti di quattro componenti dei 4-impulsi di tutti i fotoni). 
In altre parole, l'ampiezza di diffusione di un fotone di piccola fre- 
quenza è proporzionale a œ. Tenendo inoltre conto del fatto che l’am- 
piezza contiene il campo esterno (il campo del nucleo di carica Ze) 
al secondo ordine, concludiamo che la sezione d’urto di diffusione è 


do ~ Ziatr? (2)°d (o < m). (125,1) 


La dipendenza dalla frequenza si trova, naturalmente, in accordo con 
le conclusioni generali del § 60?). 

Per una stima della sezione d’urto alle alte frequenze usiamo il 
teorema ottico (§ 72). Lo stato intermedio che compare nel secondo 
membro della relazione di unitarietà è, nel caso considerato, uno 
stato con una coppia elettrone-positrone (a tale stato corrisponde ił 
taglio dei diagrammi lungo due linee elettroniche interne tra due 
terminali fotonici). Di conseguenza, il teorema ottico lega l’ampiezza 
di diffusione elastica del fotone ad angolo zero con la sezione d’urto 
totale di creazione di una coppia di fotoni nel campo del nucleo 
Ccop. Definendo l'ampiezza f (œ, 0) di diffusione ad angolo 6 in 
modo tale che la sezione d’urto di diffusione sia do = | f |? do (cfr. la 
(72,5)), abbiamo 


Imf (0, 0) = Toop- 


1) I diagrammi con una linea fotonica esterna virtuale e tre reali corri- 
spondono a processi di disintegrazione in due fotoni di un fotone, che si trova in 
un campo esterno (e al processo inverso di « fusione » di due fotoni in uno). 

2) Notiamo che il coefficiente della (125,1) non è calcolabile mediante la 
funzione di Lagrange, trovata nel $ 126, del campo elettromagnetico omogeneo 
(come, invece, è stato possibile fare nel caso della diffusione fotone-fotone). La 
ragione di questo consiste nel fatto che, nel processo considerato, sono importanti 
le distanze dal nucleo r — 1/m, sulle quali il campo del nucleo non può essere 
considerato omogeneo. 
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La sezione d’urto Gcop è differente da zero, ovviamente, solo per 
© >2m. Nel caso ultrarelativistico, prendendo Ocop dalla (92,8) 
e limitandoci ad una precisione logaritmica, otteniamo 


Imf(0, )0=7- (Zar tnt (0>m. (125,2) 


La parte reale dell'ampiezza di diffusione si ricava dalla parte 
immaginaria mediante la relazione di dispersione. In questo caso, 
nell’integrale di dispersione rispetto alle frequenze risulta importante 
il campo delle frequenze œ ~ m, dove il grande logaritmo in 
Im f (0, 0) manca. Perciò, con la stessa precisione logaritmica, la 
parte reale dell’ampiezza è ‘trascurabile (per © > m) rispetto alla 
parte immaginaria, e per la sezione d'urto di diffusione ad angolo 
zero abbiamo 

do o=o = pr (Za)tr2( 2) In Ld (dm) (125,8) 
= 8in2 e\m m È 
(F. Rohrlich, R. L. Gluckstern, 1952). 

Il termine logaritmico usato qui nella sezione d’urto di creazione 
di coppie da parte di un fotone proviene dal dominio degli angoli 
molto piccoli ($ 92). Solo limitatamente a questo stesso campo 
(0 < (m/@)?) può essere applicata la formula (125,3); questo campo 
dà, perciò, un contributo molto piccolo nella sezione d'urto totale 
di diffusione. Il contributo fondamentale alla sezione d’urto totale 
è dato (come anche nel processo di creazione di coppie) dal dominio 
degli angoli 0 < m/w; questo si può facilmente capire sulla base della 
relazione generale di unitarietà (per angoli non nulli), che lega tra 
loro le ampiezze di diffusione di un fotone e di creazione di coppie 
da parte di un fotone. In questa} regione,' tuttavia, il termine logari- 
tmico manca, e quindi la sezione d'urto totale di diffusione è 


o ~ (Za) r? (2)° 0? ~ (Za) r? (425,4) 


(H. A. Bethe, F. Rohrlich, 1952). 


$ 126. Correzioni radiative alle equazioni 
del campo elettromagnetico 


Nella quantizzazione del campo elettrone-positrone ($ 25) abbia- 
mo visto che nell’espressione per l’energia del vuoto compare una 
costante infinita, che può essere scritta nella forma!) 


8,= — Di eo, (126,1) 
po 


1) Usiamo qui la lettera € in luogo di E al fine di evitare confusione con la 
notazione dell'intensità del campo elettrico. 
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dove —eG53 sono le frequenze negative delle soluzioni dell’equazione 
di Dirac. Di per se stessa, questa costante non ha alcun senso fisico, 
poiché l’energia del vuoto è nulla per definizione. D'altro canto, in 
presenza del campo elettromagnetico i livelli energetici e} variano. 
Queste variazioni sono finite ed hanno un senso fisico ben determi- 
nato. Esse descrivono la dipendenza delle proprietà dello spazio dal 
campo e cambiano le equazioni del campo elettromagnetico nel vuoto. 

Il cambiamento delle equazioni del campo si esprime nel cambia- 
mento della lagrangiana relativa. La densità lagrangiana L è un 
invariante relativistico e quindi può essere funzione solo degli inva- 
rianti E? — H? e EH. L'espressione ordinaria 


L= (E*— H?) (126,2) 


è il primo termine dello sviluppo dell’espressione generale in potenze 
degli invarianti. 

Troveremo ora la lagrangiana per il caso in cui i campi E e H 
variano nello spazio e nel tempo con una lentezza tale da poter essere 
considerati come omogenei e costanti. Per avere queste condizioni è 
necessario che la frequenza @ e il vettore d'onda k caratteristici della 
variazione del campo soddisfino le disuguaglianze 


o<m, |k|<m. (126,3) 


In tal caso si può considerare che L non contenga derivate dei campi. 
Tuttavia, perché il problema posto abbia senso è necessario ancora 
supporre che il campo elettrico sia sufficientemente debole. La 
ragione di questo sta nel fatto che un campo elettrico omogeneo può 
creare coppie dal vuoto. Lo studio del campo in quanto sistema chiuso 
è ammissibile solo se la probabilità di creazione di coppie è sufficien- 
temente piccola. Piú precisamente, deve valere la disuguaglianza 


E< (=) (126,4) 


(la variazione dell'energia di una carica e sulla distanza %ì/mc deve 
essere piccola rispetto a mc?). Vedremo nel seguito (vedi anche pro- 
blema 2), che in tal caso la probabilità di creazione di coppie è 
esponenzialmente piccola. 

Se oltre al campo elettrico c’è anche un campo magnetico, allora, 
generalmente parlando, si può scegliere un sistema di riferimento nel 
quale X e H siano paralleli. In tal caso, il campo magnetico non 
influisce sul moto di una carica nella direzione di E. È proprio in 
questo sistema di riferimento (nei calcoli che seguiranno si suppone di 
lavorare proprio in tale sistema) che deve essere soddisfatta la condi- 
zione (126,4). 

Iniziamo il calcolo della lagrangiana col determinare la variazione 
dell'energia del vuoto W’. La quantità W’ è data dalla variazione 
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dovuta al campo di « energia nulla » (126,1). Da questa quantità, 
tuttavia, devono ancora venire sottratti i valori medi dell’energia 
potenziale degli elettroni negli « stati » ad energia negativa. Quest’ul- 
tima sottrazione significa semplicemente che la carica totale del 
vuoto è nulla per definizione. 

L’energia nulla in presenza del campo è 


IN ea 
po 
dove wS sono le esi a frequenza negativa dell'equazione di 
Dirac nel campo dato. Supporremo che l’integrazione venga eseguita 
su un volume unitario, e che le funzioni d’onda siano normalizzate 
all'unità in questo volume; allora €, è l'energia nell'unità di volu- 
me. Secondo quanto detto sopra, occorre sottrarre da & la quantità 


= 2 | Senio, 


dove gp = —Er èil it del campo omogeneo. Ma, secondo il 
teorema sulla derivazione di un operatore rispetto ad un parametro 
(vedi III (11,16)), 


n=E J {ue diae eai 2o 260, 
po 


In tal modo, per la variazione totale di iù energetica del vuoto 
abbiamo 


= '= (8&—: ESS ) a (EE) no (126,5) 


Leghiamo ora W’ con la variazione della densità lagrangiana 
L' (L = Ly + L’). A tal fine usiamo la formula generale 


w- Dior, 


dove q sono le « coordinate dai » del campo (vedi II, $ 32). 
Per il campo elettromagnetico il ruolo delle quantità q è svolto dai 
potenziali A e @. Poiché 


E=-A_- Vo, H =r, (426,6) 


allora di tutte le «velocità » q, in L entra solo A, e la derivazione 
rispetto a A è equivalente alla derivazione rispetto a E. Perciò 


Me 
W=E35-L'. (426,7) 
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Confrontando la (126,5) con la (126,7), troviamo 
L' = — [Eo — Eo |e=a=0]. (126,8) 


In tal modo, il calcolo di L’ si riconduce al calcolo della somma (126,1) 

Consideriamo dapprima il caso in cui si ha solo il campo magneti- 
co. I livelli energetici « negativi » di un elettrone (carica e = — |e |} 
nel campo omogeneo costante H, = H sono 


— 80) = — Vm+|e|H(2n—-1+0)+ pz, n=0,41,2,...;0=4+1 
(126,9) 


(vedi problema al $ 32). Per calcolare la somma teniamo presente 
che il numero di stati nell’intervallo dp, e 


le] H dpz 
2n 2n 


(vedi III, § 112); il primo fattore è il numero di stati con differenti 
valori di p,, dai quali l'energia non dipende. Inoltre, tutti i livelli, 
ad eccezione del solo livello a n = 0, o = —1, sono doppiamente 
degeneri: coincidono i livelli n, o = +4 e n + 1,0 = —1. Quindi 


H oo = o adden ii = 
= | (Vm 2 Di E | dre 


(126,10) 


La divergenza dell’integrale nella (126,10) viene rimossa calco- 
lando Z’ (126,8) dalla sottrazione del valore della somma per H = 0- 
Per operare questa « rinormalizzazione » è comodo calcolare dapprima 


l’espressione convergente 


00 


E e) H i - 3/2 
D=— Om Pr H | {m+ pz) i + 


0 
+2 S (m2+2|e|Hn+ A. dp, = 
n=1 


1 
m2 


N 


+ 


i 


812 


< 1 
> um). 
n=i 
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La sommatoria entro parentesi graffa può essere ridotta alla somma 
di una progressione geometrica nel modo seguente: 


= — Tare fermi [2 5 e- 2lelEnn — 1] d= 
0 n=0 


00 


SI [ENH (me 2 sù 
= — En e-men [rr 1 |dan = 
0 


Li | e-mencth(|e]Hn) dn. (426,14) 
0 

Per trovare L’ occorre ora integrare due volte ® rispetto a m?, e 

sottrarre quindi il valore della quantità ottenuta per H = 0. Tro- 

viamo 


$ m2 
L=- {EF nlelH cth (M]e|H)— 1} dy+ c+ cm?, (126,12) 


dove c, e c, dipendono da H, ma non dipendono da m?. 

Da considerazioni di dimensione e di parità in H è evidente che 
L', come funzione di H e di m, deve avere la forma 

H2 
L' = mtf (37) . 

Di conseguenza, in L’ non devono comparire termini dispari in mê, 
e perciò c, = 0. Il coefficiente c}, invece, si può determinare dalla 
condizione che lo sviluppo di L’ in potenze di H? deve iniziare con 
un termine — H*, Infatti, un termine ~H? in L’ significherebbe sem- 
plicemente una variazione del coefficiente nella lagrangiana origi- 
naria Lọ = —H?/8n. Ma ciò sarebbe, in sostanza, una ridefinizione 
dell'intensità del campo, e quindi, della carica. Perciò l'eliminazione 
dei termini ~H? significa la rinormalizzazione della carica. È facile 
verificare che, a tale scopo, occorre porre 


00 
H?e2 | e7” 


3362 | dn. 
0 


n 


Infine, operando ancora nella (126,12) la sostituzione di variabile 
mên > n, otteniamo definitivamente 


L (H; E=0= 2 | {—mbcthin p14 E } eni, (126,13) 
0 


dove b = |e | H/m?. 
41% 
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Torniamo ora al caso generale, quando accanto al campo magneti- 
co c'è anche un campo elettrico parallelo E, che soddisfa la condizione 
(126,4). 

Per calcolare L’ in questo caso non è, tuttavia, necessario risolve- 
re nuovamente il problema della determinazione dei livelli energetici 
(e5°) di un elettrone nel campo. È sufficiente notare che se cerchiamo 
la funzione d’onda, soluzione dell’equazione del secondo ordine 
(32,7), sotto forma di prodotto 


Y = we (2) e'°="na (Y) 
{dove Yno (y) è la funzione d’onda nel campo magnetico per E = 0 


e p, = 0), allora la massa m e il campo H entreranno nell’equazione 
rispetto a wr (z) solo nella combinazione 


m? + |e|HQn+1+ 0). 


Se teniamo ora conto del fatto che la sommatoria su px (dal quale i 
livelli energetici non dipendono) dà, come prima, il fattore | e | H/2x, 
allora, da considerazioni di dimensione, possiamo scrivere la quantità 
62L' 
© (H, E) = n 
nella forma 
= p (SEX tito ) 
___lelH s lel H da 

OH, E) = — e Z di miplelHQ@nti1F0) — 


n=0 0=+1 
> pe r (1) 5 
1 
ee TI 
n=0 


(ciascun termine di questa somma è la quantità — de /(dm?), 
sommata su tutti i numeri quantici, eccetto n). Qui F è una funzione 
per ora ignota, che noi cercheremo sulla base di considerazioni di 


invarianza relativistica. 
Effettivamente, ® deve essere funzione degli scalari H? — EF? 


e (EH) = (EH): 
® (H, E) = f (Æ — E, (EH)?). 


© (0, E) = f (—F?, 0) = ® (iE, 0). 


Ma la funzione ® (i£, 0) si ricava dalla (126,11) mediante la sosti- 
tuzione H + iE; dopo una ridenominazione della variabile d'inte- 


grazione troviamo 


Perciò 


00 


O (iE, 0) =; | e-ma cotg n dn. (126,15) 
0 
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Confrontando questa espressione con il limite D(7+0, E), 
ricavato dalla (126,14), noi possiamo trovare la funzione F. 

Il passaggio al limite H + 0 nella (126,14) si può eseguire me- 
diante la sostituzione della sommatoria su n con l'integrazione in 
dn = dx/2b: 


© (0, D=- fF({E) dx lia (126,16) 


812 a 41+a 


Uguagliando le espressioni (126,15) e (126,16) e derivando questa 
uguaglianza rispetto a 1/2 = z, otteniamo 


F (2) 
z 


= — | e~an cotg n dy. 
0 


Dopo questa operazione la sommatoria nella (126,14) si riduce 
nuovamente alla somma di una progressione geometrica, e i calcoli 
successivi sono analoghi a quelli eseguiti sopra: esprimiamo © at- 
traverso m?, E e H, integriamo due volte rispetto a m?, sottraiamo il 
valore per E = H = 0 e determiniamo le costanti d'integrazione 
come fatto per la (126,43). Il risultato finale è!) 


4 È n 
L' = gz | 4 {— Macotg na) (nb cth nb) + 
0 


tiz E (at) } dn, (126,17) 


a 102 (AARE), pr ll g E 


m2 m2c3 m2 m23 ;' 


Notiamo, però, subito un certo carattere di convenzionalità 
nella scrittura di questa formula. Essa è valida solo se viene osservata 
la condizione di piccolezza del campo elettrico: a « 4 (126,4) (con- 
dizione di cui non è stato tenuto conto esplicitamente nella (126,17)). 
Questo si manifesta nel fatto che l’espressione integranda nella 
(126,17) ha dei poli per n = na/a (n = 1, 2, ...), e quindi, nella 
forma in cui è stato scritto, l'integrale non ha, rigorosamente parlan- 
do, senso. Di conseguenza, la (126,17) può servire, in sostanza, solo 
per ottenere i termini della serie asintotica di potenze di a (vedi 
più avanti) mediante uno sviluppo formale di cotg a. 

Matematicamente, all’integrale (126,17) si può dare un senso 
aggirando i poli nel piano della variabile complessa n. In questo caso 
in Z’, e di conseguenza anche nella densità d'energia W’, compare 


1) Questo risultato fu ottenuto da W. Heisenberg e H. Euler (1935). Nei 
calcoli da noi esposti sono state utilizzate anche le idee per una deduzione pro- 
posta da V. Weisskopf (1936). 
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una parte immaginaria. La complessità dell’energia significa, come 
sempre, la quasi-stazionarietà dello stato!). Nel caso considerato 
la stazionarietà è rotta dalla produzione di coppie, e la quantità 
— 21m W' è le probabilità w di creazione di una coppia nell'unità 
di volume nell’unità di tempo; poiché le piccole correzioni in W 
e L differiscono solo per il segno, allora la probabilità w, espressa 
attraverso E e H, è semplicemente uguale a 


w = 2 Im L’. (126,18) 


È evidente che questa quantità è proporzionale a e-* (vedi più 
avanti la (126,20)). Proprio grazie alla piccolezza esponenziale di 
Im W’, ha senso, per a & 1, la serie asintotica di potenze di a con 
un qualsiasi numero finito di termini. 

Esaminiamo i casi limite della formula (126,17). In campi deboli 
(a € 1, b & 1) i primi termini dello sviluppo sono 


; 4 2_ b2)2 +7 (ab)2 ef 
L e (E° H??+7 (EH). 
(126,19) 


In particolare, per b = 0 la correzione relativa è 

VARO 

Lo Si 453° 
Notiamo inoltre che dopo che L è stato espresso (come nella (126,19)) 
attraverso gli invarianti E°— H? e EH, la formula diventa auto- 
maticamente applicabile in qualsiasi sistema di riferimento (e non 
solo in quello in cui E || H). 

La parte immaginaria in L’ per a & 1 si ottiene dall’integra- 
le (126,17) valutando il semiresiduo nel polo della cotangente più 
vicino allo zero, cioè in na = x — i0. Secondo la (126,18) questo dà 
la probabilità di creazione di una coppia da parte di un campo elet- 
trico debole: 

mi o nia i [2ER \2 me (me \} am2c3 
w=- de n/a — 13 (57 ) E (=) exp ra (126,20) 

Per un campo magnetico intenso (a = 0, b > 1) partiamo dalla 

formula (126,13), riscritta (dopo la sostituzione bn + n) nella forma 


, mb f etW® FA cthn—1 
L=" | i [5-a T |a 


Per b > 1 in questo integrale è importante la regione 1 & n « b. 
Essendo in essa e? ~ 1, possiamo trascurare il secondo termine 


1) La direzione dell'aggiramento nell’integrale deve essere scelta in modo 
tale che Im W’ < 0. Questa richiesta è soddisfatta dalla regola solita della 
sostituzione della massa m? + m? — i0 (cioè, nel caso considerato, a + a + i0). 
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tra parentesi e troncare l’integrale (con precisione logaritmica) nei 
limiti nRg1enzx. Allora 
, 4b2 
L= nb (126,21) 
(un calcolo più preciso in luogo di ln b dà In b — 2,29). In questo 
caso abbiamo il rapporto 
Lo ar 37 i 
Da qui si vede che le correzioni radiative alle equazioni del campo 
potrebbero raggiungere l'ordine relativo dell'unità solo in campi 
esponenzialmente grandi: 
H~ Ter (126,22) 
Nonostante ciò, le correzioni trovate hanno un senso: esse rom- 
pono la linearità delle equazioni di Maxwell e quindi portano ad 
effetti che sono, in linea di principio, osservabili (ad esempio, la 
diffusione della luce da parte della luce e della luce in un campo ester- 
no). 
Il legame delle intensità E e H con i potenziali A e ọ rimane, per 
definizione, lo stesso di prima (126,6). Non subisce cambiamenti, 
quindi, nemmeno la prima coppia delle equazioni di Maxwell: 


div H =0, rot path. 
c dt 


La seconda coppia, invece, si ottiene facendo variare l’azione 
IS = | (Lo + L’) d'z 


rispetto ad A e p. Queste equazioni possono essere scritte nella forma 


rot (H — 4n M) = 2 (E +41P) (126,23) 
div (E + 4r P) =0, (126,24) 
dove sono state introdotte le notazioni: 
ôL’ ôL 


Nella forma le equazioni (126,23-24) coincidono con le equazioni 
macroscopiche di Maxwell per un campo in un mezzo continuo!). 
Da ciò è chiaro che le grandezze P e M hanno il senso dei vettori 
polarizzazione elettrica e polarizzazione magnetica del vuoto. 


1) Per eventuali confronti occorre ricordare che nell’elettrodinamica macro- 
scopica il valore medio del campo magnetico viene designato con B e non con H, 
come abbiamo scritto qui. 
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Notiamo, infine, che P e M si annullano per il campo di un'onda 
piana, nel quale, come è noto, ambedue gli invarianti E? — H? 
e EH sono nulli. In altre parole, per un’onda piana le correzioni non 
lineari nel vuoto mancano. 


PROBLEMI 


1. Determinare la correzione al campo di una piccola carica fissa e}, dovuta 


alla non linearità delle equazioni di Maxwell. 
Soluzione. Per H = 0 dalla (126,19) abbiamo 


, 2 
P= = e EE (1) 

In un campo a simmetria centrale dalla (126,24) abbiamo 
(E + 4nP)r? = costante = e; (2) 
(la costante è stata determinata usando la condizione che per r + co il campo 
coincide con il campo coulombiano della carica ei). Risolvendo in modo appros- 


simato la (2) otteniamo 
Rat (1 Fd) i 


r2 — 45nmårt 
oppure 
certi 2a2e?, 
CRETE (1 225n1m4r4 ) i (3) 


È necessario distinguere in (3) la correzione non lineare in e, dalla correzione linea- 
re che compare nella (111,6) dovuta, in ultima analisi, alla eterogeneità del 
campo coulombiano. La correzione (3) è di ordine superiore in a, ma decresce più 
lentamente con la distanza e cresce più rapidamente con l'aumentare di e). 

9. Stimare direttamente la probabilità di creazione di una coppia in un 
campo elettrico costante omogeneo debole in approssimazione quasi-classica 
con precisione esponenziale (F. Sauter, 1931). 

Soluzione. Il moto in un campo debole E (di potenziale lentamente variabile 
= — Er = — Ez) è quasi-classico. Poiché la funzione d’onda del positrone 


p e 
finale entra nell'ampiezza di reazione sotto forma di funzione iniziale « a fre- 


quenza negativa », allora si può considerare la creazione di una coppia come la 
transizione dell’elettrone da uno stato « a frequenza negativa » ad uno stato 
«a frequenza positiva ». Nel primo di questi stati, in presenza di un campo, 
l'impulso quasi-classico p (z) è determinato dall’uguaglianza 


e=—V p2 (2) +m2+|e| Ez, (1) 
e nel secondo 
e= +V p? (2) + m+ |z] Ez. (2) 


La transizione dal primo al secondo stato è una transizione attraverso una bar- 
riera di potenziale (regione dei p (z) immaginari), che separa le regioni di dipen- 
denza (1) e (2) con p (z) reali per un dato £. Le frontiere di questa barriera z; € zg 
sono situate in p (z) = 0, cioè 
e= — m+ ]e | Ez e= +m+]e]Ezo. 
La probabilità di transizione attraverso una barriera quasi-classica è 
zi 


i 
wc exp (—2 | IP © ld) =exp (42 | VITE a), 


z2 0 
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da cui 
nm? 
ERASZE (AE) 


in accordo con la (126,20). 


$ 127. Calcolo di integrali su domini quadridimensionali 


Riportiamo qui alcune regole e formule utili per il calcolo degli 
integrali che compaiono nella teoria delle correzioni radiative. 
La forma tipica di un integrale relativo ai diagrammi di Feynman 


è la seguente 


(Ali Vee. (127,1) 
Alg ... An 
dove a,, ay, ... sono polinomi di secondo grado rispetto al 4-vet- 


tore &, f (k) è un polinomio di grado generico n’, e l'integrazione si 
esegue su tutto lo spazio quadridimensionale k. 

Un metodo comodo per valutare tali integrali (proposto da Feyn- 
man, 1949) consiste nel trasformare preventivamente (parametrizzare). 
l’espressione integranda mediante l'introduzione di integrazioni 
supplementari rispetto alle variabili ausiliarie E, È», . - . secondo 


la formula 
1 1 
1 í 8 (E+E+...+En-1) 
— to 24) 1 2 
T IE co SR TE. (127,2) 


Come risultato di tale trasformazione, al posto di n polinomi quadra- 
tici, compare nel denominatore l’n-esima potenza di un unico poli- 


nomio di secondo grado. 
Eliminando la funzione ô con l'integrazione in dé, e introdu- 


cendo nuove variabili mediante le relazioni 
Ej =n-1; Eo = Ing Tn ce -3 En-1 = 21 — 12, 
b+ Ee + .. + $n- = ti; 


otteniamo la formula (127,2) nella forma equivalente 


1 xa 
1 i 
Jy =i)! f da, | TN 
xn-2 i 
aan 1) 


Per n = 2 questa formula ha la forma 
1 
1 dz 
ma j Tafa AË (127,4) 
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come è facilmente verificabile con un calcolo diretto. Per un n qual- 
siasi la formula può essere dimostrata per induzione da n — 1 a n. 
In effetti, eseguendo nella (127,3) l'integrazione in dz,_1, otteniamo 
nel secondo membro dell’uguaglianza la differenza tra due integrali 
(n — 2)-pli dello stesso tipo. Supponendo che per essi la formula sia 
valida, otteniamo 

1 41 1 
tai — ag [= ... an 903... Gn | 
che coincide con l'espressione nel primo membro dell'uguaglianza 
(127,3). 

Mediante la derivazione della (127,3) rispetto a aj, ay, . 
si possono ottenere formule analoghe per la parametrizzazione di 
integrali contenenti al denominatore polinomi qualsiasi a potenze 
superiori alla prima. 

La regolarizzazione degli integrali divergenti si esegue mediante 
la sottrazione di integrali di tipo analogo. Per calcolare queste diffe- 
renze può risultare opportuna una preventiva trasformazione della 
differenza delle espressioni integrande (ciascuna delle quali ha già 
subito la trasformazione (127,2)) mediante la formula 


1 
SSE SS n (a—b) dz 
Ci a cai 


Dopo la trasformazione (127,3) l’integrazione quadridimensionale 
nella (127,1) si riconduce alla forma 
f (k) dik 
| A ar (200) 
dove Z è un 4-vettore, e a? uno scalare, dipendenti entrambi dai 
parametri z,, . .., Xn-1; Supporremo lo scalare a? positivo. 

Se l’integrale (127,6) converge, in esso si può eseguire la sosti- 
tuzione delle variabili k — l + k (spostamento del centro delle coor- 
dinate), dopo di che l’integrale assume la forma 

f (k) dik 
CETA (127,7) 
(con una funzione f (k) differente), e quindi il denominatore conterrà 
solo il quadrato 4. Per quanto riguarda il numeratore, è sufficiente f 
limitarsi a considerare le funzioni scalari f = F (k?). In effetti, per 
integrali con numeratori di altro tipo abbiamo 


KHF (k2) dik 
f e y =, (127,8) 
f ERRU AE 1 guv f JE OA aie (279 
— a; fesa n t 
KPKYK?KOF (k2) dik 1 (k2)2 F (k2) dtk 
f na ag (egg pi pi) f am 


(127,10) 
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e cosí via, come è evidente già da considerazioni di simmetria (nel- 
l'integrazione su tutte le direzioni di %). 
Nell’integrale di partenza (127,1) ciascuno dei fattori aj, 44, . 

al denominatore ha (come funzione di kọ) due zeri, che vengono ag- 
girati nell’integrazione in dk, secondo 
la regola solita ($ 76). Dopo la trasfor- 
mazione dell’integrale alla forma (127,7), 
in luogo di 2n poli semplici l’espres- 
sione integranda contiene in tutto due 
poli di ordine n i quali vengono aggi- 
rati secondo la stessa regola (cammino 
C nella fig. 24). Spostando il cammino 
d'integrazione come indicato dalle frec- 
ce, lo si può far coincidere con l’asse 
immaginario del piano kọ (C’ nella 
fig. 24). In altre parole, la variabile kọ 
viene sostituita con kọ = ik,, dove k, è reale. Cambiando anche la 
notazione k in k’, avremo 


k? =k — k? > — (kf + k'2)=—k2, (127,11) 
dove 4' è un 4-vettore nella metrica euclidea. Qui dtk diventa 


d'k > id'k' = ina El dQ, 


Fig. 24 


dove dQ è l'elemento d'angolo solido quadridimensionale. L’inte- 
grazione in dQ dà 2n? (vedi II, $ 111), dopo di che 


d'k > in2k'2d(k'?). (127,12) 

Denotando k”? = z, otteniamo infine 

F (k?) dik n.o ( F(—3zd 
| -a =(—1) in? SE, (127,13) 
0 
In particolare 
dik > (— 1)? in2 

| Zar 7 al (ni) m-2) (127,14) 


La parte logaritmicamente divergente negli integrali (127,7) 
' può essere separata nella forma 


dik 
(Tir: (127,15) 


È facile vedere che in tale integrale è legittima la trasformazione 
k— k + l. In effetti, la differenza tra l'integrale originario e l'in- 
tegrale trasformato 


1 1 
j aen a a) dk 


652 CAPITOLO XII 


rappresenta un integrale convergente, e quindi in esso la sostitu- 
zione k — k + l è legittima in ogni caso. Operando questa sosti- 
tuzione e facendo quindi anche la sostituzione k + —k, otteniamo 
la stessa grandezza col segno opposto; da qui discende che tale quan- 


tità è nulla. 
Un integrale linearmente divergente deve avere la forma 


k” dik = 
| Ter: RHO 
ma, di fatto, tale integrale diverge solo logaritmicamente: l’espres- 
sione integranda tende asintoticamente (per k + 00) a k#/(k?)? e si 
annulla nella media sulle direzioni. Lo spostamento del centro delle 
coordinate, tuttavia, non lascia l'integrale (127,16) invariato, ma 
vi aggiunge una costante additiva. Mostriamo la validità di questa 
affermazione per il caso di uno spostamento infinitesimo k —> k + 
+ ôl, calcolando la differenza 
a kb KBS Vu l 
A= È {a y (42117) 
Con precisione fino ai termini del primo ordine in ôl 
p ( f ARE (kò) SIP i 
a = | {Tea ar} 
Nel primo termine il calcolo della media sulle direzioni sostituisce 
il numeratore con £28/* (cfr. la (127,9)), e quindi troviamo!) 
u u dik = in? cu 
Aalst { = dl (127,18) 
Nelle espressioni definitive delle correzioni radiative figura spes- 
so una funzione trascendente, definita dall’integrale 


È 
ro- |H dr (127,19) 
0 
(chiamata a volte funzione di Spence). Notiamo qui, per eventuali 
usi, alcune sue proprietà: 


- 


FO+F (1) =F ty mt, (127,20) 
F(-8)+F(-1+9)=-—--+InéIn(1-8), (127,21) 
F)=T, F(-1)=-1. (127,22) 

Lo sviluppo per piccoli È: 
FO) E £u Ro (127,23) 


1) Un calcolo molto più complesso porta allo stesso risultato anche per un 
valore finito di /. 


Capitolo XIII 


FORMULE ASINTOTICHE 
DELL’ELETTRODINAMICA QUANTISTICA 


$ 128. Comportamento asintotico del propagatore fotonico per grandi 
impulsi 


Nel $ 110 abbiamo calcolato il primo termine (in æ) dello svi- 
luppo dell’operatore di polarizzazione (k?) e abbiamo trovato che 
per | X? | © m?, con precisione logaritmica, esso ha la forma 


a 152] 
F (e) = -57 In E (128,1) 
In quella sede fu anche detto che, per il senso della deduzione di questa 
formula (in quanto correzione in prima approssimazione al propa- 
gatore fotonico 4n D-1! = k?) si supponeva soddisfatta la condizione 


s mnll, (128,2) 


che limita l'applicabilità della formula dalla parte dei grandi | k? |. 
Mostriamo ora che, in realtà, l’espressione (128,1) rimane valida 
anche alla condizione molto più debole 
2 
nti ci. (128,3) 
Il procedimento per la dimostrazione consiste in quanto segue). 
Osserviamo, innanzitutto, che anche se con la condizione (128,3) 
un contributo in P(k°) può, in linea di principio, provenire dai ter- 
mini di tutti gli ordini (in æ) della serie perturbativa, in cia- 
scun (r-esimo) ordine occorre però tenere conto solo dei termini 
~a” ln” (| k? |/m?) contenenti un grande logaritmo alla stessa po- 
tenza di a; i termini contenenti il logaritmo elevato a potenze più 
piccole sono evidentemente piccoli in forza della disuguaglianza 
a «Ki. 
Inoltre, lo studio della serie perturbativa per # può essere ri- 
condotto allo studio delle serie per $ e T” mediante l'equazione di 


1) L’impostazione del problema che noi andiamo esponendo, e i risultati 
Scene appartengono a L. D. Landau, A. A. Abrikossov, I. M. Khalatnikov 
(1954). 
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Dyson 
, 4 3 4 
FP (e) =i t Tr | w9 (p+) T” (p+ k, pi k) 9 (p) gdr (128,4) 


(vedi la (104,4)). Poiché la funzione P (k?) è gauge-invariante, per 
calcolarla si può scegliere un gauge qualsiasi per le quantità & eT. 
Il gauge più comodo per questo scopo è il gauge di Landau, in cui 
il propagatore di fotoni liberi ha la forma (77,11) 


4 kyky} 
Du (k) = 7 (8w) (128,5) 


(D® = 0 nella (100,17)). Risulta che in questo gauge le serie per- 
turbative per & e T* non contengono affatto termini con logaritmi 
alle potenze necessarie. Perciò nella (128,4) è sufficiente sostituire & 
e T* con le rispettive approssimazioni di ordine zero: Í = G, TV = 
= yH, Allora l’espressione (128,4) si trasforma nell’integrale 


. 4 di 
P (E) = i Tr È uG (pHk) GP) (128,6) 


Questo è l'integrale di Feynman corrispondente al diagramma (110,1) 
della prima approssimazione (in «), l'integrale che porta (dopo la 
relativa rinormalizzazione) alla formula (128,1). 

Iniziando la dimostrazione delle affermazioni fatte, analizziamo 
innanzitutto l’origine del logaritmo nell’integrale (128,6). È facile 
vedere che il termine logaritmico proviene dalla seguente regione 


d'integrazione: 
PIEP] per |% |X m. (128,7) 


Effettivamente, sviluppando formalmente G in potenze di 1/p, 
abbiamo 


Ubebae=siata tota rt 3 
p_k P P P P 


Sostituendo l’espressione ottenuta nella (128,6), il primo termine, 
indipendente da k, viene a cadere a seguito della regolarizzazione (in 
accordo con la condizione #/k° + 0 per k? + 0). Il secondo termine 
si annulla nell’integrazione sulla direzione di p. Il terzo integrale, 
invece, diverge logaritmicamente rispetto a p?; integrando nei limiti 
da p? ~ | k? | (limite inferiore della regione (128,7)) fino ad un certo 
« parametro ausiliario di troncamento » A?, otteniamo 


a A? 
-g AMTET: (128,8) 


FORMULE ASINTOTICHE DELL’ELETTRODINAMICA QUANTISTICA 655 


Per la regolarizzazione occorre sottrarre da ®/k? il suo valore per 
k2? = 0. Ma poiché la precisione logaritmica presuppone soddisfatta la 
condizione | 4? | © m?, calcolando con questa precisione, la regola- 
rizzazione viene realizzata mediante la sottrazione del valore per 
| 4? | ~ m?; come conseguenza di ciò A? nell'argomento del loga- 
ritmo viene sostituito con m? e si arriva cosî alla (128,1). 

Poiché le correzioni in & e T! che a noi interessano hanno carat- 
tere logaritmico, le funzioni & e I* con queste correzioni differi- 
ranno da G e y” per fattori logaritmici lentamente variabili. Di con- 
seguenza, anche nell’integrale esatto (128,4) sarà importante quella 
stessa regione (128,7) che era importante nell’integrale approssimato 
(128,6). Tuttavia, non si può porre semplicemente k = 0 in T! (p + 
+ k, p; k): a causa della divergenza quadratica dell’integrale 
la sua regolarizzazione richiede che si prendano in considerazione 
anche i due termini successivi dello sviluppo di T! (p + k, p; k} 
in potenze di %. Noi, ‘tuttavia, ci limiteremo ad esaminare qui le 
correzioni in T"! (p, p, 0); ciò sarà sufficiente a mettere chiara- 
mente in evidenza il ruolo della scelta del gauge e la differenza nel 
carattere degli integrali generati dai diagrammi di vario tipo. Notia- 
mo anche che non è necessario fare uno studio analogo anche per 
$, poiché le correzioni in T e & sono legate tra loro dall’identità di 
Ward (105,8). 

Alla prima correzione (in a) alla funzione I (p, p; 0) corri- 
sponde il diagramma 


e rispettivamente l’integrale!) 
. di 
PHO — Lia È AG (pi) YG (p) Daw (P— pi) qare (128,9) 


Nel gauge ordinario abbiamo 


4n 
Dis (p— pi) = Ew pj’ 


1) Per evitare equivoci, volendo fare un confronto con i risultati del § 1414, 
ricordiamo che nel $ 114 si supponeva che ambedue i terminali elettronici del 
diagramma fossero fisici, mentre qui si suppone p? > | k? | > m?, cioè ambedue 
le linee sono evidentemente non fisiche, 
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e nell’integrale è importante la regione p? > p°, in cui esso diverge 
logaritmicamente. Valutando l’integrale 


Da 5, di 
diêm Sa (2310 


e regolarizzando il logaritmo, otteniamo 


Tri a 4nai 


M) 2 __& P 
T x— z lo ma 


Nel gauge di Landau, invece, al posto della (128,10), otteniamo l’in- 
tegrale 


1) ; TEE di 
Dr a — Anai | {Wp pim— PIV) ann: 


Mediando sulle direzioni di p, ed eliminando le matrici y, troviamo 
che quest’integrale si annulla e quindi il termine logaritmico in 


TW) viene a cadere!). 
Per le correzioni del secondo ordine (in a) consideriamo il dia- 


gramma 


f k=0 


L’integrale corrispondente è 


DIM _ a? È G (p) PO (p) WG (pi) YG (p) Y° X 
d4pyd4 
x Dp (Pz — pı) Dro (P— Pa) aggio 


Nel gauge ordinario delle funzioni D questo integrale contiene un 
termine con il quadrato di un logaritmo dovuto alla regione d'inte- 


grazione 
Pi > pa > P (128,11) 


1) Le correzioni in G-! nei due gauges, ricavate dalla correzione I‘ mediante 
l'identità (105,8), sono, come ci si doveva attendere, in accordo coi risultati 


del $ 116. 
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Effettivamente, trascurando p, nell'argomento della funzione 
Dyp (Pa — Pı), l'integrazione in d*p, diventa uguale all'integrazione 
nella (128,9) e dà ln pł; la successiva integrazione in d*p, ha nuo- 
vamente carattere di logaritmo e porta al quadrato ln? (pî/m?). 
Se per le funzioni D scegliamo, invece, il gauge di Landau, in am- 
bedue le integrazioni i termini logaritmici cadono. 

Una situazione simile ha luogo per tutti gli altri diagrammi che 
entrano nel diagramma scheletro 


(128,12) 


I diagrammi di altri tipi, con linee fotoniche intersecantisi, che 
entrano, ad esempio, nel diagramma scheletro 


(128,13) 


(cfr. la (103,11)), non contengono affatto termini con logaritmi alla 
potenza necessaria in nessuno dei gauges (in essi è impossibile separare 
una regione di valori delle variabili in cui l’integrale possa essere 
ricondotto a successive integrazioni logaritmiche). 

Questi ragionamenti (e ragionamenti analoghi per i successivi 
termini dello sviluppo di F in potenze di k) confermano che nel gauge 
di Landau non compaiono correzioni alle funzioni $ e T contenenti 
le necessarie potenze del logaritmo, e quindi l’espressione (128,1) 
è effettivamente valida anche alla condizione (128,3). 

La funzione J (4°), relativa all'operatore di polarizzazione (128,1), 
ha la forma 


4 4 
D (k?) = a TRI: (128,14) 
1— -< n 
3n m2 


In forza della condizione (128,3) non è necessario sviluppare que- 
sta espressione in potenze di a!). 


1) Questa formula può essere dedotta anche dalle proprietà funzionali dei 
ropagatori e delle parti di vertice, che esprimono la rinormalizzabilità del- 
‘elettrodinamica quantistica; vedi L. D. Landau, Sulla teoria quantistica 

del campo (Bohr Volume, Pergamon Press, Oxford 1955); N. N. Bogolju- 
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Esaminiamo meglio la crescita di Ø con l'avvicinarsi del loga- 
ritmo]In (| k? | /m?) al valore 3n/x. A- questa crescita è connesso il 
limite: dell’applicabilità della formula (128,14) per i grandi | %? |. 
In effetti, la deduzione di questa formula è basata sul fatto che ab- 
biamo‘ trascurato' il diagramma (128,13) (ed altri con un numero an- 
cora maggiore di linee fotoniche in grassetto) rispetto al diagram- 
ma (128,12). Ma l’aggiunta di ciascuna linea di questo tipo porta 
nel diagramma il fattore e°Ø contenente il propagatore esatto J. 
In questo caso il ruolo di piccolo parametro è svolto, invece che da 
a = e, dalla quantità 


[k2] ’ 
T m2 


e quindi la legittimità delle omissioni indicate richiede che sia os- 
servata la condizione 

: k2 

ini pa. (128,15) 


, 
Allora, mano a mano che | 4? | cresce, il membro sinistro di que- 
sta disuguaglianza finisce con l’uguagliare, per ordine di grandezza, 
il parametro a; di conseguenza, abbiamo che scompare dalla teoria 
il parametro piccolo. Arriviamo cosí, all’importante conclusione che 
l'elettrodinamica quantistica, come teoria che comprende anche le 
interazioni deboli, presenta insufficienze logiche. Ora, tutto il for- 
malismo della teoria esistente è legato proprio alla possibilità di 
considerare l'interazione elettromagnetica come una piccola perturba- 
zione. 
Si potrebbe pensare che tale teoria debba essere integrata, nella 
regione delle altissime energie, con una teoria del « legame forte ». 
Ci ‘sono, tuttavia, seri motivi di supporre che nell’ambito delle con- 
cezioni esistenti ciò non sia possibile, poiché }’elettrodinamica quan- 
tistica non solo risulta incompleta come teoria del « legame debole », 
ma è anche una teoria fisica basata su principi logici non del tutto 
conseguenti. 

A queste conclusioni si arriva con un’analisi delle difficoltà che 
insorgono in relazione alla formula (128,14), se nel corso della sua 
deduzione eseguiamo la rinormalizzazione non «en passant », ma 
mediante la preventiva introduzione della carica «intrinseca » 
(« nuda ») dell'elettrone e., che nel seguito dovrà essere scelta in 
modo da condurre al giusto valore osservabile della carica e ($ 107). 


bov, D. V. Sirkov, ZETF 30, 77 (1956). Un'espressione sistematica del 
metodo básato sull'uso di queste proprietà (il cosiddetto metodo del gruppo di 
rinormalizzazione) . è data nella monografia: N. N. Bogo ljubov, 
D. V: Širk ov, Vvedenie v teoriju kvantovannykh polej, « Nauka », Mosca, 
4973. [vedi nota 2, pag. 556, N.d:T.]: 
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Se l’integrale « viene troncato », come ‘è stato fatta: precedentemente, 
nel limite superiore ausiliario A?, allora la carica intrinseca è una 
funzione di tale parametro, e, = ec (A), e alla fine deve essere ese- 
guito il passaggio al limite. A ++ co. 

In tale approccio al RO l’operatore di polarizzazione è 


P "In FET 
(espressione (128,8) con ee # posto di e}; e rispettivamente 
IM-# a: (128,16) 
1+t% T la Te] TT 


Definendo ora la carica fisica e in modo che 
ÈD (K) ie per kè- ~ mê, 
otteniamo 
e = — (128,17) 


oppure 
(128,18) 


Queste formule, tuttavia, non danno ancora di per se stesse la 
possibilità di eseguire il passaggio al limite A + co. Dalla (128,18) 
vediamo che mano a mano che A aumenta (per un dato valore di e?) 
eù cresce; ma già per ez ~ 1 le formule diventano inapplicabili, es- 
sendo state dedotte sulla base della supposizione 


ee KA 


che costituisce la condizione di applicabilità della teoria delle per- 
turbazioni all’interazione « intrinseca», 
Questa difficoltà può, tuttavia, essere superata mediante le se- 
guenti considerazioni (L. D. Landau, I. Ja. Pomerancuk, 1955). 
Sia A?/k? talmente grande che 


ma resti sempre, nel contempo, soddisfatta anche la condizione 
ez < 1. Allora nella (128,16) si può trascurare l’unità nel denomi- 
natore: 

41272 


k2e3 In? 


ID (k) = "= (128,19) 


1k2] 


42% 
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e corrispondentemente otteniamo 


ee. (128,20) 
ln? mi 

Introduciamo, al posto dell'operatore del 4-potenziale del campo 
elettromagnetico A”, il 4-vettore A! = esAt. Allora l’hamiltoniano 
d’interazione Hint non conterrà la carica intrinseca e., mentre l'ha- 
miltoniano del campo libero Ho (quadratico in A*) conterrà eì al 
denominatore. La funzione ® (%°), definita rispetto a A! cosí come 
2 (k?) è definita rispetto a A”, ha la forma 


1 1272 
D (P) = DM TT 
n 7T 


Questa espressione non contiene e.. Questo significa che viene tra- 
scurato nell’hamiltoniano H = H, + Hm il termine H, dipendente 
da e.. Ma se è possibile trascurare H, rispetto a Hint (per grandi A) 
già per eì < 1, è naturale ritenere che ciò sia ancora più legittimo 
per valori anche non piccoli di es. 

In tal modo, la formula (128,19), e con essa anche la (128,20), 
non è più legata alla condizione ef € 1 e il passaggio al limite A + 
— co diventa possibile. Contemporaneamente, però, e +0 indi- 
pendentemente dalla forma della funzione e, (A). Questo « annul- 
larsi » della carica fisica sta a significare l’impossibilità di una rigo- 
rosa procedura di rinormalizzazione. 

I ragionamenti esposti non possono, certamente, essere considerati 
come una rigorosa dimostrazione di questo risultato. Essi costitui- 
scono, tuttavia, una seria indicazione circa una possibile incongruenza 
intrinseca nell’elettrodinamica quantistica esistente. 

Nello stesso tempo, occorre sottolineare che in elettrodinamica 
quantistica le difficoltà descritte possono avere un valore puramente 
teorico. Esse insorgono ad energie fantasticamente alte ~ me87/20, 
che non presentano alcun interesse reale. È naturale attendersi che 
nella realtà le interazioni elettromagnetiche « si confondano » già 
molto prima con le interazioni forti, e di conseguenza, che l’elettro- 
dinamica pura non abbia più senso. 


$ 129. Separazione dei termini bilogaritmici 
nell’operatore di vertice 


Le correzioni della forma (aL)" (dove L è un grande logaritmo) 
possono diventare importanti, come abbiamo già notato alla fine 
del paragrafo precedente, solo ad energie fantastiche ed hanno perciò 
un valore puramente teorico. Ma nelle ampiezze dei processi reali 
di diffusione compaiono delle correzioni di gran lunga maggiori, del 


FORMULE ASINTOTICHE DELL’ELETTRODINAMICA QUANTISTICA 661 


tipo (aL?)". Tali termini, contenenti un quadrato del logaritmo per 
ogni potenza di a, sono detti termini bilogaritmici. 

Cost, secondo la (114,21), la prima correzione al fattore di forma 
elettronico, cioè all’ampiezza di diffusione di un elettrone in un 
campo esterno, per grandi valori del quadrato dell’impulso tra- 
sferito t = g?, contiene un termine dell'ordine di grandezza 

Lom, (129,1) 
La condizione di applicabilità della teoria delle perturbazioni richie- 
de che questa quantità sia piccola; questa condizione viene violata 
ad energie 
e~ Vi~ me Va, (129,2) 
che, pur essendo molto alte, sono tuttavia di gran lunga inferiori ai 
valori dati dalla condizione (128,3). Proponiamoci ora di liberarci 
da questa restrizione e di ottenere formule che siano valide alla con- 
dizione 
aloni g1. (129,3) 


Osserviamo innanzitutto che con questa condizione le correzioni 

logaritmiche semplici 

~aln - <Va<K1 
e quindi possono venire tralasciate. Poiché, d'altra parte, in $ e J 
le correzioni bilogaritmiche mancano completamente, ciò significa 
che possiamo semplicemente porre queste funzioni uguali ai loro 
valori imperturbati G e D. 

Il calcolo dell’operatore di vertice T, invece, richiede la som- 
matoria dei termini bilogaritmici che provengono da una serie infi- 
nita di diagrammi. A questo problema è dedicato il paragrafo se- 
guente. Esponiamo, dapprima, un metodo che permetta di separare i 
termini bilogaritmici dai singoli integrali di Feynman ancora prima 
che siano di fatto eseguite in essi le integrazioni rispetto a tutte le 
variabili (V. V. Sudakov, 1956). 

Consideriamo la correzione del primo ordine (in a) all'operatore 
di vertice rappresentato dal diagramma (114,1), che a noi risulterà 
comodo rappresentare qui (cambiando le notazioni delle variabili) 
nella forma 


(429,4) 
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oppure, analiticamente 
1 ie? 
pr ? (Pas Pi; d=- {| x 


Y” (Pa—f+ m) y! (pi f+ m) vyd4f l 
x [p2 —f)2— m2 + i0] [(p1— f) — m2 + i0] FiO (129,5) 


Supporremo che 
12°] > Pi» Pi, mẹ, (129,6) 


e che i terminali pı; ps possano essere sia fisici che virtuali. Dal- 
la (129,6) discende che 


1 
[Pipl ~-z] D pi, pi, me, (129,7) 


cioè i 4-vettori pı, p, hanno componenti grandi e valori dei quadrati 
piccoli; questa situazione è possibile essendo la metrica quadridi- 
mensionale pseudoeuclidea. I termini bilogaritmici compaiono pro- 
prio quando sono osservate le condizioni (129,6). 

Vedremo poi che nell’integrazione in dif sono importanti i valori 
relativamente piccoli di f. Di conseguenza, possiamo trascurare f 
i: numeratore dell’espressione integranda, dopo di che T® assume 

a forma 


2 » A 
DHD = W (Pat m) yH (Pa m) Yala, (129,8) 
dove 
= dif 
si j [pi h mF O A ma F Fo (1299) 


Il fattore matriciale nella (129,8) può essere semplificato se si 
tiene conto che T entra nei diagrammi moltiplicato per le matrici 


(P: + m) e (Pı + m): N 
(pa+ m)T (p+ m). (129,10) 

Effettivamente, se le linee p, e p, sono virtuali, questi fattori pro- 

vengono da G (pi) e G (ps); se, invece, le linee sono relative ad elet- 

troni reali, allora T viene moltiplicato per u, e u,, per i quali, in 

forza delle equazioni di Dirac, abbiamo 

Pa +m 

2m 


_ Pitm 
? u = Əm 


Uz = Ug Un. 


Scambiando l'ordine dei fattori matriciali e trascurando, secondo la 
(129,7), i quadrati pî, pî, m? rispetto a p,p, ogniqualvolta essi com- 
paiono, otteniamo 


(Pa+ m) PO (i+ m) wi (Pipa) (a+ m) yH (P14 m) Ly. 
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Possiamo perciò rappresentare definitivamente T® nella forma 
ie? 
DR = 2 tl, (129,11) 


dove 
t = @? = —2 (pps). (129,12) 
Notiamo che l'integrale J, converge per grandi f e non richiede perciò 
la regolarizzazione. 
Il punto fondamentale dei calcoli che seguono è l'introduzione 
di nuove e più comode variabili d'integrazione. 
Scomponiamo f nelle componenti tangenziali e normali rispetto 


al piano py, pa: 


f=upi+ vpt fı = fit fa, (129,13) 

fP = fip: =0. (129,14) 

In qualità di nuove variabili prendiamo i coefficienti u, v e il qua- 
drato 

p=- f. (129,15) 


Dalle condizioni (129,7) si vede che la metrica nel piano p,, ps è 
pseudoeuclidea. Possiamo perciò prendere l’asse tempo in questo 
piano, in modo che f, risulti un 4-vettore del genere spazio e p >0. 
Denotiamo temporaneamente con gli indici 0, z le componenti 
dei 4-vettori nel piano p}, pa, e con gli indici y, z le componenti nel 
piano normale. Per esprimere l’elemento di 4-volume 
d'f == d°f dfn 
attraverso le nuove variabili, scriviamo 
1 
&f,=|f1 |d|f1|do=5 dodp+ndp 


(avendo presente che l’espressione integranda Ynella (129,9) non 
dipende dall’angolo g). Continuando la trasformazione 


ha ô (fo fx) 

Pn =| at 

Effettivamente, essendo il quadrato pî piccolo, abbiamo pì, © P os 
e perciò 


2 \2 
(PioP2x — PzoPix)? = (PioPzo — PaxPax)" = (pipa)? = (5) . 


_ j 1,. 
du dv = | PioP2x — ProPix|dudv a 7 | g? | du dv. 


In tal modo, 
d'f=|t|dudv df, > Z |t} du dv dp. (129,46) 


I successivi calcoli dipendono dal rapporto tra le quantità pî, 
P, m?. Esaminiamo due casi. 
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Caso di linee elettroniche virtuali 


Siano gli impulsi p,, ps relativi ad elettroni virtuali, e si abbia 
inoltre 

[pil | pil > m. (129,17) 

Noi vedremo che in questo caso la regione fondamentale d'inte- 


grazione, che porta all'espressione bilogaritmica, è la regione deter- 
minata dalle disuguaglianze 


O<p<]eul, Itv], 
Fkt |P|<iu<t. (129,18) 


In relazione a ciò, nel denominatore dell'espressione integranda del- 
la (129,9) si può trascurare m?, p?, pî, f? rispetto a (pf) o a (Pf), e 
quindi 


cati dif 
L=] 2 (paf) 2 (paf) (2+ i0) ° (EI 


Per le quantità p,f, Paf, f? abbiamo 
i f=(up,+vp.)?—p=—tuv—p, 

2 (pf) =2p: (Upi + vp) —tv, 

2 (pof) ~ — tu. 


Allora, 


=. n "dp du dv € 
Aa] | p+tw— ið u v` (129,20) 

Secondo le condizioni (129,18) l'integrazione in dp si esegue nei 
limiti da 0 fino al valore minimo tra | żv | e | tu | e dà come risultato 
minJ{itui, | tv1} x 
15 Lin 


alal’ lol 


dp sua 
Tre = ln min f 


ý per tuv <0, 


0 per tuv>0. (158121) 
L'integrazione logaritmica in dv viene eseguita, invece, nei limiti 
da —1a — | pî/t | e da | pi/t |a 1 (e analogamente per l'integrazione 
in du). Sostituendo la (129,21) nella (129,20) l’integrale in du dv 
del primo termine si annulla per la parità della funzione integranda. 
L'integrazione del secondo termine, invece, viene eseguita su inter- 
valli di valori di u e v dello stesso segno (per t <0) o di segno diverso 
(per ż > 0). In ambedue i casi le regioni v > 0 e v < 0 danno (dopo 
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l'integrazione in du) un uguale contributo, e come risultato troviamo: 


pi 1 
L= 2 | du f LOL (429,22) 


t t 
5 in| 


Pi 


v t 


(il segno coincide col segno di t). 
Infine, sostituendo nella (129,11), troviamo definitivamente 


g (129,23) 


TSO (Pz Pa; 9) = > ln DI 
I| lr? |p| m. 


kd 


n| 


Caso di terminali elettronici fisici 


Siano ora gli impulsi p}, pẹ relativi ad elettroni reali, e quindi 


pì = pi =m. (129,24) 
In questo caso è importante la regione d'integrazione 
0<p«|tel, Itv], 
129,25) 
0<|v] |u|K1. ( ) 
Poiché p? — m? = p? — m? = 0, allora, trascurando pî e p3 ri- 


spetto a pf 0 paf, ricondurremo nuovamente l'integrale (129,9) alla 
forma (129,19). Per la rimozione della divergenza infrarossa che 
compare in questo caso, è però necessario introdurre ancora nel pro- 
pagatore fotonico una massa finita del fotone A & m (cfr. $ 114): 


ER PEA 
f= | 2 (pif) 2 (p2f) (2—22 + i0) * (129,26) 


Continuando i calcoli, abbiamo ora 
fac tuv— p, 
2pif © — tv4 2m?u, 
2p:f = — tu + 2m?v, 


e quindi 
—__ 3f dp du dv 
L= 2it| | p+tuvt+A2—i0 u— tv v— tu ’ (129,27} 


dove t = 2m?/t KAI. 
Dopo l'integrazione in dp (analoga alla (129,21)), troviamo 
in du dv 
LS 2|t| 1g) u— Tt v—tu ’ 
dove l'integrazione è eseguita con la condizione tuv + 2° <0. 
Le regioni v œ> 0 ev <0 danno nuovamente un uguale contributo, 
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e dopo doni in du troviamo 
n= | dv i TI Lidi © fin un. (49008) 


) (V — TU) (0-2) (1—0) 


dove ô = mu < t e si è tenuto presente che t & 1. 
Nell’integrale (129,28) sono due le regioni di valori di v che 
portano ad espressioni bilogaritmiche: 


) tví, 
I) VO<KvKVSA. 


Effettuando in ciascuna regione le opportune omissioni, otteniamo 


in2 t t È 
n=} (mli 4il me), (129,29) 


«dove il primo termine è dovuto alla regione I, e il secondo alla re- 
gione II. 
Infine, sostituendo nella (129,11), troviamo 


2 2 
THO (pa, pig) = —-£ v (102194 n), 


12| > pi = pi =m, (129,30) 
risultato che coincide con la (114,21). 


$ 130. Asintoto bilogaritmico dell’operatore di vertice 


Quando le correzioni a T®, calcolate nel paragrafo precedente, 
raggiungono l'ordine di grandezza dell’unità, il calcolo dell'operatore 
«di vertice esige che venga eseguita la somma di tutta la successione 
infinita dei termini bilogaritmici a tutte le potenze di a. La solu- 
zione di questo problema risulta possibile grazie al fatto che tali 
termini sono dati solo da diagrammi di un determinato tipo, e i 
contributi dei diagrammi dei vari ordini risultano connessi tra loro 
«da semplici relazioni. 

Più .precisamente, i termini bilogaritmici sono originati, come 
wedremo più avanti, da tutti i diagrammi del tipo 


(130,4) 
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e simili, nei quali ciascuna delle linee fotoniche unisce la linea elet- 
tronica destra con quella sinistra intersecandosi tra loro in qualsiasi 
maniera. 

Numeriamo gli impulsi fotonici f}, fo, . . . nell’ordine di suc- 
cessione, ad esempio, dei terminali destri delle linee relative. Allora 
i diversi diagrammi di uno stesso ordine differiranno tra di loro per 
lo scambio dei terminali sinistri delle linee fotoniche. In ogni inte- 
grale di Feynman trascuriamo, nel numeratore e nel denominatore, 
i termini opportuni analogamente a come abbiamo fatto nell’inte- 
grale (129,5); trasformiamo quindi il numeratore esattamente come 
abbiamo fatto nella deduzione della (129,11). Come risultato la 
somma di tutti i diagrammi con n linee fotoniche, che costituisce in 
T un termine ~a”, potrà venire rappresentata nella forma 


pre — yh (3 t)” In (130,2) 
= difi ... difn 
In= 3 | 2 (pafa)? (pif4 + Pafo) --- 2 (pifi + -- -+ pafn) 2 (Pafi) «..* (130,3) 
pormi? 2 (Palit -HP BR -B 


dove la somma è estesa a tutte le permutazioni degli indici degli im- 
pulsi fx nei prodotti p»f, (nei denominatori omettiamo, per brevità, 
i termini i0 e 2°). 

È evidente che se nella somma (130,3) permutiamo in qualsiasi 
modo gli indici dei fattori f, nei prodotti p;fr, questa operazione non 
porterà ad altro che ad una ridenominazione degli impulsi e non 
farà quindi variare i valori di /,. Di conseguenza, la sommatoria 
nella (130,3) può venire estesa a tutte le permutazioni dei fattori fp 
sia nei prodotti p»f, che p.fz; il risultato va poi diviso per nl: 


5-43 5 


perm 2 perm i perm 2 
Facciamo ora uso di una formula importante 
1 4 1 41 
+ BT 130,4 
2i a (21442)... (4t a24... tan) u ag An” (130:4) 
perm 
dove la sommatoria è estesa alle permutazioni degli indici 1, 2, ... 
. .., n). L'applicazione ripetuta due volte di questa formula ri- 


conduce una somma di integrali ad un prodotto di n integrali uguali 
del tipo (129,19) (oppure (129,26)), e quindi 


1 
In=3p I. (130,5) 


1) Per n = 2 questa formula è evidente, e la generalizzazione si ottiene 
facilmente per induziorié. 

Notiamo che, in sostanza, abbiamo già fatto uso della fattorizzazione secondo 
questa formula nella deduzione della (95,14) per la probabilità di emissione di. 
fotoni molli. 
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Sostituendo la (130,5) nella (130,2) e sommando T© su tutti gli 
n= 0,1,2,..., otteniamo 
ie? 
I" (pa, ps a) =Y" exp (53 tH) - (130,6) 


In particolare, usando qui la (129,22), otteniamo l’asintoto bilo- 
garitmico dell'operatore di vertice con a elettronici virtuali 


2 
T|}, (430,7) 


T" (pz, pi; q) =y” exp { -z hj 
L> pih lel >m 


(V. V. Sudakov, 1956). 
Se poi si sostituisce l’espressione di J, ricavata dalla (129,29), 
troveremo l’asintoto per l'operatore di vertice nel caso di terminali 


elettronici reali: 


2 
T” (pa, pai g) =Y" exp { — -i (ine 1614 sn lint)), 
12l pi =p B (130,8) 
Il fattore che differenzia questo T” dal suo valore imperturbato y* 
determina anche la differenza dell’ampiezza di diffusione di un 


elettrone in un campo esterno dal rispettivo valore di Born. Perciò 
la sezione d’urto di diffusione è 


do = dog exp { i (in 1504 sint in) 1a (130,9) 


Per rimuovere la divergenza infrarossa occorre, però, moltipli- 
care ancora questa espressione con la somma delle probabilità di 
emissione di differenti numeri di fotoni molli con energia non supe- 
riore ad un certo piccolo valore @max, cioè con la quantità (vedi 
la (119,2)) 

Oma A Omax Omax Om 
1+ f dwa +37 j dWos | dWoat ...= exp { { divo}. 
0 © 0 ò 
(130,10) 


Prendiamo l'integrale nell’esponente dalla (117,14) (l’espressione 
che figura come moltiplicatore davanti a doa) e come risultato ot- 
teniamo la seguente formula asintotica per la sezione d’urto di dif- 
fusione di un elettrone di energia e, per un grande valore dell’im- 
pulso trasferito: 


do = dog exp 2 nt Ka Liget a 

{ Tomi (130,11) 
2 In? 

12| D m?, z In—=1 
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(A. A. Abrikossov, 1956). Il primo termine (in æ) dello sviluppo di 
questa espressione coincide, naturalmente, con la formula (119,12). 


$ 131. Asintoto bilogaritmico dell’ampiezza di diffusione elettrone- 
muone 


I termini bilogaritmici nelle espressioni asintotiche delle ampiez- 
ze compaiono non solo per la diffusione di un elettrone in un campo 
esterno, ma anche per i processi di diffusione a due particelle. 

Come esempio esaminiamo la diffusione di un elettrone su un 
muone negativo limitando il nostro studio al caso della diffusione 
all’indietro, cioè ad angolo 0 = n (V. G. Gorškov, V. N. Gribov, 
L. N. Lipatov, G. V. Frolov, 1967). Questo processo è, nel suo genere, 
il più semplice da due punti di vista. In primo luogo, data la non 
identità delle due particelle, mancano i diagrammi di scambio. 
In secondo luogo, nella diffusione all’indietro l'emissione di fotoni 
molli è fortemente attenuata, e di conseguenza non compare la di- 
vergenza infrarossa. In effetti, secondo la (95,8) la sezione d’urto di 
emissione di fotoni molli è 


5) E v, Un te Vy -2 do do, 
do =a | (72 vn © ivn Tv en)a] tro 1 
(131,1) 


dove ve, Vu e€ Ve, vi sono le velocità delle particelle prima e dopo l'urto. 
Nel caso ultrarelativistico, però, l'uguaglianza degli impulsi è 
equivalente all’uguaglianza delle velocità, e con tale precisione nel 
sistema del baricentro per la diffusione all'indietro abbiamo 

Ve= — Vu = — Ve= Up. 
In conseguenza di ciò l’espressione (134,1) si annulla. 

Se il processo di diffusione considerato corrisponde al canale di 
reazione s, allora nel canale # esso diventa il processo di trasforma- 
zione della coppia elettrone-positrone nella coppia u*u7. In questo 
canale la condizione 9 = x significa che le direzioni del moto di e- 
e u“ (e di e* e p*) coincidono. L'attenuazione della radiazione di 
frenamento in questo canale ha un'origine particolarmente evidente, 
poiché la direzione del moto della carica di ciascun segno non cam- 
bia affatto. 

L’elisione dei principali termini nella sezione d'urto di radia- 
zione ha come conseguenza che nel suo asintoto non compaiono cor- 
rezioni bilogaritmiche. Corrispondentemente (con la medesima pre- 
cisione bilogaritmica) non compare alcuna divergenza infrarossa 
nemmeno nell’integrazione sugli impulsi dei fotoni virtuali nell’am- 
piezza di diffusione. 

Se descriviamo il processo mediante le variabili invarianti 


s=(pe+ Pu), t=(pe— pe), u=(pe— Pu), 
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alla diffusione all’indietro nel caso ultrarelativistico corrisponderan» 
no i valori 
s=—tò m, u=0. (131,2) 
Nella prima approssimazione (in æ) della teoria delle perturba- 
zioni la diffusione di un elettrone su un muone è descritta dal dia- 
gramma 


Pe nea 
“a (31 
Pu i Pu 
L'ampiezza relativa è 
MR = E (UU) WO gu). (131,4) 


Il passaggio in quest’espressione al caso limite (131,2) si esegue me- 
diante la sostituzione del 4-vettore matriciale y” con la sua « proie- 


zione » y\ nel piano normale al piano pe, pe (oppure, ciò che fa lo 
stesso, al piano pp, Pu, poiché nella diffusione ultrarelativistica al- 
l’indietro pe œ% Pp, Pe ® Pu). In effetti, le componenti parallele al 
piano pe, pe sono date dalle matrici 
1 a Da 1 oi S, 

yr Pet Pe)» Vi (Pe— Pe) 
(la prima coincide con y°, la. seconda è uguale a ny, dove ne è il 
versore nella direzione di Pe). Usando le equazioni di Dirac per i 
bispinori u® e uW, troviamo che 


iu ( —(e\? 1 
(ul i) UO u) ~ gs 


e quindi questi termini possono essere tralasciati. 
Nell’approssimazione successiva vengono ad aggiungersi il dia- 


gramma 
l f 
Pe CADI o e Pe 
f-pe i pref (131,5) 


H E I) COTTA 
Pa Pet Pf Pa 


ed un altro”diagramma con le linee fotoniche « incrociate », che, per 
comodità,"rappresenteremo in una forma che differisce dalla (131,5) 
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solo per la direzione di una delle linee continue: 


, f 
Pare pene 
f-pe I Tai (131,6) 
Pa Pu” Pet f "e 
Lo studio dei relativi integrali mostra che in ambedue i diagram- 
mi compaiono contributi bilogaritmici provenienti dalle regioni dei 
fotoni virtuali « molli »: 


I(f— pe)?|&m? oppure |(f—pa)?}< mè. 


Questi termini sono connessi alle divergenze infrarosse degli inte- 
grali e, secondo quanto detto sopra, nel caso considerato essi devono 
chiaramente elidersi. Nel diagramma (131,6) si ha, tuttavia, un con- 
tributo bilogaritmico dovuto alla regione dei grandi impulsi: | ff | > 
> mì. È proprio questo termine che deve essere calcolato. 

Al diagramma (131,6) corrisponde l'integrale 


»_ iaz ç TVP A+) yau) (UT G+ my) vet) a, 
M ni TGA dI (131,7) 


(dove si è tenuto presente che pe% pi). Poniamo nuovamente 
f=upet vpe+fi (131,8) 


(cfr. la (129,13)). Il contributo bilogaritmico è dato dalla regione 
determinata dalle disuguaglianze 


[sul, |w} > p > mi, 


Ti <lu], vI<1, 


dove p = —fî. Il 4-vettore f, è definito in modo tale che fj pe = 
= f\pe = 0; nel caso considerato (diffusione all'indietro) da qui 
discende che nel sistema del baricentro ff =0, e quindi p = fi. 

Nel numeratore dell’integrale (131,7) possiamo trascurare Me, My, 
ed anche tutti i termini con u o v; i fattori u e v nel numeratore si 
semplificherebbero con i corrispondenti poli nel denominatore (vedi 
più avanti), e in conseguenza di ciò non comparirebbero i quadrati 
richiesti dei logaritmi. Notando che 


(pe— f}? X tu x — su, (po-f)}}R—sv, frsuv—p, 


(131,9) 


e trasformando l'elemento d’integrazione dtf secondo la (129,16), 
riscriviamo l'integrale (131,7) nella forma 


UST yau) (UT, yut) 
su-sv (suv — p + 10)2 


ia? 


sdudvd?f,. 
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Il numeratore dell'espressione integranda si può ulteriormente 
trasformare eseguendo la media sulle direzioni di f, e sostituendo 
{per le stesse ragioni che nella (131,4) y”, y*, con y}, y}. Dopo sem 
plici trasformazioni otteniamo 


£ MA = MRI, (131,10) 
ove 
E a p du dv dp 
dos St f uo (suv — p + i0)? 


Infine, operando nel numeratore la sostituzione identica p = (p — 

— suv) + suv, si può omettere il secondo termine che si semplifi- 

cherebbe con i poli semplici nel denominatore e non darebbe alcun 

contributo bilogaritmico. In tal modo 

a it du dv dp 

tas 4n2 f uv (p — suv — i0) * (131,11) 

Questo integrale coincide nella forma con la (129,20), e quindi 

l'integrazione in dp si esegue allo stesso modo. Tuttavia, poiché 

ora p > mì, deve essere soddisfatta la condizione suv > mì (in 
luogo di suv > 0). Per risultato otteniamo 

JO= | dude (131,12) 


uv 


x 


dove la regione d’integrazione è definita dalle disuguaglianze 
2 
Tu <up<1, suv > mi, 


{calcolando con precisione logaritmica, le disuguaglianze forti > 
vengono sostituite con le disuguaglianze semplici >). Calcolando 
direttamente troviamo 


s 
Jo = g aa (134,13) 

Nelle approssimazioni di ordine superiore della teoria delle 
‘perturbazioni i termini che a noi interessano, i termini ~g” In?" s, 
si ottengono da diagrammi analoghi al diagramma (131,6) del tipo 
«a scala» con un numero maggiore di « pioli ». Perciò l’asintoto 
bilogaritmico completo dell’ampiezza di diffusione è dato dalla 
‘somma infinita!) 


I + j I + I | I + 
: ol P_i 
— A 
(431,14) 
1) La somma di questa serie porta all’equazione di Bethe — Salpeter 
($ 122), risolvendo la quale si può trovare M;;. Risulta, tuttavia, più comodo 


«eseguire i calcoli col procedimento esposto nel seguito, secondo il quale la sem- 
plificazione di ciascun termine viene eseguita prima della somma. 


Pu 
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Per stabilire la forma generale dei termini di questa somma, esa- 
miniamo ancora un diagramma della terza approssimazione (il 
terzo termine della serie (131,14)). L'integrale relativo può essere 
ricondotto alla forma 


D MPIO, JO =(2 * (tt due da 
MA =MRI D, J (3) uw (vi Puo) oto” (134,15) 
dove la regione d’integrazione è 
mê? 
F Lua ai, SUW, SUP > mi. 


La parte bilogaritmica di questo integrale può essere separata im- 
ponendo alle variabili d'integrazione le condizioni supplementari!) 


V DU, U du. (131,16) 
Allora 
an a \2 dui dvi dug dug a: x \2 
J” = (=) f ugo = (=) f d; dn, di, dna, 
dove 


&=ln3, n= lv; 
e la regione d'integrazione è determinata dalle disuguaglianze 
> E > N o > bsn > 0, o=ln 3. 
u 


In modo analogo l’n-esimo termine della serie può essere rap- 
presentato nella forma MẸ = MẸ JM, dove 


IP (0)=(2-) i didni ... din din, (134,17) 
e l’integrazione è eseguita sulla regione 
E>M (i=1,2,..., n), >, Mm>O (131,18) 
L'ampiezza totale di diffusione è uguale a 
My=Mp U+ X J™ (0)]. (131,19) 
n=1 
Per calcolare questa somma introduciamo le funzioni ausiliarie 
A° (È, n), che sono date sempre dagli integrali (131,17), ma nei 
quali le regioni d’integrazione sono 


> (i=1,2,...,n), E>ES>O, m>m>0 (131,20) 


1) Questo metodo potrebbe venire applicato anche per il calcolo dell’inte- 
grale (130,3). 
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(limiti d'integrazione differenti per È, e Mn al posto dei limiti uguali 
della (134,18)). È evidente che Mj; = MWA (0, 0), dove 


AE, n= DI AME, n), AM=1. (131,21) 
n=0 
Dalla definizione delle funzioni A‘ (E, n) è chiaro che esse 
soddisfano le relazioni di ricorrenza 
AM (E, n= È | a dA" E, n), 


e sommando queste uguaglianze su n (da 1 a co), troviamo l’equa- 
zione che determina la funzione A (Ẹ, n): 


AG, mM=1+7 | Ao n) dn, O 


>, E>E3>O, n>u>O. 


In seguito sarà sufficiente considerare la funzione A (È, n) nella 
regione È > n. Allora l'equazione (131,22) può essere scritta nella 


forma 


n 
AÈ, n)=1 + | A (i, na) ds dna. (131,23) 
Derivando questa uguaglianza rispetto a n, abbiamo 
È 
dA (E, 
demi (AM (131,24) 
n 


e derivando poi ancora anche rispetto a È, troviamo per A (È, n) 
l'equazione differenziale 


8A a 
Questa equazione deve essere risolta con le condizioni al contorno 
dA 
= —_ == 2 
AR0=1, FE aT (131,26) 


che discendono direttamente dalle (131,23-24). 
La soluzione si può ottenere mediante la trasformazione di La- 


place rispetto alla variabile È: 


AG, n= 77 | 60 (p, dp, (131,27) 
c 


-27i 


dove il cammino C nel piano dei p complessi è una curva chiusa che 
circonda il punto p = 0. Portando la (134,27) nell'equazione (131,25) 
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e uguagliando a zero l'espressione integranda, otteniamo 


dQ x Tr 
Pan Q =q (p)e , 
dove ọ (p) è una funzione qualsiasi. La prima delle condizioni al 


contorno (134,26) dà ora 
1 
Dea f erto (p)dp=1, 
c 
da cui segue che 


P(P)=T+%(2), 


dove p (p) è una funzione analitica priva di singolarità all’interno 
del cammino C. La seconda condizione (131,26) si può soddisfare 
ponendo w (p) = —2np/a; effettivamente, in tal caso abbiamo 


ôA 1 fa ei) 

— = — — —— d =0. 

ôn ka 3 f dp | i 

Raccogliendo le espressioni ottenute e ponendo È = n = 0, tro- 
viamo 


A(0,0) = — 5> Jp 


1 2x a olot% ) 
rar |pie "P ' dp. 


Infine, integrando per parti e ricorrendo alla nota formula 


I, (2) = | 703) dp 


ni 
c 
(Z (z) = —iJ, (iz) èla funzione di Bessel di argomento immaginario), 
per l'ampiezza di diffusione otteniamo definitivamente 
A 2n Da 
My=MpY 51, ( Lo). (131,28) 


La sezione d'urto di diffusione (ad angolo 0 = n) è corrispondente- 
mente uguale a 


2 2 , 
dodo an (VE) (131,20) 
dove 
2na? 
do® S, dt 


è la sezione d'urto nell’approssimazione di Born nel caso ultrarela- 
tivistico (vedi problema 6, $ 82)!). 

1) Riportiamo qui alcuni rimandi ai lavori originali sul tema degli asintoti 
bilogaritmici dei processi di diffusione a due particelle: V. G. G or šk ov, 
V.N. Gribov,G. V.Frolov, ZETF 54, 1093 (1966) (diffusione all’indie- 
tro di un fotone su un elettrone); V. G. Gorškov, V. N. Gribo vV, 
L.N.Lipatov,G.V.Frolov, JaF 6, 361 (1967) (diffusione all'indietro 
elettrone-positrone); V. G. Gor3kov, JaF 6, 579, (1967) (processi di diffu- 
sione ad angoli arbitrari). 
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Capitolo XIV 


ELETTRODINAMICA DEGLI ADRONI 


$ 132. Fattori di forma elettromagnetici degli adroni 


Finora in questo libro si è parlato dell’elettrodinamica quantistica 
delle particelle, che non possono interagire fortemente: elettroni, 
positroni e muoni. Esiste anche una grande quantità di particelle 
che interagiscono fortemente. Queste particelle si chiamano adroni 
(a tradurre dal greco sarebbe « grande », « massiccio »). Per esem- 
pio, adroni sono i protoni e i neutroni che hanno spin 1/2, i n-me- 
soni a spin 0 e altre particelle. Logicamente adroni sono anche i nu- 
clei atomici poiché sono formati da protoni e neutroni. 

La costruzione di una esauriente elettrodinamica degli adroni 
nell’ambito della teoria esistente non è possibile. È chiaro che è 
impossibile comporre delle equazioni che descrivono le interazioni 
elettromagnetiche senza tenere conto delle interazioni forti che sono 
notevolmente più intense. La mancanza di una teoria delle intera- 
zioni forti non permette di stabilire la forma esplicita della corrente 
adronica, mediante la quale devono descriversi le interazioni nel- 
l'elettrodinamica quantistica. In questa situazione ci si deve limi- 
tare ad introdurre la corrente adronica come quantità fenomenolo- 
gica, la cui struttura viene stabilita solo sulla base di condizioni 
cinematiche generali non connesse ad alcuna supposizione sulla 
dinamica delle interazioni. L'operatore di interazione elettromagne- 
tica avrà, invece, la forma solita 


—e (JA), (432,1) 


dove ora la corrente è designata con la lettera maiuscola J (a dif- 
ferenza della corrente elettronica j). Poiché l'ordine di grandezza di 
questa interazione è dato sempré dalla carica elementare e, possiamo 
usare, come precedentemente, i metodi della teoria delle perturba- 
zioni. 

Stabiliamo la forma della corrente di transizione tra due stati 
di un adrone in moto libero (non accompagnato da alcun tipo di 
trasformazione dell’adrone stesso). Questa corrente entra nel dia- 
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gramma «a tre code» 


(132,9) 


Pa Pi 


che, a sua volta, può entrare come elemento in qualche altro dia- 
gramma più complesso (ad esempio, nel diagramma descrivente la 
diffusione elastica di un elettrone su un adrone). La linea tratteg- 
giata nel diagramma (132,2) rappresenta un fotone virtuale; essa 
non può corrispondere ad un fotone reale poiché una particella libera 
non può assorbire (né irradiare) tale fotone. Quindi 


g = (Pa — pi)? <0. 


Esaminiamo dapprima un adrone di spin 0. Siano u, e u, le am- 
piezze d’onda degli stati iniziale e finale dell’adrone, nei quali la 
particella ha i 4-impulsi p, e p3; per una particella a spin 0 queste 
ampiezze sono degli scalari (o degli pseudoscalari)!). La corrente 
adronica di transizione J;; tra questi due stati deve essere bilineare 
in u, e u3. Scriviamola nella forma 


Jp =u3Tu,, (132,3) 


dove il 4-vettore I è un operatore di vertice ignoto (rappresentato 
nel diagramma (132,2) dal cerchietto centrale). Se poniamo u, = 
= u, = 1, avremo semplicemente J; =T. 

Una proprietà universale della corrente in elettrodinamica, con- 
nessa all’invarianza di gauge della teoria, è la sua conservazione. 
Nella rappresentazione degli impulsi questa proprietà è espressa dal- 
l’ortogonalità della corrente di transizione al 4-impulso del fotone 


4q 5 P — Pi: 
qJ fi = 0. (132,4) 
Nel caso considerato ciò significa che T deve avere la forma 
T = PF (93), (132,5) 


dove P = p1+ ps, e F (9°) è una funzione scalare dell'unica varia- 
bile indipendente invariante, il quadrato g?. Poiché nella transizio- 


— e-ipx, Alla nor- 
28 

malizzazione ad una particella nell'unità di volume corrisponde (per particelle a 
spin 0) la normalizzazione dello scalare u*u = 1; si può anche porre semplice- 
mente u = 1 ($ 10). Nel seguito noi definiamo la corrente di transizione rispetto 
alle ampiezze u,, u in accordo con le notazioni del $ 65. 


1) Ricordiamo che un’onda piana ha la forma p = 
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ne la particella rimane dello stesso tipo, abbiamo pi = pi = M? 
(M è la massa dell’adrone), e quindi Pg = 0. 

Gli elementi di matrice (132,3) con T preso dalla (132,5) (e con 
essi anche l'operatore J) sono dei veri 4-vettori. Perciò l'operatore 
d’interazione (132,1) è un vero scalare. In tal modo, l'interazione 
elettromagnetica degli adroni a spin 0 risulta automaticamente 
P-invariante. Essa risulta possedere anche l’invarianza 7. In effetti, 
l'inversione del tempo, in primo luogo, scambia di posto i 4-impulsi 
iniziale e finale; la somma P = p, + pa resta ovviamente invariata. 
In secondo luogo, l’inversione del tempo cambia il segno delle com- 
ponenti spaziali dei 4-impulsi lasciando inalterati i segni delle ri- 
spettive componenti temporali; ma proprio in questo stesso modo si 
trasformano anche le componenti del 4-potenziale A, e quindi il 
prodotto JA non cambia. 

La funzione invariante F (q?) è detta fattore di forma elettroma- 
gnetico dell’adrone. Nell’ambito di una teoria fenomenologica la sua 
forma non può, ovviamente, essere stabilita. Si può, tuttavia, af- 
fermare che questa funzione è reale (nel campo del valori conside- 
rati q? <0). Questa affermazione segue da quelle stesse conside- 
razioni che furono applicate nel $ 113 ai fattori di forma dell’elettro- 
‘ne: per g? <0 mancano, in ogni caso, gli stati intermedi che pos- 
sono figurare nel membro destro della relazione di unitarietà; per- 
ciò la matrice M;;, e con essa anche J;;, sono hermitiane. 

Per q = 0 lo stato iniziale e quello finale coincidono, e quindi J;; 
diventa un elemento di matrice diagonale. In particolare, 
e (J°);;/2e; = eF (0) è la densità di carica, che coincide (per la 
normalizzazione ad una particella nell’unità di volume!) con la carica 
totale della particella. 

Per una particella elettricamente neutra F (0) = 0. Sottolineia- 
mo, però, che ciò non significa che la particella sia realmente neutra. 
Se la particella è realmente neutra e possiede una determinata parità 
di carica, allora F (q?) = 0 per tutti i g?: avendo l'operatore di cor- 
rente parità di carica dispari ($ 13), i suoi elementi di matrice ri- 
spetto a due stati di uno stesso adrone sono nulli!). 

Passiamo ora ad esaminare gli adroni a spin 1/2. In questo caso le 
ampiezze d’onda u, U sono dei bispinori e la corrente adronica ha 
la forma 

J fi = Usglu,. (132,6) 
Mediante combinazioni bilineari di u, e u e dei 4-vettori pı, Pa Sİ 
possono comporre sia delle quantità realmente quadrivettoriali sia 


< 1) Questo, certamente, non significa che tale adrone non interagisca affatto 
col campo elettromagnetico. Il prodotto di due operatori di corrente, J (x) J (2’), 
possiede parità di carica pari, e i suoi elementi di matrice non sono nulli per 
transizioni tra stati aventi la stessa parità di carica. Perciò, un adrone realmente 
neutro può diffondere un fotone ed anche irradiare simultaneamente due fotoni, 
cioè partecipare a processi di ordine superiore in a. 
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delle quantità pseudovettoriali (che soddisfano la condizione (132,4). 
Perciò la condizione di invarianza P dell'interazione non viene sod- 
disfatta automaticamente e deve essere imposta supplementar- 
mente'). Come abbiamo mostrato nel $ 113, con questa condizione 
supplementare l’operatore di vertice contiene due fattori di forma 
indipendenti reali (per q? <0). Scriviamo ora questo operatore 
nella forma 


T” = 2M (F— Fn) Zy + Fo = 


2 p 
=2M (Fe gie Fm) pr ip 00 = 


= (4M>F:— Fm) +4 (F,— Fm) gn, (132,7) 


dove Fe (4°) e Fm (9°) sono fattori di forma invarianti (M è la massa 
dell’adrone); dell’equivalenza delle tre espressioni scritte è facile 
convincersi mediante le uguaglianze P? + g? = 4M? e la (113,5)?2). 

I fattori di forma elettromagnetici appartengono alla categoria 
delle ampiezze invarianti, concetto che fu introdotto nel $ 71. Essi 
possono considerarsi come ampiezze « di reazione » che rappresentano 
(nel canale di annichilazione) la disintegrazione di un fotone virtuale 
in adrone e antiadrone. Il fotone virtuale è una « particella » a spin1. 
Del fatto che la disintegrazione di un fotone virtuale in due par- 
ticelle a spin 1/2 debba essere descritta da due ampiezze indipendenti 
ci si può convincere anche con un calcolo delle rispettive ampiezze 
nella rappresentazione delle elicità (As, | S7 | Àa) (vedi $ 70). 
Effettivamente, in forza dell’invarianza P i quattro elementi non 
nulli della matrice S sono a due a due uguali: 


(1/2 1/2|51|1)=(— 1/2 — 4/2] St|— 1), 
(1/2 — 1/2] S+ 10) = {— 1/2 1/2|54|0). 


1) I dati sperimentali disponibili non manifestano violazioni della legge di 
SONDSEVEBIONE della parità spaziale nelle interazioni elettromagnetiche degli 
adroni. 

2) L'opportunità di definire i fattori di forma secondo la (132,7) (R. Sachs, 
1962) verrà chiarita più avanti. Nella letteratura scientifica sono usati anche i 
fattori di forma F}, F, definiti analogamente a f e g della (113,6), cioè definiti 
secondo la relazione 


F. 
T= Fiy" — IE og. 


Essi sono connessi con Fe, Fm mediante relazioni 


2 
Fe=F\+F2-775 0 Fm=F+Fv 
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La richiesta di invarianza 7 (o di invarianza C nel canale di an- 
nichilazione) non aggiunge nuove relazioni tra questi elementi. 
A questa circostanza è connesso il fatto che l’interazione descritta 
dall'operatore di vertice (132,7) risulta automaticamente anche T- 
invariante (tale situazione, tuttavia, non ha già più luogo per 
particelle di spin superiore). 

Per q —> 0 i termini di ordine zero e uno (in q) nella (132,7) sono 


I” = F, (0) H — zr IFm(0)— Fe (O) og, (132,8) 


Da qui si vede (vedi $ 113) che F. (0) è la carica elettrica della par- 
ticella (in unità e), e Fm (0) — Fe (0) è il suo momento magnetico 
anomalo (in unità e/2M)}). 

Finora abbiamo usato i fattori di forma solo nello spazio degli 
impulsi. Ciò è, ovviamente, sufficiente per descrivere i fenomeni os- 
servabili. A scopo puramente illustrativo, tuttavia, si può dare ai 
fattori di forma un’interpretazione un poco più visuale, consideran- 
doli come le trasformate di Fourier di certe funzioni delle coordinate. 

A tale scopo è comodo scegliere il sistemajdi riferimento in cui 
P = p, + p =0 (il cosiddetto sistema di Breit); questo è sempre 
possibile essendo P? > 4M? > 0. In tale sistema e, = €, = £, e 
quindi P° = 2e, mentre le componenti del 4-vettore q sono Q? = 0, 
q = 2p, = —2p: 

Per un adrone a spin 0 la corrente di transizione assume, nel 
sistema di riferimento di Breit, una forma particolarmente semplice: 


IR 
S-F(-9), J=0. 


Da qui si vede che F (—g°) può essere interpretato come la trasfor- 
mata di Fourier di una distribuzione statica di cariche di densità 


1 > 
p(r)=e Tai j F (— g) rdg. (132,9) 


In questo senso si parla di una struttura elettromagnetica spaziale 
della particella: per F = costante = 1 si avrebbe p (r) = eô (r); 
la dipendenza del fattore di forma da g viene interpretata come uno 
scostamento della distribuzione della carica dalla distribuzione pun- 
tiforme. Sottolineiamo, però, che non si deve dare a questa interpre- 
tazione un significato letterale. La funzione p (r) non è relativa, in 
generale, ad un qualsiasi sistema di riferimento determinato, poiché 
ad ogni valore di g corrisponde un suo sistema di riferimento. 

Solo nel limite non relativistico dei piccoli g? « M?, quando è 
possibile trascurare la variazione dell’energia della particella nella 


1) Cosî, per il protone Fe (0) = 1, Fm (0) — Fe (0) = 1,793. Per il neutrone 
Fe (0) = 0, Fm (0) = —1,913 (momento magnetico interamente « anomalo »). 
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diffusione, il sistema di riferimento di Breit coincide col sistema di 
quiete della particella e non dipende da q. In questa approssimazione 
gli stati iniziale e finale della particella sono uguali, e quindi la 
corrente di transizione diventa un elemento diagonale di matrice e 
la funzione p (7) assume il reale significato di distribuzione spaziale 
delle cariche. Per le particelle elementari, tuttavia, i valori carat- 
teristici dî | g |, sui quali i fattori di forma variano sensibilmente, 
sono solo di poco inferiori a M. Perciò nel limite non relativistico 
F (—g°*) può venire sostituito con F (0), considerando cosí la particel- 
la come puntiforme. Una situazione differente si ha per i nuclei. 
La massa del nucleo M è proporzionale al numero dei nucleoni A 
in esso contenuti, e il valore caratteristico | q | ~ 1/R, è cioè pro- 
porzionale a 4-1 (R è il raggio del nucleo). Di conseguenza, per 
nuclei sufficientemente pesanti sono caratteristici i valori 9? < M?, 
e, in tal modo, l’analisi non relativistica è ammissibile su tutto l’in- 
tervallo importante dei valori; con ciò il concetto di struttura elet- 
tromagnetica del nucleo viene ad assumere un senso ben determinato. 

Per una particella a spin 1/2, dalla (132,7) nel sistema di Breit 
otteniamo 


Jhi = (Fe— Fm) x (Uau) + Fm (Uyu) = Fe (Uyu), (432,10) 
Ju =y Fmlig. (U 2u)), (132,11) 


dove X è l'operatore tridimensionale di spin (una matrice) (21,24), 
e nella (132,10) è stata usata l'uguaglianza 

e (usyu,) = M (uau), 
che è facilmente verificabile mediante le equazioni di Dirac per u, 
© U, Per Pı = — Po. 

La componente temporale della corrente di transizione (132,10) 
differisce dall'espressione per una « particella puntiforme » (elet- 
trone) per il fattore F, (—g?). Si può perciò dire che il fattore di 
forma F, (chiamato fattore di forma di carica) descrive la « distribu- 
zione spaziale della carica » secondo la (132,9). l 

Analogamente, al vettore tridimensionale (132,11) si può met- 
tere in corrispondenza una « distribuzione spaziale » della densità 
delle correnti ej (r) = rot u (r), dove 


u(r) = zi È | Fn (— 0) eirda 


rappresenta la « densità di momento magnetico ». In tal modo, il 
fattore di forma Fm (detto fattore di forma magnetico) può essere 
interpretato come la densità di distribuzione spaziale del momento 
magnetico; ciò, ovviamente, con tutte le riserve fatte precedente- 
mente a proposito della distribuzione della carica. Qui Fm include 
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in sé sia il momento magnetico « normale » di Dirac che il momento 
«anomalo » peculiare dell’adrone; alla « densità » del momento 
« anomalo » corrisponde la differenza Fm — Fe. 

È naturale ritenere che i punti singolari dei fattori di forma 
adronici, come anche di quelli elettronici, siano disposti per valori 
reali positivi dell'argomento t = g? = —@?. Questo permette di 
trarre determinate conclusioni sul comportamento asintotico della 
distribuzione p (r) (e di p (r)) per r + œ. Precisamente, una tra- 
sformazione dell’integrale (132,9), analoga a quella eseguita nel $ 111 
per passare dalla (111,3) alla (111,4), conduce al risultato che ai gran- 
di r avremo 

p(r) Seo, 


dove x? è l’ascissa del primo punto singolare del fattore di for- 
ma F (q?) (cfr. anche la nota a pag. 564). Se, come accade di solito, 
la singolarità più vicina è costituita dalla soglia di creazione da 
parte del fotone virtuale di una coppia di adroni (ognuno di massa Mo), 
allora xo = 2 Mo. 


$ 133. Diffusione di elettroni da parte di adroni 


Applichiamo le formule ottenute nel paragrafo precedente alla 
diffusione elastica di un elettrone su un adrone. Designiamo il 4- 
impulso iniziale e finale dell’adrone rispettivamente con pr e Ph 
e i 4-impulsi dell’elettrone rispettivamente con pe e pe; per essi vale 
la relazione 

Pet Ph = Pe + Ph- (133,1) 


Il processo considerato è rappresentato dal diagramma 
l (133,2) 


All’emissione di un fotone virtuale da parte di un elettrone corri- 
sponde l'operatore di vertice ordinario y; all’assorbimento dello stes- 
so da parte di un adrone corrisponde l'operatore T. 

Esaminiamo il caso, che presenta il maggior interesse, di un 
adrone a spin 1/2 (ad esempio, la diffusione di un elettrone da parte 
di un protone o di un neutrone). 

Al diagramma (133,2) corrisponde l'ampiezza di diffusione 


M p = 4ne? T (uayue) (un Tuun). (133,3) 
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Il calcolo della sezione d’urto da quest’ampiezza non presenta dif- 
ferenze di principio dai calcoli effettuati nel $ 82; qui è comodo scri- 
vere l'operatore I° nella forma della prima delle espressioni (132,7). 

Per la diffusione di particelle non polarizzate si ottiene il se- 
guente risultato: 


do = 


na? di 


[s-M+m)]ls-(M-m}}8 (1-27) 
x { Fè [(s— u)? + (4M2— t) t) — 
Te Fh i(s— u)? — (4M? —t) (4m2 +11} . (133,4) 


x 


Qui M è la massa dell’adrone, m la massa dell'elettrone, 


s=(pe+ pa, t=0%=(pe— pe), u=(pe— Ph}, 
s+t+u=2m2+2M?°. 


Esaminiamo alcuni casi limite. 

Per la diffusione di elettroni su un nucleo pesante presenta inte- 
resse il caso in cui l'impulso | g | trasferito dall’elettrone al nucleo è 
piccolo rispetto alla massa del nucleo, ma non rispetto a 1/R (R è 
il raggio del nucleo), e quindi non si può considerare il nucleo come 
puntiforme. In tal caso il sistema del baricentro coincide approssi- 
mativamente col sistema di quiete del nucleo, l’energia di rinculo 
del nucleo può essere trascurata e l'energia dell'elettrone non cam- 
bia. In questo caso 


—t=qQ°<M?, n|dt|= p? dos, 
s— M œ M? —u ~ 2Mee 
e la formula (133,4) prende la forma 


do = Eee (422 — q?) F? (— g?). (133,5) 


In questa approssimazione nella sezione d’urto rimane solo il ter- 
mine con il fattore di forma elettrico e la (133,5) corrisponde alla 
formula (81,5), valida per la diffusione di un elettrone su una di- 
stribuzione statica di cariche. l 

Per la diffusione di un elettrone su un neutrone fisso nello stesso 
caso limite e, < M (M è la massa del neutrone) i fattori di forma 
possono essere sostituiti con i loro valori per g = 0, poiché, come 
abbiamo già notato, per un nucleone singolo il « raggio » caratte- 
ristico della distribuzione delle cariche è confrontabile con 1/M1). 


1) Il valore empirico del « raggio » iz medio di un nucleone è 
=3,5/M = 1/2mn (mx è la massa di un pione). 
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Essendo il neutrone elettricamente neutro F, (0) = 0, e la sezione 
d'urto assume la forma 


a ea IA Da (133,6) 


2 
sen: 5 


dove p = sy Em (0) è il momento magnetico del neutrone, ® è l'an- 


golo di diffusione. Questa formula corrisponde al caso della diffu- 
sione di un elettrone su un momento magnetico puntiforme fisso. 

Infine, scriviamo la formula per la sezione d’urto di diffusione 
di un elettrone ultrarelativistico su un nucleone per |g | > m. 
Per q? noi intendiamo, come al solito, il quadrato dell'impulso tra- 
sferito nel sistema del baricentro, e quindi l’invariante t = —g?. 
Nel sistema di quiete del nucleone iniziale (sistema del laboratorio) 
abbiamo, invece, 

—t X 2 (Pepe) = 2Ee£e (1 — 0898), 

dove £g., €: sono l'energia iniziale e finale dell'elettrone, ® è l'angolo 
di diffusione in questo sistema. Nel caso ultrarelativistico e. è legato 
a Ò mediante la stessa formula che nel caso della diffusione di un 


fotone (cfr. la (40) ; 


1 
egg 000): 
Abbiamo perciò 
463 sen? È 
e% sen? -y 
l ui M sen? -y n 
ndlt|j=-— ee ee (1-37) do, (133,8) 


(1+ Tre sen? 5) 
dove dos = 2x sen è dd. Nella formula (133,4) si può ovunque tra- 
lasciare la massa dell’elettrone m; esprimendo tutte le quantità at- 
traverso t e s — M? = 2Me, otteniamo 


do = EAH (pe) [MET La] d Fr (0) [ Mt i), 


Br 4M2—t 4M2 4M2 —t 
(133,9) 
oppure, usando le (133,7-8), 
na 
, a 2 1 
do = dos -zF duel 1+ 286 en Ê X 
2 M 2 
t 
Fi—- y F} 
4M2  ™ t d 
7 -5M Fmtg? > (133,10) 
1-7 


(M. Rosenbluth, 1950). 
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Notiamo che i fattori di forma F, e Fm danno contributi indi- 
pendenti alla sezione d'urto, e i termini di interferenza tra di essi 
mancano. Questo conferma che la scelta fatta dei fattori di forma è 
ragionevole. 

PROBLEMA 

Trovare la sezione d’urto di diffusione di un elettrone su un adrone 
a spin 0. 

Soluzione. Usando fa (132,5), in luogo della (133,3), abbiamo 


bre? —, s 
Mi=T@ (uePnue) F (42). 


Per la sezione d'urto si ottiene 
. na? dt [(s— u)? -+ (4M2 — t) t] 


d= MEMA- Mama O 
(le notazioni sono le stesse della (133,4)). Per | t| Ð m? 
ci) 
si rr o ER 
= 006 Fer sni Ë pu 286 senz 0 
2 M 2 


(le notazioni sono le stesse della (133,10)). 


$ 134. Teorema delle basse energie per la radiazione 
di frenamento 


Nel $ 95 abbiamo studiato il processo di emissione di un fotone 
nell’urto di particelle nel limite in cui la frequenza del fotone tende 
a zero. In quella sede risultò che l’ampiezza del processo è inversa- 
mente proporzionale a œ e si esprime in maniera semplice attraverso 
l'ampiezza dello stesso processo di collisione senza emissione di 
fotoni molli (di questa ampiezza parleremo convenzionalmente nel 
seguito come di ampiezza di diffusione « elastica » e la designeremo 


con M$? 1)). Nell’approssimazione successiva (in ©) abbiamo 
Mya =Mp" +MẸ, (134,1) 


dove al termine principale (~@7!) va ad aggiungersi un termine cor- 
rettivo (c0.0°) indipendente da w. Vedremo in seguito che anche questo 
termine correttivo (come già quello principale) può venire espresso 
attraverso Mf?, e per di più, in modo indipendente dai particolari 
(a noi sconosciuti) della struttura elettromagnetica dell’adrone. 
Questa"affermazione è nota come il teorema delle basse energie per la 
radiazione di frenamento (F. E. Low, 1958). 

Abbiamo visto nel $ 95 che il contributo fondamentale nell’am- 
piezza di emissione di un fotone molle (corrispondente al primo ter- 


1) Nel $ 95 era designata come Mi. 
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mine nella (134,1)) è dato dai diagrammi nei quali il fotone viene 
emesso direttamente dalla particella iniziale o da quella finale. 
Si tratta dei diagrammi della forma 


Pi Lg A Bi P 
Prk Pitk 
(134,2) 
Pz Pa P2 Pz 
a b) 
in un certo senso contrapposti ai diagrammi della forma 
4 
i 
(134,3) 
b) 


nei quali la linea fotonica esce dalle parti interne del diagramma. 
Caratteristica dei diagrammi (134,2) è che essi possono essere divisi 
in due parti mediante un taglio di una linea dell’adrone virtuale 
(iniziale o finale). In altre parole, essi illustrano una proprietà im- 
portante sotto questo aspetto: la presenza di uno stato intermedio 
ad una particella con un adrone. Abbiamo visto nel $ 80 che, in 
forza delle richieste di unitarietà, questa proprietà conduce già 
di per se stessa alla comparsa di un polo nell’ampiezza. 


Adroni a spin 0 


Supponiamo, per semplificare, che dei due adroni collidenti sia 
elettricamente carico (e possa, di conseguenza, irradiare) solo uno 
(il primo) e che ambedue gli adroni siano privi di spin. Le ampiezze 
d'onda u di tali adroni sono degli scalari che noi poniamo uguali a 1. 

Allora il contributo nell’ampiezza dovuto alla parte singolare del 
diagramma (134,2,a) ha la forma 


IM =V Tn et (2pt— K”) Ze Tp ir. (134,4) 


Il primo fattore è relativo al fotone k (e,, è il suo 4-vettore polariz- 
zazione). Il secondo fattore è relativo al vertice elettromagnetico 


adronico (il punto in grassetto nel diagramma); esso è scritto nella 
forma (132,5), dove Z,e è la carica dell’adrone e F il suo fattore di 
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forma. Il terzo fattore è il propagatore dell’adrone virtuale p, — k 
(M è la sua massa). Infine, il fattore il designa qui tutta la parte 
restante del diagramma. Quest'ultimo fattore differisce’ dall’ampiez- 
za di diffusione « elastica » 


Pi Pi 

fl) 

Mg = (134,5) 
Pz Pz 


per la sostituzione dell’adrone reale p; con l’adrone virtuale p, — k. 

Tra i primi termini dello sviluppo dell’espressione (134,4) in 
potenze di œ figureranno: 1) i termini inversamente proporzionali a 
©, 2) i termini indipendenti da œ ma dipendenti dalla direzione di k, 
3) i termini indipendenti sia da œ che da k. I termini del terzo gruppo 
(e solo questi) possono provenire anche da diagrammi « non singo- 
lari », i diagrammi della forma (134,3), che non contengono singolari- 
tà, e dalle parti non singolari dei diagrammi (134,2). Come vedremo, 
tutti i termini di questo tipo sono univocamente determinabili dai 
termini dei primi due tipi mediante la condizione di invarianza di 
gauge e non richiedono, perciò, calcoli speciali. 

L'ampiezza del processo « elastico » (134,5) dipende unicamente 
da due variabili indipendenti: 


s = (pi + pe)? = (pi + pa). 
t=(Ps— P}. 


La sostituzione di pı con p, — k non solo trasforma s in (pı — k + 
+ p,)?, ma introduce anche la dipendenza dalla nuova variabile 


(Pı — k}? — M = —2p;k, 


che caratterizza la « non fisicità » dell'impulso p, — k. Ma già il 
primo termine dello sviluppo secondo questa nuova (piccola) varia- 
bile elimina la singolarità nell’ampiezza (134,4) e quindi può dare 
in essa solo termini indipendenti da k, che a noi, secondo quanto 
detto sopra, per ora non interessano. In tal modo, arriviamo all’im- 
portante conclusione che al posto della quantità T nella (134,4) 


si può porre l’ampiezza fisica MS? (s, t), sostituendovi solamente 
s>(p1+ pa— k}? =s— 2k (pı + pa). (134,7) 


I primi termini dello sviluppo sono 


(134,6) 


aMer 
T> MHP (s, )—2 (kpi +kp) (E), 
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Per la stessa ragione, non è importante il fatto che il fattore 
di forma elettromagnetico F è qui relativo ad un vertice in cui dei 
due terminali adronici (pı e pı — X) solo uno è fisico. Possiamo quin- 
di sostituire F col fattore di forma esaminato nel $ 132 relativo ad 
un vertice con due terminali fisici, e poiché il fotone k nel caso consi- 
derato è reale, abbiamo F (k?) = F (0) = 1. 

In tal modo, dalla (134,4) troviamo 


MP = Ze Vin Po) _ 
2 1 MED 
— Zie V 4n 2 (e* pi) ag 2 (Ph) a + es (134,8) 


dove i punti di sospensione significano i termini del tutto indi- 
pendenti da k (mentre il secondo termine della (134,8) dipende dalla 
direzione di Æ). In modo analogo troveremo che il contributo in M; 
dovuto al diagramma (134,2,b) differisce dal (134,8) per la sostitu- 
zione di p,, ps, k con pi, ps, —k. Per il termine principale dello 
sviluppo otteniamo cosî l’espressione a noi già nota 


MG? = Zie Va (42 = Di ) agg» (134,9) 
(cfr. la (95,5). ! 

I termini indipendenti da k possono essere determinati usando la 
richiesta che l'ampiezza sia globalmente gauge-invariante. Preci- 
samente, essa non deve cambiare per la sostituzione e* ++ e* + 
+ costante-X, deve cioè avere la forma M;; = efJ*, ricordando 
inoltre che k J” = 0. È facile vedere che a tal fine occorre aggiun- 
gere alla (134,8) il termine indipendente da k 


— 2Ze V 4n (pse*), 
e analogamente per il diagramma (134,2,6). Come risultato otteniamo 


; ria k g i ; aM 
MW =22,e V Treg | pp È — pp + pi Pei — pit |= (184,10) 


Questa formula dà la soluzione del problema posto. La si può 
rappresentare in forma più compatta operando la sostituzione identica 


ô d 
Ze (ar) (Fire 
(e analogamente per 0/0p;) ed introducendo gli operatori differenziali 
Pu pm ô _ 2 
dip TAS k a dp (OS) 
(e analogamente per dip). Allora!) 
MP = Zie V inej (di +a) MEP. (134,12) 


. 1) La generalizzazione di questa formula al caso di urti con la partecipazione 
di un numero qualsiasi di particelle cariche viene realizzata mediante la sosti- 
tuzione di Z, (d, + di) con un’analoga somma sulle particelle iniziali e finali. 
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La sezione d'urto è determinata dal quadrato | Mj: |°; con la 
precisione richiesta 
|Ma P =| MA +2 Re(MGaPMp*). (134,13) 
Il secondo termine dà la correzione voluta alla sezione d'urto di 
radiazione. Sommando sulle polarizzazioni del fotone, otteniamo per 
questa correzione la seguente espressione; 


, 


— án (Ze? (Tr) i+ MP. (134,14) 


In tal modo, la correzione alla sezione d'urto di radiazione è espressa 
attraverso la sezione d’urto del processo « elastico » e la sua derivata 
rispetto a s. 
Adroni a spin 1/2 

Si abbia ora un adrone a spin 41/2. Il principio dei calcoli rimane 
lo stesso. Cambia solo la forma concreta dei vertici e dei propagatori. 

In qualità di operatore di vertice elettromagnetico occorre pren- 
dere l’espressione (132,7), la quale per k? + 0 e per una linea fotonica 
uscente diventa 
Zeyh + Pario Pky, (134,15) 
dove Han è la parte anomala del momento magnetico dell’adrone 
(cfr. la (132,8)). L'operatore di vertice T, invece, connesso all’am- 
piezza del processo « elastico », è determinato dalla relazione 


iM = u, ilu, (134,16) 
uove u, = u (pı), u = u (pi) sono le ampiezze bispinoriali del- 


l’adrone iniziale e finale. La dipendenza di questo operatore dai 
4-impulsi delle particelle può essere rappresentata nella forma 


T= fi (5, t) + (Pe + Pi) fa (S, 1), (134,17) 
dove fı, f, sono ampiezze invarianti (cfr. la (71,3)). 
Allora un contributo dovuto, ad esempio, al diagramma (134,2,a) 
nell’ampiezza del processo sarà 
MP = ur LIETA VEn (2,00% + pane ky) ug, 
dove in I l'argomento s deve essere sostituito secondo la (134,7). 
Tralasciando i semplici calcoli intermedi, riportiamo il risultato 
finale: pa mA 
; sii e*k È es 
My =V 4n Zeu; [(a; +0) +05 r+ ETES u, — 
Ls uvo* % (pie) 4 6% (p 
_ VE , [ol eu kyM — k (pie*)4-e* (pik) E 
Via Hanta [ (Ph) -=T 
_ pB kM + Ê (pe) — è (pik) 


S u. (134,18) 
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Nella correzione alla sezione d’urto Mj figura, secondo la (134,13), 
linearmente. È evidente che il momento magnetico uan può com- 
parire nel risultato solo nella forma uan 61 oppure Pan 6;, dove È è il 
vettore polarizzazione degli adroni. Di conseguenza, nell’eseguire la 
media sulle polarizzazioni degli adroni tutta questa parte viene a 
cadere. Se eseguiamo la media anche sulle polarizzazioni del fotone, 
dopo semplici trasformazioni, risulta che rimane valida la formu- 
la (134,14), che esprime la correzione alla sezione d’urto di radia- 
zione attraverso la sezione d’urto di diffusione « elastica » (T. N. Bur- 
nett, N. M. Kroll, 1968). 


$ 135. Teorema delle basse energie per la diffusione 
di un fotone su un adrone 


Nel limite delle piccole frequenze la sezione d'urto di diffu- 
sione di un fotone su una qualsiasi particella carica in quiete tende 
al suo valore classico dato dalla formula di Thomson. A questo limite 
corrisponde un'ampiezza indipendente dalla frequenza del fotone w, 
che designeremo qui con Mjî°. Tuttavia, anche per la diffusione di 
un fotone (come già per la radiazione di frenamento esaminata nel 
paragrafo precedente) risulta che non solo questo primo termine, ma 
anche il termine successivo dello sviluppo dell’ampiezza in potenze 
di œ non dipende dai particolari della struttura elettromagnetica 
dell’adrone: 


Mp =MR +MF, (135,1) 


dove M® ~ o (F. E. Low, 1954; M. Gell-Mann, M. L. Goldberger, 


1954). 
Il processo considerato è rappresentato da diagrammi di tre tipi: 


7 (135,2) 


a) 5) c) 


dei quali, i primi due sono nuovamente caratterizzati dalla pre- 
senza di uno stato intermedio ad una particella ed hanno, quindi, 
una singolarità di tipo polo. 

In linea di principio, tutte le argomentazioni e il formalismo dei 
calcoli rimangono gli stessi del § 134. Di fatto è sufficiente calco- 
lare solo un contributo delle parti singolari dei diagrammi (135,2,a-b), 
nei quali i vertici elettromagnetici sono espressi attraverso i fattori 
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di forma statici (carica Ze e momento magnetico anomalo uan) secondo 
a (134,15). 

Tuttavia, a differenza del caso della radiazione di frenamento, 
le correzioni alla sezione d’urto dell’effetto Compton, che ora ci 
interessano, esistono solo per particelle dotate di spin. La ragione di 
ciò sta nel fatto che per la radiazione di frenamento, oltre alle cor- 
rezioni connesse allo spin, ci sono anche correzioni connesse alla 
dipendenza energetica dell’ampiezza del processo « elastico ». Nel 
caso che stiamo esaminando, però, il ruolo di quest’ultima grandezza 
è svolto dai fattori di forma, che per « terminali fisici » si riducono 
a delle costanti e non dipendono dall’energia. Perciò, per la dif- 
fusione di un fotone le correzioni sono dovute soltanto al momento 
magnetico, assente nelle particelle prive di spin. Nel seguito noi 
esamineremo la diffusione di un fotone su un adrone a spin 1/2. 

Intendendo per M;; il contributo nell’ampiezza di diffusione 
dovuto ai diagrammi singolari, abbiamo (cfr. le (86,3-4)) 


Mji = — 4n (Ze) eite, (W Q®u), (135,3) 
dove 
o= p SH EEM o 4 ps) E s, 
(135,4) 


s=(p+k} =(p'+k'?, u=(p—k'}? = (p'— k) 
e, per brevità, sono state introdotte le notazioni 
Mano! = Zes", panotky = Zes”. (135,5) 
Permutando gli operatori p + M e usando le equazioni u’ (p — 
— M) = (p — M)u=0, si può trasformare questa espressione 
nella forma 


V t k 2 k—-2 t 
W | ye SEE y+ 2p” pEr E "m+s ]— 


2pk 
pets yoik pi la 
su PHEHM ov P—E' HM o 
-[s" A a SS SE: (135,6) 


Questa forma (e la forma analoga con k e k’ scambiati di posto) 
rende evidente l’invarianza di gauge dell’espressione (135,3), che 
si esprime nelle uguaglianze 


ki, (u Qu) = (u'Q™u) k, =0 (135,7) 


(verificando occorre ricordare che Kk = 0, kS = k'S' = 0). 
Poiché la parte singolare dell’ampiezza di diffusione risulta, in 
tal modo, gauge-invariante già di per se stessa, deve allora essere: 


44* 
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gauge-invariante di per se stessa anche la parte regolare dell'am- 
piezza (che include in sé anche il contributo del diagramma (135,2,c). 
Da qui segue, a sua volta, che lo sviluppo di questa parte in potenze 
di k e k’ deve iniziarsi a partire dai termini quadratici (cfr. analoga 
osservazione a proposito della condizione (124,5)). In altre parole, la 
parte regolare dell'ampiezza contiene solo termini a cominciare da 
quelli proporzionali a 00° ~ ©?, non dà cioè alcun contributo nei 
termini che ci interessano, e che sono proporzionali a œ? e œ'. Tutti 
questi ultimi sono, quindi, contenuti nell'espressione (135,3). 

Per eseguire praticamente i calcoli scegliamo il sistema di rife- 
rimento del laboratorio, in cui si trova in quiete l’elettrone ini- 
ziale. Per i fotoni scegliamo il gauge trasversale tridimensionale, nel 
quale e) = e, = 0. Allora pe = 0, p'e'* ~ |p'|- œ, e dalla 
(135,6) si vede immediatamente che i primi termini dello sviluppo 
di M;; saranno proporzionali a 0°, mentre i termini contenenti pan 
daranno un contributo solo nei termini proporzionali a œ}. 

Le ampiezze d’onda dell’elettrone iniziale e finale nel sistema 
di riferimento del laboratorio hanno, con la necessaria precisione, la 


forma 
u =V 2M Co) , u=)Y2M (w'*, -57 (k—k')o) ; 


dove w, w' sono spinori tridimensionali. 
Un calcolo diretto porta al seguente risultato: 


MW = — 8n (Ze)? (e'*e) (w*w), (135,8) 


MR = — 1ni M pino (W*0w) [[n'e'*] [ne]]— 
— 4niZepan® (W'*ow) {n ([ne]e'*)+[ne](ne'*)— 
— n' ([n'e'*]e)—[n'e'*](ne)—2[e"'*e]} (135,9) 


(dove n = klo, n'=k'/0'). 

La sezione d’urto di diffusione è 

do = ga lM n a do' (135,10) 

(vedi la (65,19)). Per la diffusione su una particella carica è dif- 
ferente da- zero sia M$? che M. La precisione adottata permette di 
conservare nel quadrato | Mj; |? i termini | M}? |? e Re (MẸ? MR*). 
Il primo dà la sezione d'urto di Thomson. Il secondo, invece, si annul- 
la nella media sulle polarizzazioni dei fotoni e degli elettroni. Perciò 
nella diffusione su un adrone carico le correzioni considerate sono 
dovute solo agli effetti della polarizzazione. . 

Per la diffusione su un adrone elettricamente neutro M}? = 0 
e la sezione d’urto è determinata dal quadrato | MY} |?. Eseguita la 
media sulle polarizzazioni delle particelle finali e calcolata la somma 
sulle polarizzazioni delle particelle iniziali, questa sezione d’urto 
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risulta (in unità ordinarie) uguale a 


do = (2 + sen? 8) do', (135,11) 


~ Ach 


dove ® è l'angolo di diffusione del fotone, e il momento magnetico 
anomalo coincide col momento totale u. Notiamo che per la sua 
dipendenza angolare questa sezione d’urto corrisponde al caso di 
una diffusione antisimmetrica (vedi problema 2, $ 61). 


$ 136. Momenti di multipolo degli adroni 


Esaminiamo ora la corrente di transizione corrispondente ad 
un diagramma simile al diagramma (132,2) 


4x 
I 


E (136,4) 


nel quale, però, le linee p, e p, sono relative a particelle differenti 
(di massa M, e M); qui risulta più comodo rappresentare la linea 
fotonica k = pı — p come uscente dal vertice. In questo caso il 
fotone può essere sia virtuale che reale: deve solo essere k? < (M, — 
— M)’, cosí che è possibile il valore k? =0. In tal modo, le appli- 
cazioni di questo diagramma comprendono, in particolare, anche i 
processi di emissione di un fotone accompagnata da trasformazioni 
delle particelle, tra le quali possono esserci anche dei nuclei (in 
quest’ultimo caso le particelle iniziale e finale sono il nucleo in stati 
differenti). 

In relazione al problema posto il caso più interessante si ha quando 
la lunghezza d’onda del fotone è grande rispetto alle « dimensioni » 
caratteristiche della particella (cioè le dimensioni che compaiono 
nel relativo fattore di forma; per i nuclei esse coincidono, natural- 
mente, con il loro « raggio »). Allora la corrente di transizione può 
essere sviluppata in potenze di ķ!). 

Notiamo innanzitutto che deve essere 


J;i=0 per k=0.. (136,2) 


In effetti, al limite k —> 0 corrisponde un potenziale costante nello 
spazio e nel tempo. Ma tale potenziale non ha alcun senso fisico e 
non può essere la causa di nessun processo reale. A questa conclu- 
sione si può arrivare anche da un punto di vista più formale: le 


(19 48) Nel seguito noi seguiremo una metodologia elaborata da V. B. Berestetskij 
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correnti considerate nel $ 132 erano differenti da zero per k = 0 
grazie alla presenza di termini proporzionali al 4-vettore P = p, + 
4 Ppa; ma per M, # M, il prodotto Pk #0, e quindi tali termini 
sono vietati dalla condizione di trasversalità della corrente. 

Scriviamo la condizione di trasversalità della corrente Jj; = 
= (pf; J;:) in forma tridimensionale: 


kJ = @;: (136,3) 
A questa condizione si può soddisfare in due modi: 
J ji = Wv (k, o), Pfi = kv (k, ©) (136,4) 
oppure 
Ji = [ka (k, ®)], Pri = 0. (136,5) 


Qui v è un certo vettore polare e @ un vettore assiale. Nel primo 
caso si parla di corrente di tipo elettrico e nel secondo di corrente di 
tipo magnetico. Secondo la (136,2) v e a per k, œ +0 o rimangono 
finiti o si annullano. 

Sia l'energia del fotone œ « M,. Allora possiamo trascurare l’ef- 
fetto del rinculo e considerare in quiete anche la particella finale M, 
(nel sistema a riposo della particella M,); in tal caso œ diventa una 
quantità data: © = M, — M.. Gli stati delle particelle in quiete M, 
e M, sono caratterizzati dagli spinori tridimensionali w; e w, ri- 
spettivamente di rango 2s, e 2s,, dove s, e s, sono gli spin delle par- 
ticelle. La corrente di transizione deve essere una combinazione bi- 
lineare di w, e w3. Con i prodotti delle componenti di questi spinori 
si possono comporre tensori irriducibili di rango l = sı + sy, ... 

<<, | Ss} — ss | (per un dato / si avrà un vero tensore o uno pseudo- 
tensore a seconda della parità intrinseca delle particelle M, e M,). 
Oltre a questi tensori abbiamo a nostra disposizione solo il vettore k. 
Tenendo presente che vogliamo costruire il primo termine dello svi- 
luppo della corrente in potenze di Æ, occorre comporre, con queste 
quantità, un vettore della potenza più bassa possibile di Æ. Raggiun- 
geremo lo scopo prefisso prendendo il tensore di rango più basso 
che abbiamo e moltiplicandolo (! — 1) volte per il vettore Æ. Questo 
sarà proprio il vettore polare v o il vettore assiale a. 

Siano Qim le componenti sferiche di un tensore composto dalle 
ampiezze d'onda delle particelle. Le componenti sferiche di un ten- 
sore di rango l — 1, composto dalle componenti di Æ, saranno uguali 
a|lk|j®” Yi, PA (n) (dove n = k/o). Secondo la regola generale della 
composizione dei tensori sferici (vedi III (107,3)) le componenti sfe- 
riche del vettore v~ possono scriversi nella forma 


4 2141 
vi =(— 1 il pi Vee TI pp 
I1 
«> Ga 1 al Qi, -mY 1-1, +m (M), 
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dove À assume i valori 0, +1 (per quanto riguarda la scelta del fat- 
tore generale vedi più avanti). Usando. la formula (7,16), si può e- 
sprimere v attraverso i vettori sferici: 


=i! 1 Viik — Ayl- 
aa (2-1)! TIFA) 2 1) Qi, -m X 


x IVTFI Y$ (m) +VTEÎ (1). (136,6) 


Sostituendo questa espressione nella (136,4), troviamo la corrente di 
transizione Æl: 


Jji g A 1)” x 


=i (2-1) VII+1) 
40m VIFT Y (n) +VT xia (m)], (136,7) 


; 4n | k| -m 
mor E pi 1G? mYrm (m) (136,8) 


(noi distinguiamo ovunque | k% | da œ, avendo presente le possibili 
applicazioni di queste formule sia a fotoni reali che a quelli virtuali, 
per i quali queste quantità non coincidono). 

Nelle (136,7- 8) è è sottinteso che il tensore sferico Qim (designato 
qui come Q$) è un vero tensore. Se Da vaca si ha uno pseudotensore 
(nel qual caso viene designato come O), allora la formula (136,6) 
determina lo pseudovettore a. La sostituzione nella (136,5) conduce 
allora alla corrente di transizione MI: 


; dn IH l-m pm) ym) 
Ja =i r V al Droni (n), (136,9) 


Pri st 


Le quantità Q$, e O% rappresentano i momenti adronici di tran- 
sizione di multipolo elettrico e magnetico. Il loro ruolo nell’elettro- 
dinamica degli adroni è in tutto analogo al ruolo delle corrispondenti 
quantità nell’elettrodinamica degli elettroni. Tuttavia, mentre per 
i sistemi di elettroni questi momenti possono, in linea di principio, 
essere calcolati rispetto alle funzioni d’onda (come elementi di ma- 
trice degli operatori relativi), nell’elettrodinamica degli adroni essi 
sono delle quantità fenomenologiche, i cui valori si ricavano dal- 
l’esperienza. 

La normalizzazione di queste quantità nelle (136,7-9) è scelta in 
modo da corrispondere alla loro definizione data nel $ 46. Di ciò è 
facile convincersi considerando le correnti (136,7-9) come le tra- 
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sformate di Fourier della corrente di transizione nella rappresenta- 
zione delle coordinate. Cosî, sviluppando il fattore e-**” nell’inte- 


grale 
Pri (#)= È psi (r) erat (136,10) 


mediante le formule (46,3) otteniamo 


Pri (k) =4ai! J; Yim (1) | pri (r) Yin (Z) g: (Klr) Pz. 
l,m 


Lasciando in quest’espressione il termine col valore più piccolo di Z 
per il quale l'integrale non è nullo, e sostituendo gı (| k |r) per 
|X|r<1 con il primo termine dello sviluppo relativo (46,5), si 
ritorna alla formula (136,9), dove 


MV Frou Yim(T)de (186,14) 


in accordo con la definizione (46,7). 

Mostriamo che anche nel caso di emissione di un fotone reale le 
formule ottenute conducono a risultati a noi già noti. 

L'ampiezza di transizione con emissione di un fotone di impulso 
k = on e polarizzazione e = (0, e) è 


My=—eV4ne*J;. (136,12) 


Se nello stato iniziale e in quello finale il nucleo possiede un valore 
determinato della proiezione del momento (M; e M;), nella somma 
su m nelle (136,7-9) rimane un solo termine in ciascuna delle formu- 
le: m = M; — M;. Poiché, secondo la (16,23), i prodotti Y{eMm* 
o YP e®* (dove A= +1 è la elicità del fotone, e | n) sono 
proporzionali a Dim, si ritorna allora ‘alle formule esaminate 
nel $ 48. 
La probabilità differenziale di radiazione è!) 


d3k 
dw = 2nô [o — (E: — E)N] Mji EIE (136,13) 


(E;, E; sono l'energia iniziale e finale del nucleo). La probabilità 
totale si ottiene sommando sulle polarizzazioni e integrando in dk. 


1) La presenza del fattore 2rò in questa formula al posto di (2r)* &® nella 
(65,14) è connessa al fatto che trascurando il rinculo del nucleo, l'impulso non si 
conserva e rimane quindi solo la conservazione dell’energia. 
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Sostituendo la (136,7) o la (136,9) nella (136,12) e quindi nella (136,13) 
ed eseguendo le operazioni indicate, noi ritorniamo alla formula 
(46,9) (o (47,2). 

Le formule (136,7-9) comprendono tutti i casi che possono avere 
luogo, in cui si ha l'emissione di un fotone reale. Per i fotoni vir- 
tuali, invece, è possibile anche un altro caso, non contemplato da 
queste formule (R. H. Fowler, 1930). 

Se gli spin e le parità degli stati iniziale e finale del nucleo sono 
uguali, allora mediante le rispettive ampiezze d’onda si può com- 
porre lo scalare Q, e mediante quest’ultimo possiamo costruire una 
corrente di transizione della forma 


pri=Qok, Tp =Q0k. (136,14) 


La quantità Q, è chiamata momento di transizione di monopolo 
(E0). Per l'emissione di un fotone reale la corrispondente ampiezza 
di transizione si annulla (poiché e*% = 0). La corrente di monopolo, 
tuttavia, può essere sorgente di transizioni connesse all'emissione 
di fotoni virtuali. E c'è di pifi: essa è l’unica sorgente di tali pro- 
cessi per sı = Są = 0, quando tutti i momenti di multipolo sono 


nulli. 
Per la sua dipendenza da œ e X la corrente di monopolo (136,14) 


è analoga alla corrente di quadrupolo elettrico. Di conseguenza il 
momento Q, rappresenta una quantità dello stesso ordine del mo- 
mento di quadrupolo. A questa conclusione si può giungere anche 
usando la (136,14) e considerando queste espressioni come le tra- 
sformate di Fourier della corrente nella rappresentazione delle coor- 
dinate. Sviluppando nella (136,10). 


ecikr= 1—ikr—4 (kr) +... 


e supponendo che gli integrali dei due primi termini si annullino, 
otteniamo 


pri (#)= — 3 | pri (r) (fem)? d'z 

oppure, considerando che la funzione p (r) goda di simmetria sferica 
pr (= ER | pr (r) rds. 

Da un confronto con la (136,14) troviamo 


Q= — | Pr) redz. (136,15) 


L’analogia di questa grandezza col momento di quadrupolo è evi- 
dente. 
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PROBLEMI 


1. Trovare la probabilità di ionizzazione dell'atomo dallo strato X a spese 
dell'energia di eccitazione œ del nucleo (la cosiddetta conversione interna dei 
raggi y) in una transizione nucleare MI in cui si trascura l'energia di legame 
dell'elettrone nell’atomo e l'influenza del campo del nucleo sulle sue funzioni 


d’onda!). 
Soluzione. Il processo è descritto dal diagramma 
P’, p 
NO n 
1g 
Pad 
Pa Pi 


dove p; e ps sono relativi al nucleo fisso nei suoi differenti stati, mentre p = 
= (m, 0) e p' = (m + ©, p’) sono i 4-impulsi dell'elettrone iniziale e finale. 
A questo diagramma corrisponde l'ampiezza 


4n =, ne 
Mie Y P’) Tnu (p), 


dove Jz; è la corrente di transizione del nucleo. Sommando sulle polarizzazioni 
finali dell'elettrone e mediando su quelle iniziali otteniamo 


1 1672 
F Di IMnli= er EUH Iho) 
polar 


(si è tenuto presente che J;;g = 0 e quindi J;;p = J;;p'). La probabilità di 
conversione si calcola come segue: 


dwcony =2 | Yp; (0) |? ( lel do ba , 


dove do è la sezione d’urto di diffusione rappresentata dal diagramma (1) con 
p = (€, P), e p; è la funzione d'onda dell'elettrone atomico (per un elettrone 
K | w; (0) |? = (Zam)8/n). Il fattore 2 tiene conto di due elettroni nello strato 


x 


atomico K. La sezione d’urto è 
do = 2nô (e +o — e’) | My; |? 


(cfr. nota, pag. 696). y 

Per le transizioni M! la corrente Jy; è data dalla (136,9). L'integrazione di 
dwconv in de’ elimina la funzione è, mentre l'integrazione in do’ trasforma il 
quadrato | Y2 in 1. In tal modo, la probabilità di conversione risulta espressa 
attraverso il quadrato | a) i2. D'altro canto, però, secondo la (46,9) attraver- 
so questa quantità si esprime anche la probabilità w, diemissione spontanea di 
un fotone nella stessa transizione nucleare. Si ottiene 


Peony _ 32 ( SR 
x 2a (Za) a bra 


de E 
2|p|2e' (27)3 


(questo rapporto è chiamato coefficiente di conversione). 


1) Questa approssimazione esige che la carica del nucleo sia piccola e che 
le energie di eccitazione œ siano sufficientemente grandi (allo stesso tempo 1/0 
è supposto grande rispetto alle dimensioni del nucleo). Di fatto, questa approssi- 
mazione è poco soddisfacente, e un calcolo più esatto richiede che si tenga conto 
anche del campo coulombiano del nucleo. 
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2. Lo stesso per una transizione nucleare £/. 
Soluzione. Procedendo analogamente con la corrente di transizione (136,7-8) 
si ottiene 


“conv = 2a (Za)? (+7 z) (2e, 


3. Lo stesso per una transizione di monopolo del nucleo. 
Soluzione. Usando la corrente di transizione (136,14) si ottiene 


3/2 
woony= 1602 (Za)? mia? (1+) P l Qol. 


Poiché la radiazione di monopolo è impossibile, non si può eliminare | Qol? da 
quest’espressione. 
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